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Τὰ τρίγωνα ΑΓΒ, ΒΑΊΤ, ΓΒΑ εἶναι ὀρθογώνια ἰσοσκελῆ. 
Ἤδη ἀπὸ τοῦ 1868 ὁ 1,επιοῖπε εἶχεν προτείνει τὴν κατασκευὴν 
τριγώνου ἐκ τῶν κέντρων τῶν ἐπὶ τῶν πλευρῶν του κατασκευα- 
ζομένων ἰσοπλεύρων τριγώνων. Ο Κίερετί (Βερολῖνον) ἐπέλυσεν 
τὸ πρόβλημα τοῦτο (Ν. Α., τόμ. ΝΠ, 1869, σ. 40). 


1773. Ὃ νεείεη, τὸ 1817, ὑπῆρξε ὁ πρῶτος, νομίζομεν, ὅστις 
ἐμελέτησε τὸ σχῆμα ἑνὸς τριγώνου καὶ τῶν ἐπὶ τῶν πλευρῶν του 
τετραγώνων’ ἀπὸ τῆς ἐποχῆς αὐτῆς, τὸ σύστημα τοῦτο προεκά- 
λεσε τὸ ἐνδιαφέρον πλήθους μαθηματικῶν. 

Τριάντα ἔτη μετὰ τὸν χ᾽ εεΐεπ (1847), ὁ Οτεῦε προεξέτεινεν τὰς 
ἐξωτερικάς πλευρὰς τῶν τριῶν τετραγώνων, ἐσχημάτισε οὕτω τρί- 
γῶνον α, β, γ, ὁμοιόθετον τοῦ ΑΒΓ. καὶ ἀπέδειξεν ὅτι αἱ εὐθεῖαι 
Αα, Ββ, Γγ τέμνονται εἰς τὸ κέντρον τῆς ὁμοιοθεσίας. Τὸ σημεῖον 
τοῦτο, συμβολιζόμενον διὰ τοῦ Κι, ἀπολαμβάνει πλήθους ἰδιοτή- 
τῶν καὶ τὰς ὁποίους ἰδιαιτέρως ἐτόνισεν ὁ [,επποΐπε. 

Ἢ εὕρεσις αὐτοῦ προσέδωσεν ἀπροσδόκητον δόξαν εἰς τὸν 
Οτεδε, ἂν καὶ ἀργότερον, ὁ ΓΒ α111Π1|ὸτ, ὁ Θαι55, ὁ Ἡοββαγά, ὡς καὶ 
ἄλλοι μαθηματικοὶ ἐπίσης, ἀνεῦρον αὐτὸ χωρὶς ὅμως καὶ νὰ τοῦ 
ἀποδώσουν μεγάλην σημασίαν. 

Εἰς τὴν Γερμανίαν τὸ σημεῖον Κα ὀνομάζεται σημεῖον τοῦ αν εδε᾽ 
ἀλλαχοῦ, εἶναι γνωστὸν κυρίως ὑπὸ τὸ ὄνομα σημεῖον τοῦ Γ,ογιοὶηθ, 
ὡς ἐπωνόμασεν αὐτὸ ὁ 1. Νευδεοτρ. 

Τὸ σχῆμα, ἢ σύστημα τοῦ Ὑεοίοη, τοῦ τριγώνου καὶ τῶν τριῶν τε- 
τραγώνων, ἐπέσυρε τὴν προσοχὴν μεγάλου πλήθους ἐρευνητῶν. Εἰς 
τὰς προηγουμένας σχετικὰς ἐργασίας προσθέτομεν καὶ τὴν τοῦ 
νη Αὐδεὶ εἰς Ν. (,, τόμ. ΙΝ, 1878, σ. 40 καὶ λίαι)ιεϑὶ5, τόμ. [, 
1881, σ. 168, ζήτ. 72 καὶ τόμ. ΝΊ, 1886, σ. 39, ἀπάντησις ὑπὸ 
Α. Ταπιθετί. ᾿ 

Εἰς τὴν ἔξοχον σπουδὴν τοῦ θέματος ὑπὸ τοῦ Ἐ. (ΟἸΠ  ποπ 
(βλ. ἀνωτέρω), ὁ μαθηματικὸς οὗτος μελετᾶ ὁλόκληρον σειρὰν 
τριγώνων ἀναλόγων τοῦ Α΄ ΒΓ’ καὶ ϑεωρεῖ κατόπιν τὸ τετράπλευ-- 
ρον καὶ τὰ ἰσοσκελῆ ὀρθογώνια τρίγωνα ἅτινα κατασκευάζοντα: 
ἐπὶ τῶν πλευρῶν του (ὡς ἀν. , σ. 53). 

1778. Τόπος τῶν σημείων» τομῆς τῶν εὐθειῶν ΑΑ᾽, ΒΒ΄, ΓΓ΄, τῶ»- 
συνδεουσῶν τὰς κορυφὰς τριγώνου ΑΒΓ πρὸς τὰς κορυφὰς Α΄, Β΄, Γ΄, τῶν 
ὁμοίων ἰσοσκελῶν τριγώνων, τῶν κἄτασκευαζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ. 
ΑΒΓ καὶ πάντων πρὸς τὸ ἐξωτερικὸν ἢ πάντων πρὸς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτοῦ. 

Τὸ σημεῖον Τ τοῦ νεςοίεπ ἀντιστοιχεῖ εἰς γωνίας α παρὰ τὰς 
βάσεις τῶν ἰσοσκελῶν τριγώνων ἴσας πρὸς 459. ᾽Εὰν α --600, λαμ- 
βάνομεν τὸ ἰσογώνιον σημεῖον Μ, ἀφ᾽ οὗ ἑκάστη πλευρὰ τοῦ τριγώ- 
νου φαίνεται ὑπὸ γωνίαν 609, Διὰ α ΞΞ 900, εὑρίσκομεν τὸ ὀρθό- 
κεντρον Η καὶ διὰ α΄ ΞΞΕΌ, τὸ κέντρον βάρους Θ τοῦ τριγώνου. 

Διὰ γωνίαν α ἀρνητικήν, τὰ τρίγωνα φέρονται πρὸς τὸ ἐσωτε- 
Ρικὸν τοῦ τριγώνου. Εὑρίσκομεν ἕν σημεῖον Τ΄ διὰ τὰ ἐσωτερικὰ 
τετράγωνα, ὡς καὶ τὸ δεύτερον ἰσογώνιον κέκτρον [Λ΄, ἀφ᾽ οὗ δύο 
τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου φαίνονται ὑπὸ γωνίας 609 καὶ ἡ τρίτη 
ὑπὸ γωνίαν 120ο, Ψ 

Ὃ ζητούμενος τόπος εἶναι κωνικὴ τομὴ καὶ δὴ ἰσοσκελὴς ὑπερ- 
βολὴ καλουμένη ἤδη ὑπερβολὴ τοῦ Κίερετγι (1869, Ν, Α., σ. 42, 2. 
ἯἮ σπουδὴ τῆς καμπύλης ταύτης ἀπέφερε ἐνδιαφερούσας ἐργα- 
σίας, ὡς λ.χ. τοῦ Βτοςετά, ὅστις καθώρισε τὰ κύρια αὐτῆς σημεῖα, 
τὸ κέντρον, τὰς ἀσυμπτώτους (... ΜΙ. 5., 1884, ο. 197: 1885" σ. 12, 
30 καὶ 58). 


Γεωμετρία ὅδ 
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Βλέπε σχετικῶς: Α. Γ΄, 1885, σ. 15, π9 2, ἐπὶ διαλέξεως τοῦ 
Ἱμεσαοίπο εἰς τὸ συνέδριον τῆς Γήταορεβ. Δ΄, «., 1886, σ. 231, πο 15, 
Ἑ. ϑεεασο' Μηχαϊμεϑίδ, 1887, σ. 208 - 220, Μ'’αγ᾽ 4. ἔ., 1887, Του- 
ἴοτιδε, σ. 113, 1,αἰβαπέ: Μαϊδιεϑὶ8, 1887, σ. 245, πὸ 11, 1888, σ. 81, 


Σχ. 4109 β 


7Τοσαθεοκ καὶ ΝουΡοΥρ' 4. Κ᾿, Ῥαγίῖβ, 1889, σ. 166, Οον καὶ Νευδετρ᾽ 
Μαϊιμιεϑ8ὶ8, 1892, ο. 241, 'Επίσης 8 1242 π, τοῦ παρόντος ἔργου. 


1778 π. Ὃ τόπος τῶν ριζικοῦ κένέρου τῶν τριῶν ποριφδρδιῶν, τῶν 
ἐχουσῶν ὡς χορδὰς τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ τριγώνου ΑΒΓ καὶ ἐκ τῶν 
σημείων τῶν ὁποίων αἱ πλευραὶ αὗται φαίνονται ὑπὸ γωνίας Γ --φ, Α -Ἐ φ, 
Β ἜΝ ἀντιστοίχως, εἶναι ἡ εὐϑεῖα ΟΖ. (Μαιιεδὶδ, 1887, σ. 219, Τε8.8.). 

γαι, ἑπομένως, οἱ τόποι τῶν δ8 1773 ο καὶ 1773 π ἀντίστρο- 
φοι ἀλλήλων ἐν ἰσογωνίῳ ἀντιστροφῇ. 

’᾿Αναφέρομεν ἐπίσης καὶ ἕν ὡραϊογ ἄρθρον τοῦ Βεατίβίεα (Ν. 4., 
1911, σ. 87) ἐπὶ ξξ ἰσοσκελῶν ὑπερβολῶν ἑνὸς τριγώνου. ν 


Σ ΤΕ ΡΗΟΜΒΕΒΕΤΒΡΡΙΑ 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΝΥ 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Θεώρημα 643 


1774. ᾽Εὰν εὐθεῖα ΑΒ καὶ ἐπίπεδον Μ εἶναι παράλληλα πρὸς ἀλ- 
ληλα, πᾶν ἐπίπεδον Ν κάϑετον ἐπὶ τὴν εὐϑεῖαν 
εἶναι κάϑετον καὶ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Μ. 


Διὰ τοῦ τυχόντος σημείου Ι τοῦ ἐπιπέδου 
Μ φέρομεν εὐθεῖαν ΙΓ παράλληλον. πρὸς τὴν 
ΑΒ’ ἡ εὐθεῖα αὕτη ἀνήκει εἰς τὸ Μ καὶ εἶναι 
κάθετος, ὡς καὶ ἡ παράλληλός της ΑΒ, ἐπὶ 
τὸ Ν. Εἶναι ἑπομένως τὸ περιέχον τὴν εὐ- 
θεῖαν ΙΓ ἐπίπεδον Μ κάθετον ’τὶ τὸ δ. 


Σχ. 1103. 


᾿Αντίσετροφον Θεώρημα 648--1 


1724. 'Ἐὰν ἐπίπεδον Ν εἶναι κάϑετον ἐπὶ εὐδεῖαν ΑΒ καὶ ἐπίπε- 
δον Μ, ἡ εὐϑεῖα εἶναι πα- 
ρφάλληλος πρὸς τὸ ἐπίπε- 
δον Μ. 


Πράγματι, ἐὰν ἡ εὐὖ- 
«θεῖα ΑΒ καὶ τὸ ἐπίπε- 
δον Μ εἶχον κοινὸν ση- 
μεῖον Ο, θὰ ἠδυνάμεθα 
νὰ ἐφέρομεν κάθετον ᾿ 
ΟἹΓ ἐκ τοῦ σημείου Ο ἐπὶ τὴν τομὴν ΕΖ τῶν ἐπιπέδων Μ καὶ Ν. 
Ἧ εὐθεῖα αὕτη θὰ ἦτο κάθετος ἐπίσης καὶ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Ν καὶ 
θὰ εἴχομεν οὕτω δύο καθέτους ἐξ ἑνὸς σημείου ἐπὶ τὸ αὐτὸ ἐπί- 
πεδον --- ὅπερ ἄτοπον. 

Εἶναι λοιπὸν ἡ εὐθεῖα ΑΒ παράλληλος πρὸς τὸ ἐπίπεδον Μ, 


Θεώρημα 642 


177δ. "Ἐὰν εὐϑεῖα ΓΔ 
εἶναι κάϑετος ἐπὶ εὐθεῖαν 
ΑΒ καὶ ἐπίπεδον Μ, ἡ εὖ- 
θεῖα ἈΒ εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὸ ἐπίπεδον Μ. 

Πράγματι, ἐὰν ἡ ΑΒ 
καὶ τὸ ἐπίπεδον Μ εἶχον κοινὸν σημεῖον Ο, ἡ εὐθεῖα ΟΕ, ἡ συν- 
δέουσα τὸο ΕΙΣ τοῦ ἴχνους Ε τῆς ΓΔ καὶ τοῦ Μ, θὰ ἦτο κά- 
θετος ἐπὶ τὴν ΓΔ. 


σῷ 115}. 
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Θὰ εἴχομεν δὲ τότε ἐκ τοῦ Ο δύο καθέτους ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν 
ΓΔ -- ὅπερ ἄτοπον. 
Εἴναι ἑπομένως ἡ ΑΒ εὐθεῖα παράλληλος πρὸς τὸ ἐπίπεδον Μ. 


Θεώρημα 645 


1776. ᾿Ἐὰν δύο ἐπίπεδα εἶναι παράλληλα, ἀντιστοίχως, πρὸς δύο 
ἄλλα τεμνόμενα, αἱ τομαὶ τῶν δύο ζευν- 
γῶν ἐπιπέδων εἶναι εὐϑεῖαι παράλληλοι. 


Ἔστωσαν Μ, Ν δύο ἐπίπεδα πα- 
ράλληλα πρὸς τὰ Ῥ καὶ Π, ἀντι- 
στοίχως. Θὰ δείξωμεν ὅτι ἡ τομὴ 
ΑΒ τῶν δύο πρώτων εἶναι παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν τομὴν ΓΔ τῶν δύο 


τελευταίων. 
ΠΡ ᾿Επειδὴ τὰ Μ καὶ Ρ' εἶναι πα- 
Στ. 100. ράλληλα ἐπίπεδα, ἡ εὐθεῖα ΑΒ τοῦ 


πρώτου εἶναι παράλληλος πρὸς τὸ 
Ῥ. Διὰ τὸν ἴδιον. λόγον, ἡ ἰδία εὐθεῖα ΑΒ, θεωρουμένη ἐπὶ τοῦ 
ἐπιπέδου Ν,. εἶναι παράλληλος πρὸς τὸ Π. 


Εἶναι λοιπὸν ἡ εὐθεῖα ΑΒ παράλληλος πρὸς ἀμφότερα τὰ ἐπί- 
πεδα Ρ καὶ Π, ἄρα παράλληλος πρὸς τὴν τομήν των ΓΔ 


1776 α. Σημείωσις. Δυνάμεθα νὰ σπουδάσωμεν πολλὰς ἰδιότη- 
τας τῶν διέδρων καὶ τριέδρων γωνιῶν, ὡς καὶ ἄλλα ζητήματα τοῦ 
ν Βιβλίου, παραλλήλως πρὸς ἰδιότητας τῶν γωνιῶν καὶ τριγώνων 
εἰς τὴν ἐπίπεδον Γεωμετρίαν. ᾿Ιδὲ σχετικῶς τὰ Νοιμυεαμα Εἰόγιθηῖδ 
ὧδ Οέονιῤίγιε, ὑπὸ ΓΒ. Μέγαν (3η ἔκδ., 1906). 


Θεώρημα 646 


1777. Δίδονται δίεδρος ΜΙΑΝ καὶ εὐϑεῖα ΑΒ ἐσωτερικὴ τῆς διέ- 
ὅρου, κάϑετος ἐπὶ τὴν τομὴν ΑΙ τῶν ἑδρῶν τῆς διέδρου καὶ πλαγία 
πρὸς αὐτάς. 

Δείξατε ὅτι ἣ ἐλαχίστη ἐπίπεδος γωνία, καϑ᾽ ἣν τέμνει τὰς ἕδρας 
τῆς διέδρου ἐπίπεδον διερχόμενον διὰ τῆς 
ΑΒ, εἶναι ἣ ἀντίστοιχος ἐπιπέδου καϑέτου 
ἐπὶ τὴν ἀκμὴν τῆς διέδρου. 


Ἔστω ΓΔ ἡ θέσις τοῦ κινητοῦ ἐπιπέ- 
δου, καθ᾽ ἣν εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν ἀκμὴν 
ΑἹ, ΕΖ δὲ τυχοῦσα ἄλλη θέσις αὐτοῦ. 

Ἢ ἀκμὴ ΑΚ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὸ ἐπί- 
πεδον ΓΔ, ἄρα καὶ ἐπὶ τὰς εὐθείας αὐτοῦ 
ΑΓ, ΑΔ, προβολὰς τῆς ΑΒ ἐπὶ τῶν ἑδρῶν 
τῆς διέδρου. 

Σχ. 1151. Ἐπειδὴ δὲ ἡ γωνία μιᾶς εὐθείας μετὰ 
τῆς προβολῆς τῆς ἐπὶ ἐπίπεδον εἶναι μικρο- 
τέρα τῆς γωνίας αὐτῆς μετὰ πάσης ἄλλης 

εὐϑείας τοῦ ἐπιπέδου, διερχομένης διὰ τοῦ ἴχνους τῆς ἐπ’ αὐτό, 
πεται : 


΄ὔ-.- ΄ς-- 
ΒΑΓ «ΒΑΕ 
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΄“΄ ΄“ΝὟ 
καὶ ὁμοίως ΒΑΔ «ΒΑΖ. 
“Αρα, διὰ προσθέσεως : 


“Ὁ “ 
ΓΑΔ «ΕΑΖ. 
Θεώρημα 647 


1778. ᾿Ἐὰν δύο τρίεδροι στερεαὶ γωνίαι Σ καὶ Σ΄ ἔχουν δύο ἕδρας 
β, Υ καὶ β΄, γ΄ ἴσας ἀντιστοίχως καὶ τὰς ὑπ᾽ αὐτῶν περιεχομένας διέ- 
ὄρους ἀνίσους, ϑὰ ἔχουν τὰς 
τρίτας αὐτῶν ἕδρας ἀνίσους 
καὶ ἀντιστρόφως. 


“πὶ τῶν κοινῶν ἀκμῶν 
ΣΑ, ΣΑ’ τῶν ἑδρῶν β, γ 
καὶ β΄. γ'’ τῶν δύο τριέδρων 
λαμβάνομεν ἴσα μήκη ΣΑ, 
Σ΄ Α΄ καὶ διὰ τῶν Α καὶ Α΄ 
φέρομεν ἐπίπεδα ΑΒΓ, 
Α΄ ΒΊΓ’ κάθετα ἀντιστοίχως 
ἐπὶ τὰς ἀκμὰς ταύτας. Ἡ 
εὐθεῖα ΣΑ θὰ εἶναι κάθε- 
τος ἐπὶ τὰς ΑΒ, ΑΓ καὶ 
ὁμοίως ἡ Σ΄Α΄ ἐπὶ τὰς Α΄Β’ 
καὶ ΑΥΓ΄'. 

Τὰ τρίγωνα ΣΑΓ καὶ 
Σ΄ ΑὙΓ' εἶναι ἴσα, ὡς ὀρθο- 
γώνια ἔχοντα τὰς καθέτους 
πλευρὰς ΣΑ, Σ΄ Α΄ ἴσας καὶ 
τὰς γωνίας β καὶ β΄ ἴσας" ἄρα 


ΑΓΞΑΤ', ΣΓΞΣΤ' 
καὶ ὁμοίως ΑΒ -- ΑΒ’, ΣΒ--Σ΄ Β΄. 


Σχ 158. 


1) Αἱ δίεδροι ΣΑ, ΣΑ΄ ἔχουν μέτρα τὰς ἐπιπέδους γωνίας 
ΓΑΒ καὶ Γ΄ Α΄Β΄- ἐὰν λοιπὸν δίδρος ΣΑ « δίδρου Σ΄Α΄, θὰ εἶναι 


΄ῸὭ ΄΄Ν 
καὶ ΓΑΒ « Γ΄Α' Β΄, τὰ δὲ τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΒ Γ' θὰ ἔχουν δύο 
πλευρὰς ἴσας καὶ τὴν τρίτην ΓΒ « Γ΄ Β΄. ᾿Αλλὰ τότε τὰ τρίγωνα 
ΓΒΣ, Γ’Β'Σ΄ θὰ ἔχουν δύο πλευρὰς ἀντιστοίχως ἴσας καὶ τὴν 
τρίτην ΓΒ «Γ΄ Β΄. 

Εἶναι ἑπομένως ἡ τρίτη ἕδρα α τῆς τριέδρου Σ μικροτέρα τῆς 
ἀντιστοιχούσης α΄ τῆς τριέδρου Σ΄. 

2) ᾿Αντιστρόφως. "Ἑστω ὅτι α « α΄. Τὰ τρίγωνα ΓΒΣ καὶ Γ΄ Β΄ Σ΄’ 
ἔχουν δύο πλευρὰς ἀντιστοίχως ἴσας καὶ τὴν γωνίαν α « α΄" θὰ 
εἶναι κατὰ συνέπειαν ΓΒ « Γ΄ Β΄. Τὰ δὲ τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄ΒΓ' 
ἔχουν δύο πλευρὰς ἀντιστοίχως ἴσας καὶ τὰς τρίτας ΓΒ « Γ΄ Β΄. 


΄" ΄΄ 
Θὰ εἶναι ἑπομένως : ΓΑΒ « Γ΄ Α΄ Β΄’ καὶ ἡ δίεδρος ΣΑ μικρο- 
τέρα τῆς διέδρου Σ΄ Α΄. 


Θεώρημα δ48 


1779. Ἐδλν δύο ἔδοωαι ΑΣΒ. ΛΣΤ μιᾶς τριέδρου στερεᾶς γωνίας 
εἶναι ἴσαι χαὶ αἴ ἀπέναντι αὐτῶν δίεδροι ϑὰ εἶναι 
ἴσαι καὶ ἀντιστυύφως. (Τὸ τρίεδρον τοῦτο καλεῖται 
χαὶ ἐσοσκελὲς ἢ ἰσόεδυον). 


1) Λαμβάνομεν ἐπὶ τῶν τριῶν ἀκμῶν τῆς 
τριέδρου μήκη ἴσα ΣΑ, ΣΒ. ΣΓ; φέρομεν τὸ ἐπί- 
πεδον ΑΒΓ, ὡς καὶ ἐν ἄλλο ΑΣΔ διὰ τῆς ἀκ- 
μῆς ΣΑ καὶ τοῦ μέσου Δ τῆς ΒΓ. . 

Τὸ τρίγωνον ΒΣΓ εἶναι ἰσοσκελὲς καὶ διὰ 
τῆς διαμέσου του ΣΔ διαιρεῖται εἰς δύο ἴσα 
μέρη’ τὸ δὲ ἐπίπεδον ΑΣΔ διαιρεῖ τὴν τρίεδρον 
εἰς δύο ἴσας ἐπίσης τριέδρους, ὡς ἐχούσας τὰς 
ἕδρας των ἀντιστοίχως ἴσας. 

Εἴνα:, ἐπομένως, αἱ ὁμόλογοι τῶν τριέδρων 
Σ.. 1109. τούτων δίεδροι γωνίαι ΣΒ καὶ ΣΓ ἴσαι. 


2) ᾿ΑΙἸντιστρύρως. Θὰ δείξωμεν ὅτι, ἐὰν αἱ 
δίεδροι ΣΒ, ΣΓ εἶναι ἴσαι, καὶ αἱ ἀπέναντι αὐτῶν ἕδραι θὰ 
εἵναι ἴσαι. 

Ὑποθέσωμεν τὴν ἔδραν ΑΣΓ μικροτέραν τῆς ΑΣΒ’ ἐὰν λάβω- 
μεν ἐπὶ τῆς μεγαλυτέρας ἕδρας γωνίαν Α΄ΣΒ -Ξ ΑΣΓ καὶ φέρωμεν 
τὸ ἐπίπεδον ΓΣΑ΄, σχηματίζεται τρίεδρον ΣΑ΄'ΒΓ, ἔχον μετὰ τοῦ 
ΣΑΒΓ μίαν δίεδρον ἴσην. περιεχομένην μεταξὺ ἑδρῶν ἀντιστοί- 
ως ἴσων. 

Θὰ εἶναι ἑπομένως αἱ δύο τρίεδροι ΣΑΒΓ καὶ ΣΑ΄ΒΓ ἴσαι-- 
ὅπερ ἀδύνατον, ἀφοῦ ἡ δευτέρα τρίεδρος 
εἶναι μέρος τῆς πρώτης. Αρα... 


1780. Π]αρατήοησις. 1) Δία ἰσόπλευρος (ἢ 
ἰσόεδρος) τρίεδρος εἶναι ἱἰσογώνιος᾽ καὶ ἀντι- 
στρόφως. 

2) Εἰς τὴν ἰσοσκελῆ τρίεδρον ΣΑΒΓ (σχ. 
1159), τὸ ἐπίπεδον ΑΣΒ ἄγεται διὰ τῆς 
ἀκμῆς--κορυφῆς-- ΣᾺ καὶ διὰ τῆς διχοτόμου 
ΣΔ τῆς ἀπέναντι ἕδρας -- δυναμένης νὰ κληθῇ 
καὶ βάσεως, Τὸ ἐπίπεδον τοῦτο διαιρεῖ τὴν 
ὅλην τρίεδρον εἰς δύο ἄλλας ἴσας, καθὼς 

Στ. τιῶ. καὶ τὰς διέδρους μὲ κοινὴν ἀκμὴν ΣΑ᾿ τὸ 
αὐτὸ δὲ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς διέδρους 
ἀκμῆς ΣΔ, αἵτινες ἄλλωστε εἶναι καὶ ὀρθαί. ᾿ 

Οὕτω. τὸ ἐπίπεδον ΑΣΔ πληροῖ τέσσαρας συνθήκας, ἐκ τῶν 
ὁποίων δύο ἀρκοῦν διὰ τὸν ὁρισμόν του. ᾿Εντεῦθεν ἀπορρέουν 
τέσσαρες προτάσεις, ἐκ τῶν ὁποίων τρεῖς τυχοῦσαι εἶναι συνέ- 
πειαι τῆς τετάρτης καὶ αἵτινες ἄλλωστε δύνανται νὰ ἀποδειχθοῦν 
καὶ ἀπ᾽ εὐθείας. (α., πο 61). 

Εἰς πᾶσαν ἰσοσκελῇ τρίεδρον : 

1) Τὸ ἐπίπεδον, τὸ ἀγόμενον διὰ τῆς ἀκμῆς - κορυφῆς καὶ διὰ τῆς διχο- 
τύμου τῆς ἀπέναντι αὑτῆς ἔδρας εἶναι κάϑετον ἐπὶ τὴν ἕδραν ταύτην καὶ δι- 
χοτομεῖ τὴν δίεδρον τῆς κορυφῆς. 

2) Τὸ ἐπίπεδον, τὸ ἀγόμενον διὰ τῆς ἀκμῆς - κορυφῆς καὶ κάθετον ἐπὶ 
τὴν ἀπέναντι ἔδραν, διέρχεται διὰ τῇ; διχοτόμου τῆς ἔδρας ταύτης καὶ δι- 
χοτομεῖ τὴν δίεδρον τῆς κορυφῆς. 
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3) Τὸ διχοτομοῦν ἐπίπεδον τὴν δίεδρον - κορυφὴν εἶναι κάϑετον ἐπὶ τὴν 
ἀπέναντι ἔδραν καὶ διέρχεται διὰ τῆς διχοτόμον αὐτῆς. 

4) Τὸ ἐπίπεδον, τὸ ἀγόμενον διὰ τῆς διχοτόμου τῆς τελευταίας ἔδρας 
καὶ κάϑετον ἐπ᾽ αὐτήν, διαιρεῖ τὴν ἀπέναντι δίεδρον εἰς δύο ἴσας διέδρους. 


Θεώρημα 649 


1781. Ἐὶϊς πᾶσαν τρίεδρον στερεὰν γωνίαν Σ, εἰς τὴν μεγαλυτέραν 
δίεδρον ἀντίχειται μεγαλυτέρα ἔδρα᾽ καὶ ἀντιστρόφως. 


1) Ἔστω δίεδρος ΣΒ «(διέδρου ΣΓ. Φέρομεν τὸ ἐπίπεδον 
ΣΓΑ'’, σχηματίζον μετὰ τῆς ἕδρας ΣΒΓ 
δίεδρον ἴσην πρὸς τὴν ΣΒ. 

Ἧ τρίεδρος ΣΑ’ΒΓ θὰ ἐϊναι ἰσροκελὴς 
καὶ ἡ ἕδρα της Α΄ΣΒ ἴση πρὸς τὴν Α΄ΣΓ 
(8. 1779, 2). 

᾿Επειδὴ μεταξὺ τῶν ἑδρῶν τῆς τριέ- 
ὅρου ΣΑΓΑ΄ ὑπάρχει ἡ σχέσις 
ΑΣΓ «ΑΣΑ ΑΙ ΣΓΞΞΑΣΑ "-ΑΣΒΕΞΑΣΒ 
ἕπεται ΑΣΓ «ΑΣΒ. 

2) ᾿Αντιστρόφως. Εἷς τὴν μεγαλυτέραν 
ἕδραν ἀντίκειται ἡ μεγαλυτέρα δίεδρος. 

Εἰς τὴν τρίεδρον ΣΑΒΓ ἔστω ἕδρα 
Ὑ ἕδρας β. Θὰ δείξωμεν ὅτι: δίεδρος Στ. 118 
ΣΙ» διέδρου ΣΒ. ᾿ 1: 1161. 

᾿Εὰν- ὑποθέσωμεν ἴσας τὰς δύο διέ- 
δρους καὶ αἱ ἀπέναντι αὐτῶν ἕδραι θὰ εἶναι ἴσαι (8 1779, 2) -- 
ὅπερ ἀντίθετον πρὸς τὴν ὑπόθεσιν. ᾿Εὰν δὲ ὑποθέσωμεν τὴν δίε- 
δρον ΣΓ μικροτέραν τῆς διέδρου ΣΒ, θὰ εἴχομεν, κατὰ τὸ πρῶ- 
τον μέρος τοῦ Θεωρήματος, τὴν συνέπειαν: ἕδρα γ « ἕδρας β, 
ἥτις πάλιν εἶναι ἀντίθετος πρὸς τὴν ὑπόθεσιν. ᾿ 

Εἶναι ἑπομένως ἡ δίεδρος ΣΓ μεγαλυτέρα τῆς διέδρου ΣΒ. 


Θεώρημα 660 


1782. "Ἐὰν πᾶσαι αἱ ἀχμαὶ μιᾶς κυρτῆς στερεᾶς γωνίας τμηϑοῦν 
ὑπὸ ἐπιπέδου, τὸ ἄϑροισμα πασῶν τῶν ἐπιπέδων 
γωνιῶν, τῶν ὁριζομένων ἐπὶ τῶν ἑδρῶν τῆς στε- Σ 
ρεᾶς γωνίας καὶ κειμένων πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τοῦ ' 
τέμνοντος ἐπιπέδου, εἶναι σταϑερόν. 


"Ἔστω ν ὁ ἀριθμὸς τῶν ἑδρῶν τῆς στερεᾶς 
γωνίας. Πᾶν ἐπίπεδον Π, τέμνον τὰς ἀκμὰς 
πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τῆς κορυφῆς, ὁρίζει ἐπὶ τῶν 
παραπλεύρων ἑδρῶν ν τρίγωνα, διὰ τὰ ὁποῖα 
τὸ ὁλικὸν ἄθροισμα τῶν γωνιῶν των εἶναι 2 ν 
ὀρθαί. 

Ε Τὸ ἄθροισμα τοῦτο ἀποτελεῖται ἐκ δύο με- 
ρῶν’ ἐκ τοῦ σταθεροῦ ἀθροίσματος Α τῶν γω- 
νιῶν - ἑδρῶν τῆς στερεᾶς γωνίας καὶ ἐκ τοῦ Σχ. 1162. 
ἀθροίσματος Β τῶν γωνιῶν τῶν κειμένων παρὰ 
τὸ τέμνον ἐπίπεδον καὶ ἄνωθεν αὐτοῦ. ᾿Επειδὴ 
δὲ τὸ ὁλικὸν ἄθροισμα γωνιῶν εἶναι σταθερόν, ὡς καὶ τὸ πρῶτον 
μέρος Α τοῦ ἀθροίσματος τούτου, ἕπεται ὅτι καὶ τὸ δεύτερον 
ἄθροισμα Β θὰ εἶναι ἐπίσης ὁταθερόν. 
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᾿Επειδὴ δὲ προσέτι, ἑκάστη τῶν παρὰ τὸ τέμνον ἐπίπεδο. γὼ 
νιῶν καὶ κάτωθεν αὐτοῦ κειμένη εἶναι παραπληρωματικὴ και μιᾷς 
ἄνωθεν αὐτοῦ εὑρισκομένης καὶ ἑπομένως τὸ ἄθροισμα ὅλων τῶν 
παρὰ τὸ ἐπίπεδον γωνιῶν θὰ εἶναι ἴσον πρὸς ἄν ὀρθάς, ἕπεται 
ὅτι τὸ ἄθροισμα Β΄ ὅλων τῶν ὑπὸ τὸ ἐπίπεδον καὶ παρ᾽ αὐτὸ 
κειμένων γωνιῶν θὰ εἶναι ἐπίσης σταθερόν. ᾿Αφοῦ θὰ εἶναι τοῦτο 
ἡ διαφορὰ τῶν όν ὀρθῶν ἀπὸ τοῦ ἀθροίσματος Β, προαποδει- 
χθέντος ὡς σταθεροῦ. 


Θεώρημα 6δ1 


1788. Ἢ ἱκανὴ καὶ ἀναγκαία συνθήκη διὰ τὴν κατασκευὴν τριέδρου 
στερεᾶς γωνίας ἐχούσης δεδομένας ἕδρας α, β, γ, εἶναι ὅπως τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν τριῶν τούτων ἑδρῶν εἶναι μιχρότερον τῶν τεσσάρων ὀρϑῶν, 
ἡ μεγαλυτέρα δὲ αὐτῶν μιχροτέρα τοῦ ἀϑροίσματος τῶν δύο ἄλλων. 


1) Ἧ ᾿πρώτη συνθήκη ἕπεται ἐκ τοῦ ὅτι ἡ τρίεδρος εἶναι ἀναγ- 
καίως κυρτὴ καὶ ἑπομένως τὸ ἄθροισμα τῶν ἑδρῶν της ἀναγκαίως 
ἐπίσης μικρότερον τῶν τεσσάρων ὀρθῶν. 

2) ἼἜἜστω α ἡ μεγαλυτέρα ἕδρα καὶ γ ἡ μικροτέρα. ᾶς παρα- 
θέσωμεν τὰς ἕδρας β καὶ γ ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου Μ καὶ κατὰ 
κοινὴν πλευρὰν ΣΑ. 

᾽Εὰν στρέψωμεν τὴν ἕδραν γ-Ξ- ΑΣΒ περὶ τὴν ἀκμὴν ΣΑ καὶ 
κατὰ 1809, ἡ ἀκμὴ ΣΒ θὰ 
λάβῃ τὴν θέσιν ΣΒ΄ ἐντὸς 
τῆς γωνίας ΓΣΑΞΞΒΥ. 
Ἢ ὅλη γωνία ΓΣΒ εἴναι 
τὸ ἄθροισμα τῶν β καὶ γ, 
ἡ δὲ γωνία ΓΣΒ΄ ἡ δια- 


Ὗ 
ἱ φορὰ αὐτῶν. 
ΨΨ : ᾿Επειδὴ δὲ ἐδόθη, ὅτι ἡ 
Ε 7... ΜΕ οἱ ΝΒ ἕδρα α εἶναι μικροτέρα τοῦ 


ἀθροίσματος τῶν δύο ἄλλων 
καὶ μεγαλυτέρα ἑκάστης ἐξ 
αὐτῶν, κατὰ μείζονα λό- 
γον θὰ εἶναι μεγαλυτέρα 
τῆς διαφορᾶς αὐτῶν. ᾿Εὰν λοιπὸν μεταφέρωμεν τὴν ἕδραν α ἐπὶ 
τοῦ ἐπιπέδου ΓΣΒ, ὥστε νὰ ἀποκτήσῃ κοινὴν πλευρὰν ΓΣ μετὰ 
τῆς ΓΣΑ, ἡ ἕδρα αὕτη α θὰ εἶναι πολὺ μεγάλη, ὥστε ἡ ἄλλη 
της πλευρὰ νὰ κεῖται πέραν τῆς ΣΒ καὶ πολὺ μικρά, ὥστε ἡ 
πλευρά της αὕτη νὰ εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν ΣΓ καὶ ΣΒ΄. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι φανερὸν ὅτι, κατὰ τὴν στροφὴν τῆς ἕδρας ΑΣΒ 
περὶ τὴν ΣΑ, ἡ γωνία τῶν ΣΒ καὶ ΣΓ λαμβάνει πάσας τὰς ἐν- 
διαμέσους τιμὰς μεταξὺ τῶν τιμῶν τῶν γωνιῶν ΓΣΒ καὶ ΓΣΒ΄. 
Θὰ ὑπάρχῃ ἑπομένως μία θέσις, κατὰ τὴν στροφὴν ταύτην, κατὰ 
τὴν ὁποίαν ἡ γωνία ΓΣΒ θὰ ἀποβῇ ἴση πρὸς τὴν ἕδραν α--ἐξ οὗ 
ἀποδεικνύεται ὅτι ἡ κατασκευὴ τῆς τριέδρου στερεᾶς γωνίας μὲ τὰ 
δεδομένα α, β, γ πληροῦντα τὰς τεθείσας συνθήκας εἶναι δυνατή. 


Θεώρημα 652 


Στ. 116}. 


1784. Ἣ ἱκανὴ καὶ ἀναγκαία συνθήχη διὰ τὴν κατασκενὴν τριέδρον 
στερεᾶς γωνίας Σ' ἐχούσης δεδομένας διέδρους Α, Β, Γ, εἶναι ὅπως τὸ 
ἄρϑροισμά των περιλαμβάνεται μεταξὺ ὃ καὶ Θ ὀρθῶν, ἣ δὲ μικροτέρα 
δεῦρο αὐξηϑεῖσα κατὰ δύο ὀρϑὰς ὑπερβαίνῃ τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο 
ἄλλων. 
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"Ἔστω Α ἡ μικροτέρα δίεδρος, α΄, β΄, γ΄ δὲ ἐπίπεδοι γωνίαι 
παραπληρωματικαὶ τῶν διέδρων Α, Β,Γ. Ἢ γωνία α΄ θὰ εἶναι ἡ 
μεγαλυτέρα ἐκ τῶν τριῶν τούτων παραπληρωμάτων. 

1) Αἱ ἀνωτέρω συνθῆκαι εἶναι ἀναγκαῖαι, ὡς ἰδιότητες πάσης 
τριέδρου κυρτῆς γωνίας. 

2) Αἱ συνθῆκαι αὗται δύνανται νὰ συνοψισθοῦν εἰς τὰς ἀνι- 
σότητας : 


6 ὀρθαὶ» ΑἜ ΒΓ» ῬΒθὲ 2 ὀρθῶν, Α-Ἐ 2 ὀρθαὶ » ΒΈΓ. 


ἤ, ἀφοῦ Α --2 ὀρθαὶ -- α΄, Β -- 2 ὀρθαὶ -- β΄, Γ -- 2 ὀρθαὶ -- γ᾽, 
εἰς τάς: 
Ὁ «α΄ -β' --ἰ]γ᾿ «4 ὀρθῶν καὶ α’' «β’-Ἐγ΄. 


Εἶναι, ἑπομένως (ξ 1783) κατασκευόσιμος ἡ τρίεδρος Σ μὲ 
ἕδρας τὰς α΄, β΄, γ΄ -- ἄρα καὶ ἡ ἀρχικὴ Σ΄" ἐπειδὴ αὕτη θὰ εἶναι 
ἡ παραπληρωματικὴ τρίεδρος τῆς Σ. 


Θεώρημα 658 


1786. Τὰ τρία ἐπίπεδα, τὰ ἀγόμενα διὰ τῶν ἀκμῶν τριέδρου στε 
ρεᾶς γωνίας καϑέτως ἐπὶ τὰς ἀπέναντι ἕδρας, 
τέμνονται κατὰ τὴν αὐτὴν εὐϑεῖαν. 


Ἔστωσαν ΣΒΕ, ΣΓΖ δύο τῶν ἐπιπέδων 
τούτων (ὑποθέτομεν τὴν κορυφὴν Σ ὑπὲρ τὸ 
ἐπίπεδον ΑΒΓ) καὶ ΣΟ ἡ τομὴ αὐτῶν. ᾿Εὰν 
τάμωμεν τὴν τρίεδρον διὰ τοῦ ἐπιπέδου ΑΒΓ, 
καθέτου ἐπὶ τὴν ΣΟ, ἡ εὐθεῖα αὕτη, κάθε- 
τος οὖσα ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ, θὰ εἶναι κά- 
θετος καὶ ἐπὶ τὰἀς εὐθείας αὐτοῦ ΒΕ καὶ ΓΖ. 

᾿Επειδὴ δὲ τὸ ἐπίπεδον ΣΒΕ, κάθετον ἐπ᾽ 
ἀμφότερα τὰ ἐπίπεδα ΑΒΓ καὶ ΣΑΓ, θὰ 
εἶναι κάθετον καὶ ἐπὶ τὴν τομήν των ΑΓ, τὸ ἴχνος αὐτοῦ ΒΕ 
μετὰ τοῦ ΑΒΓ θὰ εἶναι κάθετον ἐπὶ τῆν ΑΓ καὶ ἑπομένως ἕν τῶν 
ψῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. ᾿ 

Ὁμοίως, ἡ εὐθεῖα ΓΖ θὰ εἶναι τὸ δεύτερον ὕψος τοῦ ἰδίου τρι- 
γώνου καὶ ἀναγκαίως ἡ ΑΟΔ τὸ τρίτον ὅψος αὐτοῦ. Εἶναι ἑπο- 
ψμένως (κατὰ τὸ θεώρημα τῶν τριῶν καθέτων), ἡ ΣΔ κάθετος ἐπί- 
σης ἐπὶ τὴν ΒΓ καὶ τὸ ἐπίπεδον ΣΑΔ κάθετον ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν 
ὍΝ ἄρα καὶ ἐπὶ τὴν ἕδραν ΣΒΓ. 

“ὥστε... 


Θεώρημα 6854 


1786. Ἑὶς πᾶσαν τρίεδρον, τὰ διχοτο- 
μοῦντα ἐπίπεδα τὰς διέδρους τέμνονται κατὰ 
τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν. Ταύτης πᾶν σημεῖον ἴσον 
ἀπέχει τῶν ἑδρῶν τῆς τριέδρου. 

"Ἔστω πάλιν ἡ κορυφὴ Σ τῆς τριέδρου 
ὁπὲρ τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ καὶ ΣΟ ἡ τομὴ 
τῶν" διχοτομούντων ἐπιπέδων ΣΒΕ καὶ 
ΣΓΖ. 
᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΣΟ ἀνήκει εἰς ἀμφότερα τὰ διχοτομοῦντα 
ταῦτα ἐπίπεδα, πᾶν σημεῖον αὐτῆς ἴσον ἀπέχει τῶν ἑδρῶν ΣΒΑ, 


Σ.. 11. 
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ΣΒΓ ἀφ᾽ ἑνὸς καὶ ΣΑΓ, ΣΒΓ ἀφ᾽ ἑτέρου --- δηλ. ἴσον ἀπέχει καὶ 
τῶν τριῶν ἑδρῶν τῆς τριέδρου. 

Κεῖται ἑπομένως ἡ εὐθεῖα ΣΟ καὶ ἐπὶ τοῦ τρίτου διχοτομοῦν- 
τος ἐπιπέδου ΣΑΔ. “ὥστε... 


Θεώρημα δδδ 


2787. Ἑϊς πᾶσαν τρίεδρον στερεὰν γωνίαν, τὰ διὰ τῶν ἀχμῶν καὶ 
διχοτόμων τῶν ἀπέναντι ἑδρῶν διερχόμενα 
ἐπίπεδα τέμνονται κατὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν 
(διάμεσα ἐπίπεδα). 

“Ὑποθέσωμεν καὶ πάλιν τὴν κορυφὴν 
Σ ὑπὲρ τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ."Ἂς λάβωμεν 
ἐπὶ τῶν ἀκμῶν ἴσα μήκη ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ 
᾿ς ὑπ ἘΞΞΙ το Ἃ καὶ θεωρήσωμεν τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ. 

Ἂς ῦ Ἔστωσαν ΣΒΕ, ΣΓΖ δύο τῶν δια- 
τι, 468 μέσων ἐπιπέδων. Αἱ ἀκμαὶ ΣΑ, ΣΓ 
ἜΑ τ εἶναι ἴσαι, τὸ τρίγωνον ΣΑΓΓ ἰσοσκε- 
λές, τὸ Ε μέσον τῆς ΑΓ καὶ ἡ ΒΕ διά- 
μεσος τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Ὁμοίως, αἱ ΓΖ καὶ ΑΔ εἶναι διάμε- 
σοι τοῦ ΑΒΓ καὶ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ο. Γίνεται ἑπο- 
μένως φανερὸν ὅτι τὰ τρία διάμεσα ἐπίπεδα ΣΒΕ, ΣΓΖ, ΣΑΔ 
ἔχουν κοινὴν εὐθεῖαν τὴν ΣΟ. 


Θεώρημα 66δ6--1 


1788. Τὸ ἐπίπεδον Ῥ, τὸ ἀγόμενον καϑέτως ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον γωνία: 
᾿ ΑΣΓ καὶ διὰ τῆς διχοτόμου αὐτῆς, εἶναι 
ὁ τόπος τῶν. σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόντων 
τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας. 


᾿Ἢ ἀνωτέρω πρότασις εἶναι ἄμεσος 
συνέπεια τοῦ θεωρήματος τῶν τοιῶν 
καϑέτων. 

Ἔστω, πράγματι, Μ ἕν τυχὸν ση- 
μεῖον τοῦ ἐπιπέδου Ρ, ΜΕ κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΣΕ, ἄρα καὶ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τῆς 
γωνίας, καὶ ΜΑ, ΜΓ κάθετοι ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς αὐτῆς. Κατὰ τὸ ἀνωτέρω θεώ- 
ρημα, αἱ ΕΑ, ΕΓ εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς τῆς γωνίας, ἄρα καὶ ἴσαι, 
- ἀφοῦ τὸ Ε εἶναι σημεῖον τῆς διχοτό-: 
μου αὐτῆς" εἶναι ἑπομένως τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΜΕΑ, ΜΕΓ 

ἴσα καὶ ΜΑ -Ξ ΜΓ. 


Θεώρημα 666 


1789. Τὰ ἐπίπεδα, τὰ ἀγόμενα καϑέ- 
τῶς ἐπὶ τὰς ἕδρας τριέδρου γωνίας καὶ 
διερχόμενα διὰ τῶν διχοτόμων αὐτῶν, 
τέμνονται κατὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν, Ταύ- 
τῆς πᾶν σημεῖον ἴσον ἀπέχει τῶν ἀχμῶν 

Σχ- 4168. τῆς τριέδρου. 
“Ὑποθέσωμεν καὶ πάλιν τὴν κορυφὴν 
Σ τῆς τριέδρου ὑπὲρ τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ καὶ ἔστω ΣΟ ἡ τομὴ δύο 
τῶν θεωρουμένων ἐπιπέδων, τῶν ΣΟΕ καὶ ΣΟΖ. 


Σχ. 1167. 
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᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΣΟ εἶναι κοινὴ τῶν ἐπιπέδων τούτων, πᾶν 
σημεῖον αὐτῆς ἴσον θ᾽ ἀπέχῃ τῶν ἀκμῶν ΣΑ, ΣΓ καὶ ΣΑ, ΣΒ. 
δηλ. ἴσον θὰ ἀπέχῃ καὶ τῶν τριῶν ἀκμῶν ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, ἄρα καὶ 
τῶν ΣΓ, ΣΒ. ᾿ 

Κεῖται ἑπομένως ἡ εὐθεῖα ΣΟ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΣΟΔ - τόπου 
τῶν σημείων τῶν ἴσων ἀπεχόντων τῶν ἀκμῶν ΣΒ καὶ ΣΓ. 


Θεώρημα 667 


1790. Τὸ ἐμβαδὸν τῆς προβολῆς μιᾶς ἐπιπέδου ἐπιφανείας ἐπὶ ἐπί- 
πεδον εἶναι ἴσον μὲ τὸ γινόμενον 
τοῦ ἐμβαδοῦ αὐτῆς ἐπὶ τὸ συνημί- 
τονοὸν τῆς γωνίας τῶν δύο ἐπιπέδων. 

1) Θεωρήσωμεν κατὰ πρῶτον 
τρίγωνον ΑΒΓ κείμενον ἐπὶ τοῦ 
ἐπιπέδου Μ΄ καὶ τοῦ ὁποίου ἡ 
πλευρὰ ΑΓ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν τομὴν ΕΖ τῶν δύο ἐπι- 
πέδων. Ἢ προβολὴ ΑὙ' τῆς 
πλευρᾶς ταύτης ΑΓ θὰ εἶναι 
παράλληλος καὶ ἴση πρὸς τὴν ΑΓ. Σχ. 1109. 

᾿ΕἘπειδὴ ἡ εὐθεῖα ΒΒ΄ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὸ προβολικὸν ἐπίπεδον Ν, τὸ δι᾽ αὐτῆς καὶ καθέτως 
ἐπὶ τὴν ΕΖ' ἀγόμενον ἐπίπεδον ΒΗΟΗ΄Β΄ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὰς 
Ἐδρσλλήλοος ΤρὺΣ τὴν ΕΖ εὐθείας ΑΓ, ΑὙΤ΄ καὶ ἑπομένως τὰ μήκη 
ΒΗτ-ευ καὶ ΒΉ’--υ’ ὕψη ἐπὶ τὰς ΑΓ, ΑΥΓ΄ πλευρὰς τῶν τριγώ- 
νῶν ΑΒΓ καὶ Α'Β΄. 

᾿Ἂφ᾽ ἑτέρου, εἰς τὸ ἐπίπεδον ΒΟΒ’ θὰ ἔχωμεν 


καὶ ἑπομένως 


('8:τὴὺ--Α ο΄. ΑΓ υ --λῇ τυ ρυν Ὁ -- (ΑΒΓ) συν ὅδ᾽ 


2) ᾿Εὰν τὸ τρίγωνον ΑΒΓ οὐδε- 
μίαν πλευρὰν ἔχῃ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΕΖ, δυνάμεθα πάντοτε νὰ φέ- 
ρώμεν διά τινος κορυφῆς του Α εὐ- 
θεῖαν ΑΔ εἰς αὐτὸ διαιροῦσαν τὸ 
τρίγωνον εἰς δύο ἄλλα ΑΔΒ, ΑΔΓ, 
ἔχοντα τὴν κοινὴν πλευράν τῶν ΔΔ 
παράλληλον τῆς ΕΖ. Διὰ τὴν προ- 
βολὴν ἑκατέρου τῶν τριγώνων τού- 
τῶν ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Ν θὰ ἔχωμεν : 


“Ἂς 
.(Α΄Β΄ Δ΄) ΞΞ (ΑΒΔ) συνο Σχ. 1170 
ὃν . 
(ΑΓ΄ Δ᾽ ΞΞ- (ΑΓΔ) ουνο. 
'Ἑπομένως, διὰ προσθέσεως 


(Α(' Β΄ Γ) Ξ- (ΑΒΓ) συν Ό, 
καὶ πάλιν. 
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3) ᾽Επειδὴ ἕν τυχὸν πολύγωνον εἶναι δυνατὸν νὰ ἀναλυθῇ εἰς 
τρίγωνα, τὸ θεώρημα ἰσχύει καὶ διὰ τὸ τυχὸν πολύγωνον, ὡς καὶ 
«δι᾽ ἐπιφανείας περικλειομένας ἐν ὅλῳ ἢ ἐν μέρει ὑπὸ καμπύλων 
γραμμῶν’ ἐπειδὴ τὰ σχήματα ταῦτα δύνανται νὰ θεωρηϑοῦν ὡς 
ὅρια ἐγγεγραμμένων εἰς αὐτὰ πολυγώνων. 


Παρατηρήσεις. 1) Αἱ προβολαὶ ἐπὶ ἐπίπεδον δύο ἰσοδυνάμων ἐπιφανειῶν, 
κειμένων ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, εἶναι ἰσοδύναμοι ἐπιφάνειαι. 

2) Αϊ προβολαὶ ἐπὶ ἕν ἐπίπεδον δύο ἐπιφανειῶν, κειμένων ἐπὶ τοῦ αὖ- 
τοῦ ἐπιπέδου, ἔχουν λόγον ἐμβαδῶν ὃν καὶ τὰ ἐμβαδὰ τῶν προβαλλομένων 
ἐπιφανειῶν. 


Θεώρημα 6δ8 


1791. Διὰ τῆς κορυφῆς τριέδρου γωνίας καὶ εἰς τὸ ἐπίπεδον ἑκάστης 
ἔδρας φέρομεν εὐθεῖαν κάϑετον ἐπὶ τὴν ἀπέναντι τῆς ἕδρας ἀκμήν. 
Δείξατε ὅτι αἱ τρεῖς αὖται εὐϑεῖαι κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου. 


"Ἔστωσαν ΣΑΔ, ΣΒΕ, ΣΓΖ τὰ διὰ τῶν ἀκμῶν καθέτως ἐπὶ 
τὰς ἀπέναντι ἕδρας ἀγόμενα ἐπί- 
πεδα καὶ τεμνόμενα, ὡς εἴδομεν 
(8 1785), κατὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν 
ΣΗ. Φέρομεν ἐπίπεδον ΑΒΓ κά- 
θετον ἐπὶ τὴν ΣΗ καὶ διὰ τῆς 
κορυφῆς Σ ἐπίπεδον Ρ παράλλη- 
λον πρὸς τὸ ΑΒΓ. 

Ἡ εὐθεῖα ΓΒ, τομὴ τῶν ἐπι- 
πέδων ΓΑΒ, ΓΣΒ, καθέτων ἐπὶ 
τὸ ἐπίπεδον ΣΑΔ, εἶναι κάθε- 
τος ἐπίσης ἐπὶ τὸ ΣΑΔ. 

᾿Εὰν δὲ ΣΛΔ εἶναι ἡ τομὴ τῆς 
ἕδρας ΓΣΒ καὶ τοῦ ἐπιπέδου Ρ, 
ἡ εὐθεῖα αὕτη θὰ εἶναι κάθετος 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΣΑΔ καὶ ἑπομέ- 
νὼως καὶ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν αὐτοῦ, 
καὶ ἀκμὴν τῆς τριέδρου, ΣΑ. 

Ὁμοίως σκεπτόμενοι, εὑρίσκο- 

Στ. 11|. μεν ὅτι αἱ ἐπὶ τοῦ Ρ' εὐθεῖαι ΣΜ, 
ΣΝ, αἱ παράλληλοι πρὸς τὰς 
ΑΓ, ΑΒ εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς ἀκμὰς ΣΒ καὶ ΣΓ. 

Κεῖνται ἑπομένως αἱ ἐν τῇ ἐκφωνήσει τοῦ 
θεωρήματος τρεῖς εὐθεῖαι ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπι- 
πέδου, τοῦ Ρ 


Θεώρημα 669 


1792. Τὰ μέσα τῶν πλευρῶν στρεβλοῦ τετρα- 
πλεύρου εἶναι κορυφαὶ παραλληλογράμμου. 


Στρεβλὸν τετράπλευρον λέγεται τετράπλευ- 
ρον ΑΒΓΔ, τοῦ ὁποίου αἱ τέσσαρες πλευραὶ 
δὲν κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου καὶ αἱ 
διαγώνιοι ἑπομένως αὐτοῦ ΑΓ, ΒΔ δὲν τέμ- 
νονται. 

Ἢ ἀπόδειξις τῆς προτάσεως γίνεται ὅπως 
καὶ εἰς τὴν ἐπιπεδομετρίαν (δ 542). 

Ἡ ΕΖ εἶναι παράλληλος καὶ ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ΒΔ. 


Σχ. 1112. 


925 


Ἡ ΘΗ εἴναι παράλληλος ἐπίσης καὶ ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ΒΔ. 
Εἶναι ἑπομένως παράλληλοι καὶ ἴσαι εὐθεῖαι αἱ ΕΖ, ΘΗ καὶ 
τὸ σχῆμα ΕΖΘΗ παραλληλόγραμμον. 


Θεώρημα 6δ598---] 


1798. Αἱ εὐϑεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
στρεβλοῦ τετραπλεύρου, τέμνονται εἰς τὰ μέσα αὐτῶν. 
᾿Επειδὴ εἶναι διαγώνιοι παραλληλογράμμου. 


Θεώρημα 6695-- 11 


1794. Αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν στρεβλοῦ τε- 
τραπλεύρον καὶ αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν διαγωνίων αὐτοῦ τέμνονται 
εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ ἀλληλοδιχοτομοῦνται. 

Ἢ ἀπόδειξις ὅπως καὶ εἰς τὴν ἐπιπεδομετρίαν (8 548). 

Παρατηρητέον, ὅτι αἱ τρεῖς αὖὗτα:! καὶ διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου 
διερχόμεναι εὐθεῖαι δὲν κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου. ᾿Επειδή, 
ἄλλως, τὸ θεωρούμενον τετράπλευρον θὰ ἦτο ἐπίπεδον. 


Θεώρημα 660 


1795. Ἑἰς πᾶν στρεβλὸν τετράπλευρον, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώ- 
νὼν τῶν πλευρῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν 
διαγωνίων, ηὐξημένον κατὰ τὸ τετραπλάσιον τετράγωνον τῆς εὐϑείας τῆς 
ἑνούσης τὰ μέσα αὐτῶν. 

Ἡ ἐπέκτασις αὕτη τοῦ θεωρήματος τοῦ Ευ]ες ὀφείλεται εἰς τὸν 
(αγποίῖ καὶ ἀποδεικνύεται καθ᾽ ὅμοιον τρόπον ὡς ἐν 58 1205. 


Θεώρημα 660--Ἰ 


1796. Ἑὶς πᾶν στρεβλὸν τετράπλευρον, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώ- 
νῶν τῶν διαγωνίων εἶναι διπλάσιον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τετραγώνων 
τῶν εὐθειῶν τῶν συνδεουσῶν τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν. 


Ἢ ἀπόδειξις ὡς ἐν τῇ ἐπιπεδομετρίᾳ (5 1204). 
Θεώρημα 661 


1797. ᾿Απὸ δύο ἀντικειμένων κορυ- 
φῶν, Α καὶ Γ,, ἀρχόμενοι, διαιροῦμεν τὰς 
πλευρὰς στρεβλοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ 
κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον: 

᾿Εν ΞολΖος 6. ΞΡ μ᾿ 

ΑΔ ἊἋΒ ΓΒ Γδν 
Δείξατε ὅτι τὰ τέσσαρα σημεῖα διαιρέσεως 
εἶναι χορυφαὶ παραλληλογράμμου. ᾿ 

Ἢ πρότασις ἀποδεικνύεται ὡς εἰς Σχ. 41, 
τὴν ππΕϑΟ μετρίαν: 

Ἡ εὐθεῖα ΕΖ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΒΔ καὶ ἐπειδὴ 


προσέτι Β 


ΕΖ ἥ 
ἜΔ᾽ Ἐπ θὰ εἶναι και 
ΕΖ --ΒΔ εἰς, 
ν 
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Ὁμοίως, ἡ ΘΗ εἶναι παράλληλος τῆς ΒΔ καὶ ἴση πρὸς 
ΒΔ. τ: . Εἶναι δηλ. τὸ σχῆμα ΕΖΘΗ παραλληλόγραμμον. 


Παρατηρήσεις. 1) ᾿Εὰν τὰ σημεῖα Ε, Ζ εὑρίσκωνται ἐπὶ τῶν προ- 
εκτάσεων τῶν ΑΔ καὶ ΑΒ, τὸ τετράπλευρον τῶν σημείων διαιρέ- 
σεὼς εἶναι πάλιν παραλληλόγρσμμον. 

2) ᾽Εὰν ἐδίδετο: 


θὰ εἴχομεν 


ΑΕ ΕΖ. μ γ᾿ ι͵ 
ἌΝ ΒᾺ ππ ! ἘΖ--ΒΔ. ἡπΕν ἐν ΗΘ. 

3) Τέσσαρα σημεῖα Α, Β, Γ. Δ, μὴ κείμενα ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπι- 
πέδου, ὁρίζουν τρεῖς τετράδας εὐθειῶν, ἐφ᾽ ὧν κεῖνται αἱ πλευ- 
ραὶ τριῶν στρεβλῶν τετραπλεύρων: ΑΒΓΔ, ΑΒΔΓ, ΑΔΒΓ. 


Θεώρημα 662 


1789. Πᾶν ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς δύο ἀπέναντι πλευρὸς ἑνὸς 
στρεβλοῦ τετραπλεύρου διαιρεῖ τὰς ἄλ- 
λας δύο πλευρὰς αὐτοῦ εἰς μέρη εὖ- 
ϑέως ἀνάλογα. 


. Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ τετράπλευρον. 
Εἰς τὸ ἐπίπεδον ΒΓΔ, φέρομεν τὰς 
Δα, Βα παραλλήλους πρὸς τὰς ΓΒ 
καὶ ΓΔ. Φέρομεν καὶ τὴν Αα, τῆς 
ὁποίας τὸ μῆκος ἔστω λ. 

Τὸ σχῆμα αΒΓΔ εἶναι παραλλη- 
λόγραμμον, ὡς ἔχον τὰς ἀπέναντι 
πλευρὰς παραλλήλους. Πᾶν δὲ ἐπί- 
πεδον παράλληλον πρὸς τὰς ΑΔ 
καὶ ΒΓ, θὰ εἶναι παράλληλον πρὸς 
τὸ ἐπίπεδον ΑΔα-’ ἐπειδὴ θὰ εἶναι 

: παράλληλον πρὸς δύο εὐθείας αὐ- 
Σχ, τ. τοῦ, τὰς ΔΑ καὶ Δα. 

"Ἔστω ΕΖε ἕν τοιοῦτον ἐπίπεδον' 
ἡ εὐθεῖα Ζε θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν Δα, ἡ Εε πρὸς τὴν 
Δα καὶ ἑπομένως 


ΜΠαρατήρησις. Ἔστω .ἈῈ -ν᾿ Θὰ ἔχωμεν: 
ΒΕ ν᾽ Εε . ἂμ 
ἊΒ μεν χ κε πο τν 


Θεώρημα 668 


1799. ἸΙρὸς δύο ἀπέναντι πλευρὰς ἑνὸς στρεβλοῦ τετραπλεύρου 
φέρομεν ἐπίπεδον παράλληλον καὶ τέμνον τὰς δύο ἄλλας πλευρὰς εἰς τὰ 
σημεῖα Ε' καὶ Ζ. Φέρομεν ὕστερον δεύτερον ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς 
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τὸ δεύτερον ζεῦγος ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου, τέμνον τὸ πρῶ- 

τον ζεῦγος εἰς τὰ σημεῖα Θ καὶ Η. ᾿ ΝΣ 
Δείξατε ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΕΖ καὶ ΘῊ κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου. 
Ἔστω ΕΖε τὸ παράλληλον πρὸς τὸ ΑΔα ἐπίπεδον καὶ ἤΘη 


τὸ παράλληλον πρὸς τὸ ΑΒα ἐπίπεδον. ᾿ῶς εἴδομεν, αἱ ΑΒ καὶ 
ΓΔ διαιροῦνται κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον, ὡς καὶ αἱ ΓΒ καὶ ΔΑ 


(σχ. 1174). 
Τὰ τέσσαρα ταῦτα καὶ παράλληλα ἀνὰ δύο ἐπίπεδα ὁρίζουν 
τέσσαρας εὐθείας παραλλήλους, τὰἀς Αα, Εε, Ηη καὶ |᾿. λ 


Ἕστω 1 τὸ σημεῖον, καθ᾽ ὃ ἡ τομὴ τῶν ἐπιπέδων ΕΖε καὶ ἤΘη 
συναντᾶ τὴν ΕΖ, Καὶ τὸ νὰ πῆρα ὅπου ἡ ἰδία τομὴ συναντᾶ τὴν ΘΗ. 
᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ἰἰ--- [(ι ἐπειδὴ τότε τὰ σημεῖα [ καὶ Καὶ θὰ 
συμπίπτουν εἰς κοινὸν σημεῖον τῶν διαγωνίων ΕΖ καὶ ΘΗ. 


ΒΕ ΓΘ μ Ρ ᾿ 
Καλέσωμεν τοὺς λόγους ες καὶ 88 τς καὶ ἣ ἀντιστοί 
χως: θὰ ἔχωμεν: 
ΒΕ. μ. Εες ςς ἂμ 
ἊἌΒ πν Ξ Τ , ὅθεν Εε-Ξ μεν . (1) 
ΓΘ Ρ Ηη λρ 
ττπ Ξξξ ΞξΞ----, ὅθεν Ηη-Ξ- . 2 
ΒΓ  ρτᾳ ἃ Στ᾿ τ 


᾿Αλλ᾽ εἶναι : 
Ζισῖθ ἄς τσ ὦ 
Ζε ΓΒ Εε΄ »- α΄ Ξ 
καὶ 
Θεξτξι ιν Πδιξ υϑς νυ γξ Ξιβης δου εἰλθρισεςς 
Θη ΓΔ  ἔἕη μ-ὲν μιν (μ-Ἐν)(Ρ Ῥ 4) 
Συμπίπτουν ἑπομένως τὰ σημεῖα [, Κὶ καὶ αἱ εὐθεῖαι ἘΖ καὶ 
ΘΗ κεῖνται εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον, ὡς ἔχουσαι κοινὸν σημεῖον. 


ΞΕ --ο--ΞἙ Ἕ-.--.. ----ὄ ...ορὃ 


.-» Ἱ 
ἊΝ ρΡᾳ (μ-Ἐν) (0 - 4) 


"Αντίστροφον ϑεώρημα 668--1 


1800, Πᾶν ἐπίπεδον ΕΖΘΗ, διερχόμενον διὰ δύο σημείων Ε, ΖΘ) 
διαιρούντων κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον δύο ἀπέναντι πλευρὰς στρεβλοῦ τε- 
τραπλεύρου, διαιρεῖ καὶ τὰς ἄλλας δύο πλευρὰς αὐτοῦ κατὰ τὸν αὐτὸν 
λόγον (διάφορον ἐν γένει τοῦ πρώτου). (Βλ. 8 1855 α). 


Θεώρημα 664 


1801. Πᾶν ἐπίπεδον ΕΖΘΗ, διερχόμενον διὰ τῶν μέσων ΕΒ, 2 δύο 
ἀπέναντι πλευρῶν στρεβλοῦ τετραπλεύρου, διαιρεῖ τὰς δύο ἄλλας πλευ- 
οἀς αὐτοῦ εἰς μέρη ἀνάλογα. 


᾿Πρόκειται περὶ πορίσματος τῆς προηγουμένης προτάσεως 
(5 1800): ἐπειδὴ ὅμως εἶναι ἀρκετὰ συχνῆς χρήσεως θεώρημα, δί- 
δομεν μίαν ἀπ’ εὐθείας ἀπόδειξιν αὐτοῦ. 

Ἕστω αβγδ (σχ. 1175) τὸ διὰ τῶν σημείων Ε, Ζ ἀγόμενον 
ἐπίπεδον, τέμνον τὰς πλευρὰς ΑΓ, ΓΔ εἰς τὰ Θ καὶ Η σημεῖα, 
καὶ αβγὸ ἐπίσης ἡ προβολὴ τοῦ δοθέντος τετραπλεύρου ἐπὶ τὸ 
ἐπίπεδον αὐτό. 
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᾿Επειδὴ ἐξ ὑποθέσεως ΒΕ -Ξ- ΕΕΓ, θὰ ἔχωμεν 
ΒΕΞΞΥΕ, Ββ-τγΓγ 


καθὼς καὶ αΖ--δ2Ζ, Αα-Ξ-Δδὅ. ᾿ 
ΑΙ προβάλλουσαι Αα, Ββ, Γγ, Δδ εἶναι παράλληλοι εὐθεῖαι" 
ἑπομένως: 
Α 


᾿Αλλ’ εἶναι 
Ααα Δὲ 
ΒΡ ἦγ 
ἄρα 
ἊΘ ΔΗ 
θ᾽. ΤῊ 
τ Παρατηρήσεις. Πᾶσα εὐθεῖα, ὡς 
Σ1. 1115. ἡ ΘΗ, διχοτομεῖται ὑπὸ τῆς ΕΖ. 


Κατ’ ἀνάλογον τρόπον ἐργα- 

ξ ζόμενοι, δυνάμεθα νὰ ἀποδείξω- 

μεν ἀπ᾿ εὐθείας καὶ τὸ προηγούμενον γενικώτερον ἀντίστροφον 
θεώρημα καὶ τοῦ ὁποίου τὸ ἀνωτέρω εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις. 


Σημείωσις. Τὸ στρεβλὸν τετράπλευρον συναντᾶται συχνὰ εἰς τὰς 
ἐφαρμογάς: αἱ ἀπέναντι αὐτοῦ πλευραὶ κεῖνται ἐπὶ εὐθειῶν - γε- 
νετειρῶν, ἀνὰ δύο, τῶν δύο συστημάτων εὐθειῶν ἑνὸς ὑπερβολι- 
κοῦ παραβολοειδοῦς. Ε ᾿ 

Βλέπε: Ο΄., πο9 923 - 943: Εα. ἃ. α. Πέ8ον"., ᾿9 712 κ. ἐπ. ᾿Επίσης, 
Ν. Α., 1892, σ. 41, ὡραίαν σχετικὴν μελέτην τοῦ Ε. Πατρβεοῦ. 


Θεώρημα 665 


1802. Στρεβλὸν πολύγωνον τέμνεται ὑπὸ ἐπιπέδον. Δείξατεα ὅτι τὸ 
“υνόμενον τῶν τμημάτων, τῶν ὁριζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν διὰ τῶν χο- 
ουφῶν τοῦ πολυγώνου καὶ τῶν σημείων τομῆς καὶ τὰ ὁποῖα δὲν ἔχουσιν 
κοινὰ πέρατα εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ὑπολοίπων τμημάτων. 
((δσποιῖ, Θέοιπέξσίε ἀς ροϑβἱξϊο"). 


Διὰ προβολῆς τοῦ σχήματος ἐπὶ ἐπίπεδον κάθετον ἐπὶ τὸ τέμ- 
νον ἐπίπεδον, ἀναγόμεθα εἰς γνωστὸν θεώρημα τῆς ἐπιπεδομε- 
τρίας (8 181)" ἐπειδὴ εὑρίσκομεν ἐπίπεδον πολύγωνον αβγδὅ... 
τεμνόμενον ὑπὸ εὐθείας εἰς τὰ σημεῖα λ, μ, ν... Θὰ ἔχωμεν 


ἀλλ᾽ εἶναι : 


Ὥστε: 
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Θεώρημα 668-- 1 


1802 α. ΤἸΙᾶν στρεβλὸν τετράπλευρον, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄϑροισμα 
δύο ἀπέναντι πλευρῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο ἄλλων, 
εἶναι περιγράψιμον εἰς περιφέρειαν. 

Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ εἴπωμεν: ᾿Εὰν ἕν στρεβλὸν τετράπλευρον 
εἶναι περιγεγραμμένον εἰς σφαῖραν, τὰ σημεῖα ἐπαφῆς κεῖνται ἐπὶ τοῦ 
αὐτοῦ ἐπιπέδου (95). 


Λύσις ὑπὸ 1. - Β' Θυτταπάε (4. ἀ. 6.» 1811 - 1815, σ. 49 καὶ 52). 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


Τόπος 666 


1608, "Ἔχ ση"είου Ο φέρομεν καϑέτους ἐπὶ τὰ διάφορα ἐπίπεδα 
τὰ διερχόμενα διὰ δοϑείσης εὐθδείας ΧΥ͂. Ποῖος ὁ τόπος τῶν εὐϑειῶν 
τούτων ; 

“Ἔστω ΟΑ ἡ κάθετος ἐπὶ τὸ τυχὸν διὰ τῆς ΧΥ ἐπίπεδον Μ 
καὶ ΑΒ κάθετος ἐπὶ τὴν ΧΥ. Ἕνεκα 
τοῦ θεωρήματος τῶν τριῶν καθέ- 
τῶν, ἡ εὐθεῖα ΟΒ εἶναι κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΧΥ καὶ ἡ τελευταία αὕτη εὐ- 
θεῖα, κάθετος οὖσα ἐπὶ τὰς ΒΟ καὶ 
ΒΑ εὐθείας, θά εἶναι κάθετος καὶ 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδόν τῶν ΑΒΟ. 

Εἶναι, ἑπομένως, ὁ τόπος τῶν 
εὐθειῶν ΟΑ, τὸ διὰ τοῦ σημείου Ο κά- Σχ. 1116. 
ϑετον ἐπίπεδον (ΠῚ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΧΎ. 


Παρατήρησις. ᾽᾿Επειδὴ ἡ ὑποτείνουσα ΟΒ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώ- 
νου ΟΒΑ εἶναι σταθερὰ διὰ πᾶσαν θέσιν τοῦ ἐπιπέδου Μ, ὁ τό- 
πος τῶν ποδῶν Α τῶν ἐκ τοῦ Ο ἀγομένων καθέτων ἐπὶ τὰ ἐπί- 
πεδα Μ, εἶναι περιφέρεια κύκλου ἐπὶ τοῦ 
ἐπιπέδου (ΠῚ), ἔχουσα διάμετρον τὴν ΟΒ. 


Ἰόστος 667 


1804. Δίδονται δύο εὐθεῖαι ΑΒ, ΓΔ, τρίτη 
δὲ ΜΝ τέμνει τὴν πρώτην χαὶ παραμένει πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν δευτέραν. Ποῖος ὁ τόπος. 
τῆς εὐθείας ΜΝ; 

᾿Επειδὴ αἱ εὐθεῖαι ΜΝ καὶ ΓΔ εἶναι 
παράλληλοι, πᾶν ἐπίπεδον ἀγόμενον διὰ τῆς ΜΝ εἵναι παράλλη- 


Σχ. 4177. 


90. Σημ. μετ. Ἐπειδὴ ἂν Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄ εἶναι τὰ σημεῖα ἐπαφῆς 
«ἧς σφαίρας καὶ τῶν πλευοῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ ἀντιστοίχως τοῦ τοτρα- 
πλεύρου, θὰ εἶναι ᾿ 

ΑΔ’ -Ξ- ΑΔ', ΒΑ'΄ --θΡ ΒΒ’ κλπ. 
καὶ κατ᾿ ἅμεσον ἐφαρμογὴν τοῦ προηγουμένο" (δ 1802) θεωρήματος, 
ἀποδειχνύεται ὅτι τὰ σημεῖα Δ΄, Β΄. Τ΄͵ Δ' κεῖνται ἐφ' ἀνὸς ἐπιπέδου. 

Παράδλ: 8 1948 α. . 


Γεωμετρία δϑ 
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λον πρὸς τὴν ΓΔ' εἰς μίαν δὲ τυχοῦσαν θέσιν τῆς ΜΝ τὸ ὑπ᾽ αὐ- 
τῆς καὶ τῆς ΑΒ ὁὀριζόμενον ἐπίπεδον ΑΝΑΒ εἶναι παράλληλον 
πρὸς τὴν ΓΔ. 

᾿Αλλὰ τὸ τελευταῖον τοῦτο ἐπίπεδον εἶναι σταθερόν’ ἄρα 
τοῦτο εἶναι καὶ ὁ τόπος τῆς κινητῆς εὐθείας ΜΝ. ὲ 


Τόπος 668 


1806. Ποῖος ἡ τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόντων δύο πα- 
ραλλήλων ἐπιπέδων ; 

Εἶναι ἐπίπεδον παράλληλον πρὸν αὐτὰ καὶ κάθετον εἰς τὸ μέ- 
σον τῆς καθέτου ἀποστάσεως τῶν δύο ἐπιπέδων. 

᾿Επειδὴ πᾶσα κάθετος ἐπὶ τὰ τρία ἐπίπεδα διαιρεῖται ὑπὸ τοῦ 
μεσαίου εἰς δύο ἴσα μέρη. 

Τόπος 669 

1806. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόντων δύο τεμ- 
νομένων ἐπιπέδων ; 

Εἶναι τὸ ζεῦγος τῶν διχοτομούντων ἐπιπέδων τὰς διέδρους 
τὰς ὁριζομένας ὑπὸ τῶν δύο ἐπιπέδων. ᾿Επειδὴ τὸ διχοτομοῦν 
ἀπίπεβοῦ δίεδρον εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόν- 
τῶν τῶν ἑδρῶν τῆς διέδρου. 


Τόπος 670 


1807. Ποῖος ὃ τόπος τῶν παραλλήλων πρὸς ἐπίπεδον Π καὶ ἀγο- 
μένων ἐκ δοϑέντος σημείου Ο ;ἃ 
Εἴναι τὸ διὰ τοῦ Ο παράλληλον ἐπίπεδον πρὸς τὸ Π. 


ν- Τόστος 671 
ΥΓι 
Μ ἦ, ἽΝ σὰ 1808. Τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον 
{1.1 }}} “ ἀπεχόντῳων δύο τεμνομένων εὐθειῶν ΑΒ 
ΡΝ καὶ ΓΔ. ᾿; 
ὑ ἃ ΞΞ "Ἔστω ΡΠ τὸ ἐπίπεδον τῶν εὑὐ- 
ἪΜΣ ἃ θειῶν. Ὃ πλήρης τόπος ἀποτελεῖται 


ἐκ τοῦ ζεύγους τῶν ἐπιπέδων, τῶν 
ἀγομένων καθέτως ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον 
ΡΠ καὶ διὰ τῶν διχοτόμων ΕΖ, ΘΗ 
τῶν γωνιῶν ἃς σχηματίζουν αἱ δο- 
θεῖσαι εὐθεῖαι. 


Τόσος 672 


1809. Δίδεται ἐπίπεδον Ρ, σημεῖον Ηὶ αὖ- 
τοῦ καὶ σημεῖον Α ἐχτὸς τοῦ ἐπιπέδου. Ποῖος 
ὁ τόπος τῶν προβολῶν τοῦ Α ἐπὶ τὰς διαφό- 
φοὺς φὐϑείης τοῦ Ρ, τὰς διερχομένας διὰ 
τοῦ Β; 


[Ἔστω Γ ὁ ποὺς τῆς ἐκ τοῦ Α καθέτου 
ἐπὶ τὸ Ρ καὶ Δ ὁ ποὺς τῆς ἐπὶ τῆς τυχού- 
σης διὰ τοῦ Β εὐθείας. Τὸ σημεῖον Γ 
Σε. 11 ἀνήκει εἰς τὸν τόπον, ὡς καὶ τὸ σημεῖον 
Β. ᾿Επειδή, κατὰ τὸ. θεώρημα τῶν τριῶν 


Ν 
Σχ. 1118. 
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καθέτων, ἡ ΑΒ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΒΕ, καθέτου ἐπ 
τὴν ΑΓ. 

᾿Επειδὴ δέ, κατὰ τὸ ἴδιον θεώρημα, ἡ γωνία ΒΔΓ εἶναι ὀρθή, 
ὁ ζητούμενος τόπος ἀποτελεῖται ἐκ τῆς περιφερείας τοῦ ἐπιπέδου 
Ρ, τῆς ἐχούσης διάμετρον ΒΓ. 


Τόσεος 675 


1810. Τόπος τῶν μέσων τῶν εὐθυγράμμων τμημάτων τῶν ὁποίων τὰ 
ἄχρα κεῖνται ἐπὶ δύο εὐθειῶν ΑΒ, ΓΔ τοῦ 
χώρου (ἀσυμβάιων ἐν γένει). 


Διὰ τῶν. εὐθειῶν ΑΒ, ΓΔ δρνάμεθα νὰ 
ἀγάγωμεν δύο ἐπίπεδα Μ, Ν᾽ παράλληλα. 

Τὸ ἐπίπεδον Ρ, εἰς ἴσας ἀποστάσεις 
ἀπὸ τῶν Μ καὶ Ν, εἶναι ὁ ζητούμενος τό- 
πος’ ἐπειδὴ ἐπὶ τούτου κεῖνται τὰ μέσα 
ὅλων τῶν εὐθυγράμμων τμημάτων ΕΖ, 
τῶν ἀγομένων ἀπὸ σημείων τοῦ ἐπιπέδου 
Μ πρὸς σημεῖα τοῦ ἐπιπέδου Ν. 


Σχ. 1180. 
Τόπος 674 


1811. Τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόντων τριῶν σημείων 
Α, Β, Γ μὴ ἐπ᾽ εὐθείας κειμένων. 

Εἶναι ἡ κάθετος ΟΜ ἐπὶ τὸ ἐπίπε- 
δον ΑΒΓ εἰς τὸ κέντρον Ο τῆς περιγε- 
γραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγω- 
γον ΑΒΓ. 

1812. Γάλλος τρόπος ἀποδείξεως. Φέρο- 
μεν ἐπίπεδα κάθετα ἐπὶ τὰς πλευρὰς 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ καὶ εἰς τὰ μέσα αὐ- Σ1, 1181. 
τῶν. Τὰ ἐπίπεδα ταῦτα τέμνονται κατὰ 
τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν ΟΜ.. 


Τόπος 675 


1818. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν σταϑεροῦ μήχους 2} εὐϑυ- 
γράμμων τμημάτων, τῶν ὁποίων τὰ ἄκρα κινοῦνται ἐπὶ δύο δοθεισῶν 
ὀρϑογωνίων καὶ ἀσυμβάτων εὐθειῶν; : 


Ἔστωσαν (ε) καὶ (η) αἱ δοθεῖσαι εὐθεῖαι, ΑΒ Ξε 2ὃ ἡ κοινὴ 
αὐτῶν κάθετος (η7), (ε7) αἱ ἐκ τῶν Α καὶ 8 παράλληλοι πρὸς 
τὰς (η) καὶ (ε) εὐθείας, ἀντιστοίχως. Τὰ ἐπίπεδα Π καὶ Σ τῶν 
(ε), (η7) καὶ (ε΄), (η) εἶναι παράλληλα. 

᾿Εὰν Μ’ εἶναι ἡ προβολὴ τοῦ ἄκρου Μ τοῦ κινητοῦ τμήματος 
ΜΝ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν (η΄). τὸ τρίγωνον ΜΜ΄Ν εἶναι προφανῶς ὀρ- 
θογώνιον εἰς Μ’ καὶ σταθεροῦ μεγέθους, ἀφοῦ ΜΝ --2λ καὶ 
ΜΜ΄ -Ξ- 2δ. Εἶναι ἑπομένως καὶ ἡ πλευρὰ αὐτοῦ ΜΝ σταθεροῦ 
μήκους, ἔστω 2μ. ᾿ ᾿ : 

"Ἔστω τώρα Ρ τὸ μέσον τοῦ τμήματος ΜΝ καὶ Ρ΄ ἡ προβολὴ 
αὐτοῦ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Π. δηλ. τὸ μέσον τῆς Μ΄Ν. ᾿Επειδὴ τὸ 
σημεῖον Ρ κεῖται προφανῶς ἐπὶ τοῦ παραλλήλου πρὸς τἀ Π καὶ. 
Σ ἐπίπεδα καὶ καθέτου εἰς τὸ μέσον Ο τῆς ΑΒ ἐπιπέδου Τ, ἀφ᾽ 
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ἑτέρου δὲ τὸ σχῆμα ΟΑΡ̓Ῥ εἶναι παραλληλόγραμμον, θὰ ἔχωμεν 
ΟΡ -- ΑΡ' - μ, 


ἀφοῦ ἡ ΑΡ’ εἶναι διάμεσος τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΜΊΑΝ. 
Γράφει κατὰ συνέπειαν τὸ σημεῖον Ρ' τὴν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου Τ 
περιφέρειαν κύκλου, μὲ κέντρον τὸ Ο καὶ ἀκτῖνα μ (5). 


Τόστος 676 


1814. Ποῖος ὃ τόπος τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν παραλ- 
ληλογράμμων τῶν ἐγγραφομένων εἰς δοϑὲν 
στρεβλὸν τετράπλευρον ; 


Εἴἵναὶ ἡ εὐθεῖα ΜΝ, ἡ συνδέουσα 
τὰ μέσα τῶν διαγωνίων αὐτοῦ. 

Ἡ ἀπόδειξις δὲν διαφέρει ἐκείνης 
τοῦ ἀντιστοίχου προβλήματος τῆς ἐπι- 
πεδομετρίας. ᾿Επειδὴ αἱ εὐθεῖαι ΑΔ, 
ΑΒ, ΔΒ, ΕΖ, ΑΜ κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐ- 
τοῦ ἐπιπέδου καὶ ἡ διάμεσος, ἑπομέ- 
νῶς, ΑΜ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Καὶ 
τῆς ΕΖ. 

ΣΖ. 1188. Ὁμοίως, ἡ ΓΜ διέρχεται διὰ τοῦ 
μέσου Λ τῆς ΘΗ. 

᾿Επειδὴ δὲ τὸ σημεῖον Ο, τομὴ τῶν διαγωνίων τοῦ παραλλη- 
λογράμμου ΕΒΘΗ, εἶναι μέσον τῆς ΚΛ, παραλλήλου πρὸς τὴν 
ΑΓ, εἶναι φανερὸν ὅτι ὁ τόπος αὐτοῦ εἶναι ἡ εὐθεῖα ΜΝ, διάμε- 
σος τοῦ.τριγώνου ΑΜΓ. 


1816. “4λλη ἀπόδειξις. Προβάλλομεν τὸ σχῆμα ἐπὶ ἐπιπέδου 
καθέτου ἐπὶ τὴν ΜΝ καὶ διά τοῦ Ὁ διερχομένου. 
᾿Επειδὴ αἱ προβολαὶ τμημάτων ἐπὶ τῆς αὐτῆς 
εὐθείας εἶναι. ἀνάλογοι τῶν τμημάτων αὐτῶν, 
καὶ ΒΜ--ΔΜ, ΑΝΞ-ΞΕΓΝ, ἡ προβολὴ αβγδ τοῦ 
ΑΒΓΔ τετραπλεύρου θὰ εἵναι παραλληλόγραμ- 
μον, μὲ σημεῖον τομῆς τῶν διαγωνίων του τὸ Ο 
(σχ. 1184). 

᾿Αφ᾽ ἑτέρου καὶ ἡ προβολὴ εζθη τοῦ παραλ- 
ληλογράμμου ἘΖΘῊ θὰ εἶναι ἐπίσης παραλλῃη- 
λόγραμμον, ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ αβγδ καὶ μὲ 
πλευρὰς παραλλήλους πρὸς τὰς διαγωνίους 
-τοῦ αβγδ. 

Τέμνονται ἄρα αἱ διαγώνιοι εθ, ηζ τοῦ πα- 
ραλληλογράμμου τούτου εζθη εἰς τὸ σημεῖον Ο καὶ ἑπομένως καὶ 
αἱ διαγώνιοι ΕΘ, ΖΗ τοῦ παραλληλογράμμου ΕΖΘΗ θὰ τέμνων- 
ται ἐπὶ τῆς, εὐθείας ΜΟΝ,͵, τῆς συνδεούσης τὰ μέσα Μ, δ᾽ τῶν 
διαγωνίων τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 


1816. Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις διὰ τῶν προβολῶν δύ- 
ναται νὰ χρησιμεύσῃ πρὸς εὕρεσιν τοῦ τόπου, εἰς τὸ ἐπίπεδον, 
τῶν σημείων τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν ἐγγραφομένων εἰς δοθὲν 
τετράπλευρον παραλληλογράμμων. 


ΣχοΊ1",. 


96. Σημ. μετ. ᾿Εθεωρήσαμεν μᾶλλον ἐποπτικὴν τὴν ἀπόδειξιν ταύ- 
τὴν τῆς τοῦ κειμένου. 
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᾿Επειδὴ ὁ τόπος οὗτος εἶναι ἡ προβολὴ τῆς εὐθείας ΜΟΝ 
ἐπὶ ἐπίπεδον (ἐφ᾽ οὗ καὶ τὸ δοθὲν τετράπλευρον) μὴ κάθετον 
ἐπὶ τὴν ΜΟΝ. 


ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ 


Πρόβλημα 677 


1817. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἀπόστασις δοϑέντος σημείου Μ ἀπὸ δοϑέντος 
ἐπιπέδου Π. 


Τῇ βοηθείᾳ νήματος ἑπαρκοῦς μήκους καὶ τοῦ ὁποίου τὸ ἕν 
ἄκρον σταθεροποιοῦμεν εἰς τὸ σημεῖον 
Μ, σημειοῦμεν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΠῚ τρία 
σημεῖα Α. Β,Γ. Κατασκευάζομεν τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ καὶ ὑψοῦμεν καθέτους 
εἰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν του, τεμνο- 
μένας εἰς σημεῖον Ο. 

Ἡ εὐθεῖα ΜΟ εἶναι ἡ ζητουμένη 
ἀπόστασις. ᾿Επειδὴ οἱ πόδες τῶν ἴσων 
πλαγίων ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ ἴσον ἀπέχουν 
τοῦ ποδὸς τῆς καθέτου" εἶναι δὲ τοῦτο 
τὸ σημεῖον Ο, ὡς τὸ μόνον σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου Π δι’ 
ΟΑ -- ΟΒ -- ΟΓἾ, Εἶναι λοιπὸν ἡ ΜΟ κάθετος ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Π 
καὶ τὸ μῆκος αὐτῆς ἡ ζητουμένη ἀπόστασις. 


πρόβλημα 678 


1818. Ἢ κορυφὴ ἑνὸς κωδωνοστασίου ἔχει σχῆμα κανονικῆς στε- 
ρεᾶς ὀκταεδρικῆς γωνίας καὶ τῆς ὁποίας τὸ ἄϑροισμα τῶν ἑδρῶν εἶναι 
909. Ζητεῖται ἧ τιμὴ ἑκάστης ᾿ τῶν παρὰ τὴν βάσιν τῆς γωνίας ταύτης 
γωνιῶν τῶν ἑδρῶν. 


ἤΆθροισμα τῶν γωνιῶν τῶν 8 τριγώνων. .. 2Χ 88 --Ί6 ὀρθαί. 
Ἄθροισμα τῶν 8 γωνιῶν εἰς τὴν κορυφὴν. .. 1 ὀρθή. 
ἔΆθροισμα τῶν 16 ἴσων γωνιῶν παρὰ τὴν βάσιν 16--1ΞΞ15 ὀρθ. 
Τιμὴ ἑκάστης τούτων. .. Ἐ-} πε ὄρθῆς ἢ 84922'30΄΄. 


Πρόβλημα 679 


1819. Τὸ ἄϑροισμα τῶν 8 ἑδρῶν τῆς στερεᾶς γωνίας. εἰς τὴν κορυ- 
φὴν ἑνὸς κωδωνοστασίον δύναται νὰ μεταβάλλεται ἀπὸ 095 ἕως 860», 
Ζητεῖται μεταξὺ τίνων ὁρίων μεταβάλλεται τὸ ἄϑροισμα τῶν παρὰ τὴν 
βάσιν γωνιῶν τῶν ἑδρῶν. 


ΓΑθροισμα τῶν γωνιῶν τῶν 8 ἑδρῶν. .. 8 Χχ 2--ἰ16 ὀρθαί. 
» Σ τῶν 8 γωνιῶν εἰς τὴν κορυφὴν 0 «Σ «4 ὀρθῶν. 
» 5 τῶν 16 γωνιῶν παρὰ τὴν βάσιν 12 « 8 « 16 ὀρθῶν. 
Δηλαδὴ 10809 « 5 « 14409. 


Πρόβλημα 6758--1 
1820. ΤΙοῖα τὰ ἴδια ὅρια εἰς τὴν γενικὴν περίπτωσιν μιᾶς ν---δρι. 
χῆς στερεᾶς γωνίας ; 
ΓΆθροισμα γωνιῶν τῶν ν ἑδρῶν. . . 2ν ὀρθαί, 
Ο«Σ «4 ὀρθῶν, 
καὶ 2ν--4 (.5 42 ν ὀρθῶν. 
Πρόβλημα 680 
1821. ᾿Απὸ τῆς ὀροφῆς αἰϑούσης ὕψους υ ἐξαρτῶμεν νῆμα μήκους 
λ᾿)» υ. Διὰ τοῦ ἐλευϑέρον ἄκρον τοῦ νήματος καὶ κρατοῦντες αὐτὸ τε: 
ταμένον, γράφομεν περιφέρειαν ἐπὶ τοῦ δαπέδου. Ποῖον τὸ ἐμβαδὸν τοῖ 
κύκλου τούτου ; 

Ἔστω ρ ἡ ἀκτίς του. ᾽Εκ τοῦ σχηματιζομένου ὀρθογωνίου τρι- 
γώνου, μὲ καθέτους πλευρὰς υ, ρ καὶ ὑποτείνουσαν λ, θὰ ἔχωμεν, 
«03 ΒΡΝΝ 93 ΒΝ υ3 

καὶ Ε -- πρῬ -- π(λ -- 3) 


Πρόβλημα 680--1 


1821 α. Εὐθεῖα ΑΡ-ου εἶναι ᾿κάϑετος ἐπὶ ἐπίπεδον Π εἰς τὸ σημεῖον 
Α αὐτοῦ. Μὲ κέντρον τὸν πόδα τῆς καϑέτου γράφομεν εἰς τὸ Π περιφέ:. 
ρειαν ἀκτῖνος ἡ καὶ εἰς σημεῖον Β τῆς περιφερείας ταύτης φέρομεν ἐφα. 
πτόμενον τμῆμα ΒΓ μήκους τ. Ζητεῖται ἣ ἀπόστασις ῬΓ. 


Θὰ ἔχωμεν 
ΡΓκ -ου»- ΑΓλξευϑ-Έ ρ" -Ἐ τ’. 


Πρόβλημα 681 


1822. Νὰ τμηϑῇ τρισορϑογώνιος στερεὰ γωνία κατὰ τρίγωνον ΑΒΓ 
ἴσον πρὸς δοϑὲν ἄλλο Α΄ Β᾽ Γ΄. 


-«. 1187. 


Τρισορϑογώνιος οτερεὰ γωνία εἶναι τρίεδρος μὲ ἕδρας ὀρθὰς 
γωνίας. 
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Καταφεύγομεν εἰς τὸ ἀνείϑετον πρόβλημα (8 213). 

᾿Επὶ τῆς ἕδρας Μ (σχ. 1187) φέρομεν εὐθεῖαν ΣΔ κάθετον ἐπὶ 
τὴν ΒΓ, εἰς δὲ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τὴν ΑΔ, κάθετον, κατὰ 
τὸ θεώρημα τῶν τριῶν καθέτων, ἐπὶ τὴν ΒΓ. Εἶναι ἑπομένως ἡ 
ΑΔ ὕψος τοῦ τριγώνου ΑΒΓ καὶ ἡ ΣΔ ὕψος τοῦ ὀρθογωνίου τρι- 
γώνου ΣΒΓ. ᾿ 

Εἶναι οὕτω ὡρισμένον τελείως τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΒΣΓ, 
ἐπειδὴ εἶναι γνωστὴ ἡ ὑποτείνουσα αὐτοῦ ΒΓ καὶ ὁ ποὺς τοῦ 
ἐπ’ αὐτὴν ὕψους Δ, ὡς συμπίπτοντα ἀντιστοίχως μὲ τὴν πλευρὰν 
ΒΓ’ τοῦ δοθέντος τριγώνου καὶ τὸν πόδα -.Δ΄ τοῦ ἐπὶ τὴν Β΄Γ΄' 
ὕψους αὐτοῦ. 

Μετὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ τριγώνου ΣΒΓ, μεταφέρομεν τὰ μήκη 
ΣΒ, ΣΓ ἐπὶ δύο τῶν ἀκμῶν τοῦ τριέδρου. ατ᾿ ἀνάλογον τρόπον 
ἐργαζόμενοι, εὑρίσκομεν καὶ τὴν τρίτην ἀκμὴν ΣΑ (σχ. 1186) καὶ 
οὕτω ἡ ζητουμένη τομὴ ΑΒΓ καὶ τοῦ δοθέντος τριέδρου εὑρίσκε- 
ται τελείως καθωρισμένη. 


1823. Παρατήρησις. Τὸ ἀντίϑετον πρόβλημα, τὸ ὁποῖον ἐχρειάσθη 
νὰ λύσωμεν προηγουμένως, παρουσιάζει μέγα ἐνδιαφέρον, ἐπειδὴ 
εἶναι θεμελιῶδες εἰς τὴν θεωρίαν τῆς ἀξονοιτρικῆς ποοοπτικῆς. ((6ο- 
»ιδίγὶρς Πρβορὶρίϊυθ, πὸ 601 καὶ ἐπμ.) ᾿ 

Ὑπάρχουν δύο μόνον λύσεις τοῦ ἀνωτέρω. προβλήματος καὶ 
συμμετρικαὶ πρὸς τὸ ἐπίπεδον τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Πράγματι, ὁ 
τόπος τῶν σημείων Σ, διὰ τὰ ὁποῖα ἡ γωνία ΑΣΒ εἶναι ὀρθή, 
εἶναι ἡ σφαῖρα μὲ διάμετρον ΑΒ. Ὁμοίως, τὸ σημεῖον Σ πρέπει 
νὰ ἀνήκῃ καὶ εἰς τὰς σφαίρας μὲ διαμέτρους ΒΓ καὶ ΓΑ, αἱ δὲ 
τρεῖς αὖται σφαῖραι τέμνονται ἀνὰ δύρ κατὰ περιφερείας τῶν 
ὁποίων τὰ ἐπίπεδα τέμνονται κατὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν, Αἱ τομαὶ 
τῆς εὐθείας ταύτης καὶ τῆς τυχούσης τῶν τριῶν σφαιρῶν, ὀὁρίζουν 
δύο σημεῖα Σ, Σ΄, συμμετρικὰ πρὸς τὸ ΑΒΓ καὶ κορυφὰς δύο τρι- 
σορθογωνίων τριέδόέρων ΣΑΒΓ, ΣΆΑΒΓ, κατὰ τὰ δεδομένα τοῦ 
προβλήματος. : 

Πρόβλημα 688 


1824. Δοϑεισῶν δύο εὐθειῶν ΑΒ, ΓΔ ἐν τῷ χώρῳ, νὰ ἀχϑῇ, ἐπίπε- 
δον παράλληλον πρὸς αὐτὰς καὶ ἴσον αὐτῶν ᾿ 
ἀπέχον. 

Διὰ τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΓΔ φέρομεν 
ἐπίπεδα παράλληλα πρὸς τὰς εὐθείας ΓΔ 
καὶ ΑΒ, ἀντιστοίχως. 

Ταῦτα εἶναι παράλληλα πρὸς ἄλληλα 
καὶ τὸ παράλληλον πρὸς αὐτὰ ἐπίπεδον 
ΡΡ̓ καὶ ἰσαπέχον τούτων εἴναι τὸ ζητού- 
μενον. 


Πρόβλημα 688 Σχ. 1188. 


1826. Δι᾿ εὐθείας ΑΒ νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ 
δύο σημείων Γ᾽ καὶ Δ. 


"Ἑστω Μ τὸ ἐπίπεδον τοῦτο’ αἱ κάθετοι ΓΕ, ΔΖ πρέπει νὰ εἴ- 
ναι ἴσαι καὶ ἐπειδὴ εἶναι παράλληλοι, ὡς κάθετοι ἐπὶ τὸ αὐτὸ 
ἐπίπεδον, τὰ τρίγωνα ΓΕΘ, ΔΖΘ θὰ εἶναι προφανῶς ἴσα. Ἑπο-: 
μένως ΓΘ -- ΘΔ. Εἶναι ἄρα ὠρισμένον τὸ ἐπίπεδον Μ, ὡς διερ- 
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χόμενον διὰ τῆς εὐθείας ΑΒ καὶ τοῦ μέσου Θ τῆς ἀποστάσεως 
ΓΔ τῶν δοθέντων σημείων. 
Ὑπάρχει φυσικὰ πα τευπρα 
πε ίτεεεσεεσο-τ το ἦ ττῦθος Ὑτοττειστεν πῃ λύσις : τὸ ἐπίπεδον τὸ ἀγόμενον 
ΞΞΞΞΞΕΞΞΞ ΞΞΕΗ ΞΞΞΖ᾽ "» διὰ τῆς ΑΒ καὶ παράλληλον πρὸς 
πα τὴν ΓΔ. 
Σγ. 1180. πρόβλημα 684 


1826. Διὰ δοϑέντος σημείου Ο, 

τὰ εἐἰχθῦ ἐπίπεδον εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τριῶν δοθέντων σημείων 

Διὰ τοῦ σημείου Ο φέρομεν ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὸ ἐπί- 

πεδον τῶν τριῶν δοθέντων σημείων καὶ 
ἰσαπέχον ἑπομένως αὐτῶν. 

Διερεύνησις. 1) ᾽Εὰν τὰ τέσσαρα δο- 
θέντα σημεῖα κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας γραμ- 
μῆς, πᾶν ἐπίπεδον διὰ τῆς εὐθείας αὐ- 
τῶν ἀπαντᾶ εἰς τὸ πρόβλημα. 

2) ᾿Εὰν τὰ τρία σημεῖα Α,Β,Γ κεῖ- 
νται ἐπ᾽ εὐθείας, πᾶν ἐπίπεδον διὰ τοῦ 
᾿ Ο καὶ παράλληλον πρὸς τὴν εὐθεῖαν 
ΑΒΓ ἀπαντᾶ ἐπίσης εἰς τὸ πρόβλημα. ᾿ 

Εἰς τὰς δύο ταύτας περιπτώσεις τὸ πρόβλημα εἶναι ἀόριστον. 

3) ᾽Εὰν τὰ τέσσαρα σημεῖα κεῖνται ἐφ᾽ ἑνὸς ἐπιπέδου, τοῦτο 
εἶναι τὸ ζητούμενον. 

4) ᾽Εὰν τὰ  τέσσαι σημεῖα εἶναι κορυφαὶ στρεβλοῦ τετρα- 
πλεύρου, ὑπάρχουν τέσσαρες λύσεις. Πρῶτον ἡ ἀνωτέρω δοθεῖσα 
καὶ ὕστερον τοῖς ἄλλαι: ἑκάστη τῶν τελευταίων τούτων ὁρίζεται 
διὰ τοῦ ἐπιπέδου, τοῦ ἀγομένου διὰ τοῦ σημείου Ο καὶ μιᾶς ἐκ 
τῶν ἐνουσῶν ἐὐθειῶν τὰ μέσα δύο τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


πρόβλημα 686 


1827. Δίδονται εὐθεῖαι ΧῪ καὶ δύο τυχόντα σημεῖα Α,Β τοῦ χώ- 
᾿ ρου. Ζητεῖται νὰ εὑρεθῇ ἐπὶ τῆς 
εὐθείας ΧΥ σημεῖον Γ᾽, δι᾽ ὃ τὸ 
ἄϑροισμα ΓΑ - ΓΒ νὰ εἶναι τὸ 
ἐλάχιστον, καὶ σημεῖον Δ, δι᾽ ὃ 
ἥ διαφορὰ ΔΑ -- ΔΒ νὰ εἶναι ἢ 
μεγίστη. 

Ὑποθέτομεν τὰ σημεῖα Α,8 
καὶ τὴν εὐθεῖαν ΧΥ μὴ κείμε- 
να ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου. 

ΣΣ. 1191. Διὰ τοῦ σημείου Β φέρο- 

μεν ἐπίπεδον κάθετον ἐπὶ τὴν 

ΧΥ͂ καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν μὲ ἀκτῖνα ΟΒ, τῆς ὁποίας ἔστω 
ΕΖ ἡ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου (Α, ΧΥ) κειμένη διάμετρος. 

Αναλόγως ἐργαζόμενοι πρὸς τὰ ὅμοια προβλήματα εἰς τὴν 
ἐπιπεδομετρίαν, Φ᾿ δν τὰς εὐθείας ΑΓΕ καὶ ΑΒΔ. 

ΑΓΈΓ ΑΓ ἜΓΒ εἶναι τὸ ἐλάχιστον ἄθροισμα, ᾿ 

ΑΔ -- ΖΔ ἢ ΑΔ-- ΒΔ εἶναι ἡ μεγίστη διαφορὰ ΑΖ’ ἐπειδή, διὰ 
πᾶν ἄλλο σημεῖον Τ τῆς ΧΥ θὰ ἐσχηματίζετο τρίγωνον ΑΤΖ δι’ ὃ 

ΑΤ -- ΤΖ «ΑΖ. 


Στ. 1190. 
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Παρατήροησις. ατ᾿᾽ ἀνάλογον τρόπον ἐργαζόμεθα διὰ τὸν καθο- 
ρισμὸν ἐπὶ τῆς ΧΥ͂ σημείου, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ δια- 
φορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τὰ Α καὶ Β θὰ 
εἶναι δοθὲν τετράγωνον Κ΄. 

Γενικῶς, εἶναι προτιμότερον νὰ ὑποδεικνύωμεν τὴν λύσιν τῶν 
διαφόρων προβλημάτων εἰς τὸν χῶρον καὶ νὰ χρησιμοποιοῦμεν τὴν 
παραστατικὴν Γεωμετρίαν διὰ τὰς κατασκευάς. 


Πρόβλημα 686--Ἰ 


1828. Δύο εὐθεῖαι ΑΒ, Α΄ Β΄ εἶναι κάϑετοι ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Μ, εἰς 
δοϑέντα σημεῖα Α καὶ Α΄ αὐτοῦ. Γνωρίζομεν δὲ ὅτι τὸ μῆχος τῆς ΔΑΒ 
εἶναι διπλάσιον τοῦ μήκους τῆς Α΄Β΄. 

Διὰ τοῦ σημείου Α φέρομεν εὐϑεῖαν ΑΙ" 
τοῦ Μ, σχηματίζουσαν μετὰ τῆς ΑΑΔ΄ γωνίαν 
δοϑεῖσαν. ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς ΑΙ ση- 
μεῖον Θ, ἐξ’ οὗ τὰ τμήματα ΑΑ΄ καὶ ΒΒ’ νὰ 
φαίνωνται ὑπὸ ἴσας γωνίας. Νὰ γίνῃ καὶ πε- 
ριληπτικὴ διερεύνησις τοῦ προβλήματος. 

(Εἰσαγωγικαὶ ἐξετάσεις εἰς τὴν τ΄«»5΄ἙἜοἱς ερό- 
οἷα] τ! ταῖτε, 1510). 

Μὲ κέντρον τυχὸν σημεῖον Δ τῆς ΑΓ 
καὶ ἀκτῖνα τὸ ἥμισυ τῆς ΑΔ, γράφομεν 
περιφέρειαν, τέμνουσαν τὴν ΑΑ΄ εἰς τὰ 
οημεῖα Ε καὶ Ζ, καὶ διὰ τοῦ Α΄ φέρομεν 
εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς τὴν ΕΔ. Σχ. 1153. 

Ἢ τομὴ Θ ταύτης καὶ τῆς ΑΔ εἶναι τὸ 
ζητούμενον σημεῖον. Πράγματι, ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΔΕ, 
ΑΘΑ᾿ προκύπτει ὅτι, ἀφοῦ ΑΔ ---.2ΔΕ, θὰ εἶναι καὶ ΑΘ -Ξ-2. ΘΑ΄ 
καὶ ἐπομένως ὅτι τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΒΑΘ κρὶ Β΄ Α΄ Θ θὰ εἶναι 
ἐπίσης ὅμοια. ᾿Επειδὴ θὰ εἶναι ἱ 

ΑΒ 2. .ΑΘ 


ΑΒ ΞᾷΞᾷ8ϑὀ}“ὀὉἉ ΘΑ’ 


΄.- -ἦὦΦωὔ 
καὶ κατὰ συνέπειαν ΑΘΒ -- Α΄ ΘΒ΄. 
“ιερεύνησις. Ἣ γραφεῖσα περιφέρεια ἐφάπτεται τῆς ΑΑ΄ ἐὰν 


΄ἷ“ΝΟῬ 
ΓΑΑ΄:-ῷ --- 309, ᾿Εὰν φ «309, ὑπάρχουν δύο λύσεις, μία ἐάν φ --Ξ 309 
καὶ οὐδεμία διὰ φ.» 30», 

Παρατήρησις. Γενικεύοντες, παρατηροῦμεν ὅτι ἐὰν ὁ λόγος τῶν 


μηκῶν Α΄Β΄ καὶ ΑΒ ἥτο φ. ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας (Δ) θὰ ἐλαμ- 


βάνετο ἵση πρὸς ΑΔ. Ἑ. Τὰ δύο τρίγωνα ΒΑΘ, Β΄Α΄Θ θὰ ἧσαν 


πάλιν ὅμοια κλπ. 
Πρόβλημα 6δ6---1 

1829. Νὰ προβληϑοῦν ἐπὶ ἐπίπεδον δύο ἐπίπεδα καὶ ὅμοια σχήμα- 
τα, καϑ' οἱανδίήποτε ϑέσιν ἐν τῷ χώρῳ κείμενα, κατὰ δύο σχήματα ἐπί- 
σης ὅμοια. ᾿ 

Τὸ πρόβλημα ἐξετάζεται καὶ καταλλήλως ἀναπτύσεται εἰς τὸ ν1βι- 
βλίον καὶ ὑπὸ μορφὴν θεωρήματος. (Ἄσκησις 699, [, [1] 8 1846α, 1846 δ). 

᾿Επίσης 8. 2515, 2, ὡς καὶ διαφόρους σχετικὰς σημειώσεις εἰς᾿ 
. ἃ. Μ. ΕἸόπιεπίαῖγεα εἰ ϑρέσίαίεα τοῦ Ο. Τοπρομαπιρα (1895). 


ΒΙΒΛΙΟΝ νι 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Γεωμετρία Θέσεως 


Θεώρημα 686 


1830. Αἷἴ τρεῖς εὐϑεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι ἀχιιῶν 
παντὸς τετραέδρον. διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου καὶ ἀλληλοδιχυ- 
τομοῦνται. 


Θεωροῦμεν κατ᾽ ἀρχὰς δίο ἐξ αὐτῶν π.χ. τὰς ΔΖ καὶ ΕΘ. 
Φέρομεν τὰς ΔΕ καὶ ΖΘ. Εἰς τὸ τρίγωνον 
Σ ΑΣΓ ἡ εὐθεῖα ΔΕ εἶναι παράλληλος πρὸς 
τὴν ΑΓ και ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτῆς" 
ὁμοίως. εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ ἡ εὐϑεῖα 
72Θ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΓ κα: 
ἴση πάλιν πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτῆς. 
᾿Επομένως τὸ σχῆ!α ΔΕΖΘ εἶναι πα- 
ραλληλόγραμμον, ιιὲ διανωνίους τὰς Δι 
καὶ ΕΘ καὶ ὡς ἐκ τούτωοι' αἱ εὐϑεῖαι αἱ- 
ται θὰ ἀλληλοδιχοτοιοῦνται᾽ ἡ δὲ τριτι 
εὐθεῖα, ἥ ἑνοῦσα τὰ μέσα τῶν ΣΒ κα. 
ΑΓ, θὰ τάμῃ τὴν ΔΖ εἰς τὸ μέσον της. διὰ 
ἀχ. 1152. τὸν αὐτὸν λόγον. Ἑ πομένως καὶ αἱ τρεῖς 
εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείοι. 
]]αρατήοησι;. Αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι ΑΒ, ΒΓ, ΓΣ καὶ ΑΣ, αἵτινες 
δὲν κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, ἀποτελοῦν τὴν “περίμετρον 
ἐνὸς στρεβλοῦ τετραπλεύρου. Ἔχομεν δὲ ἀποδείξει (ὃ 1793), ὅτι τις 
“ἶσα τῶν πλευρῶν στοεβλοῦ τετοαπλεύοον εἶναι κυρυ αὶ πιοαλλὴ λον οὐιασοννς 


Θεώρημα 687 


1891. Τὰ μέσα τῶν ἀκμῶν παντὺς 
χανονιχοῦ τετραέδρου ἐΐναι κορυφαὶ 
κανονικοῦ ὑκταέδρου. 


Πράγματι, αἱ εὐθεῖαι. αἱ ἐνοῦ- 
σαι τὸ μέσον |ἰ οἱασδήποτε ἀκμῆς. 
ἔστω τὰ ΦΡῚ μὲ τὰ τέσσαρα σημεῖα 
Ε; 2; καὶ Η εἶναι ἴσαι, διότι 
ἑκάστη ἐξ αὐτῶν ἰσοῦται πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς ἀκμῆς τοῦ κανονικοῦ τε- 
τραέδρου. “Επομένως, τὰ σχηματι- 
Σ 2. (9.. ζόμενα ὀκτὼ τρίγωνα εἶναι ἰσό- 
πλευρα καὶ ἴσα μεταξύ των. 

Οὕτω λοιπὸν τὸ ΕΖΘΗΪΚ εἶναι 


ἂν κανονικὸν ὀκτάεδρον. 


Ω 
» 
"5 


Θεώροημα 687--] 


1832. 1) Τὰ μέσα τῷν ἀκμῶν παντὸς τετριέδρου εἶναι κοριφαὶ 
ὑχταέδρου ἔχοντος: τὰς: ἀπέναντι πλευρὰς ἴσα: καὶ παραλλήλους. 

9) “Ὃ ὕνχος τοῦ ὡς ἄνω ὑκταέδρου ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ τε- 
τραέδρου ἐκ τοῦ ὁποίου προέχιυμεν. : 

Πράνματι, ἡ πυραιὶς ΔΕΙΗ εἶναι τὸ ὄγδοον τῆς ΔΑΒΓ. διότι 
ἑκάστη τῶν ἀκιῶν τῆς πρώτης εἶναι τὸ ἥμισυ ἑκάστης ἀκμῆς τῆς 
δευτέρας. Ἑπαμένως οἱ ὄνκο: τῶν δύο πυραμίδων εἶναι ὡς οἱ 


κύβοι τῶν ὁμολόνων ἀκμῶν' ὁμοίως (ΓΘΙΗ) -- -  (ΓΒΑΔ) κλπ. 


ἄρα τὸ ὀκτάεδρον θὰ ἰσοῦται πρὸς τὸ τι τοῦ (ΑΒΓΔ). 

1832 α. Σημείωσις. Ὑπάρχουν πέντε εἴδη κανονικῶν κυρτῶν πο- 
λυέδρων, ἀλλ᾽ ἐκτὸς τούτων ὑπάρχουν καὶ ἄλλα τέσσαρα κανονικὰ 
αὐολίεδοα μὴ κυρτὰ, Ταῦτα ἔχουν τὸ πρῶτον ἐπινοηθῆ ἀπὸ τὸν 
Ροίπξοι καὶ ἐμπελετήθησαν αἱ ἰδιότητές των ἀπὸ τοὺς ὠχυζδν καὶ 
Τ, Βυγέγαπα, (ΒᾺ, Τα ὁ ο ἰδονηῤίσιο, οἰ αὶ», ὑπὸ Ἐοιοὶ ὁ καὶ 
ἀφ ροντοιρεο, αὐ 913). 


Θεώρημα δδ8 


1833, ἘΠ: πὰν τετράεδρον. τὰ εξ ἐπίπεδα τὰ διχοτομοῦντα τὰς διὲ- 
ὅρου: γωνίας, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, Τὸ σημεῖον τοῦτο 
ἴσον ἀπέχει τῶν ἑδρῶν τοῦ στερεοῦ. 


Γνωρίζοιιεν ὅτι τὰ διχοτομοῦντα ἐπίπεδα τὰς διέδρους γωνίας 
πάσης τριέδρου διέρχονται διὰ τῆς αὐτῆς εὐ- . 
θείας (ξ 1786). Θεωρήσωμεν τὴν τριεδρον Δ 
τοῦ στερεοῦ: τὰ διχοτομοῦντα ἐπίπεδα τὰς 
διέδρους της θὰ διέρχωνται διά τινος εὐ- 
θείας ΔΧ, τῆς ὁποίας ὅλα τὰ σημεῖα ἴσον 
θὰ ἀπέχουν τῶν ἑδρῶν τῆς Δ, α, β. γ. Τὸ 
αὐτὸ θὰ συμβαίνῃ καὶ διὰ τὴν τρίεδρον Α' 
ταύτης ὁμοίως τὰ διχοτομοῦντα ἐπίπεδα θὰ 
διέρχωνται διὰ εὐθείας ΑΥ, τῆς ὁποίας ὅλα 
ἐπίσης τὰ σημεῖα ἴσον θὰ ἀπέχουν τῶν ἑδρῶν 


β, γ, δ. 
᾿Επειδὴ τὰ σημεῖα τῶν εὐθειῶν ΔΧ καὶ 
ΑΥ̓ ἴσον ἀπέχουν τῶν ἑδρῶν β καὶ γ. αἱ εὐ-- Σχ, 1185, 


θεῖαι αὗται θὰ κεῖνται ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ 


διχοτοιιοῦντος τὴν δίεδρον ΑΔ, ἢν σχηματίζουν αἱ ἕδραι καὶ ἥτις 
εἶναι κοινὴ ἀμφοτέρων τῷν στερεῶν γωνιῶν Α καὶ Δ. Κεῖνται 
ἑπομένως αἱ εὐθεῖαι ΔΧ καὶ ΑΥ̓ ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, τέμνον- 
ται, καὶ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ἰ ἴσον ἀπέχει τῶν ἑδρῶν α,β,γ καὶ ὃ. 


1858 α. ΠΙὨαρατήοησις. Τὸ κοινὸν σημεῖον Ι τῶν ἕξ διχοτομούν- 
των ἐπιπέδων τὰς ἕξ διέδρους τοῦ τετραέδρου, ὡς ἴσον ἀπέχον 
τῶν τεσσάρων ἑδρῶν τοῦ στερεοῦ, εἵναι τὸ κέντρον τῆς ἐγγε- 
γραμμένης εἰς τὸ τετράεδρον σφαίρας. ᾿ ; 

Θεωροῦντες τὰ ἐπίπεδα τὰ διχοτομοῦντα τὰς παραπληρωμα- 
τικὰς τῶν διέδρων τοῦ στερεοῦ, λαμβάνομεν παρεγγεγραμμέ- 
νας οφαίρας εἰς τοῦτο: τέσσαρες ἐξ αὕτῶν ἐφάπτονται τῆς ἕδρας 
ΒΓΔ λ.χ. καὶ τῶν προεκτάσεων τῶν τριῶν ἑδρῶν τῆς γωνίας Α. 
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Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ θεωρήσωμεν τὰς σφαίρας, τὰς ἐφαπτομέ-. 
νας τῶν σχημάτων, ὡς τὸ ἔχον ἕδρας Γ΄ ΒΔ΄. ΓΓΑΔ΄, ΓΊΒΑΓ΄“, 
Δ' ΒΑΔ΄ καὶ τοῦ ὁποίου ἀκμαὶ εἶναι αἱ προεκτάσεις ΒΓ΄, ΒΔ΄, 
ΑΓ΄, ΑΔ΄΄ τῶν ἀκμῶν ΓΒ, ΔΒ, ΓΑ, ΔΑ τοῦ τετραέδρου (""}. 


Θεώρημα 689 


1854. ᾿Ἐὰν εἰς τὸ μέσον ἑκάστης ἀκμῆς τυχόντος τετραέδρου φέρω- 
μὲν ἐπίπεδον κάϑετον ἐπ᾽ αὐτήν. τὰ ξξ οὕτως ἀγόμενα ἐπίπεδα διέρ- 
χονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Τὰ σημεῖα τοῦ ἐπιπέδου τοῦ καθέτου εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΒ ἴσον 
ἀπέχουν τῶν ἄκρων αὐτῆς Α καὶ Β, τὸ αὐτὸ δὲ συμβαίνῃ καὶ διὰ 
τὰ ἐπίπεδα τὰ ἀγόμενα καθέτως εἰς τὰ μέσα τῶν ΑΓ, ΒΔ. Ἑπο- 
μένως, τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν ἐπιπέδων τούτων ἴσον ἀπέχει τῶν 
κορυφῶν Α,Β,Γ καὶ Δ. Ἔκ τούτου συμπεραίνομεν ὅτι καὶ τὰ ἐπί-. 
πεδα τὰ ἀγόμενα καθέτως εἰς τὰ μέσα ἑκάστης τῶν ἀκμῶν ΔΓ, 
ΒΔ καὶ ΑΔ διέρχονται διὰ τοῦ προηγουμένου σημείου. 


Θεώρημα τοῦ ὕ,αγρυιν 689-- 
1894 α. Πᾶν τετράεδρον ἀποτελεῖται ἀπὸ ἕξ ἐξάεδρα συμμετρικά. 


᾽Ας εἶναι | τὸ κέντρον τῆς σφαίρας τῆς ἐγγεγραμένης εἰς τὸ 
τετράεδρον καὶ α,β,γ,δ8, αἱ προβολαὶ τοῦ ἐπὶ τὰς ἕδρας ΒΓΔ, 
ΓΔΑ, ΔΑΒ καὶ ΑΒΓ. 

Τὸ τετράεδον χωρίζεται εἰς τὰ ἑξῆς ἕξ ἑξάεδρα : ΙΑΒ γδ, ΙΒΓ δα 
ΙΓΑβδ,.ΑΔβγ,ΒΔγα καὶ ΙΓΔαβ. Ἕκαστον τούτων πιχ. τὸ ΑΒ γδ, 
ἔχει ἐπίπεδον συμμετρίας τὸ διχοτομοῦν τὴν δίεδρον ΑΒ. Τὸ ἐπί- 
πεδον τοῦτο, διαιρεῖ τὸ ἑξάεδρον εἰς δύο τετράεδρα δΙΑΒ καὶ 
Ὑ]ΑΒ’" τὰ τετράεδρα ταῦτα εἶναι συμμετρικὰ πρὸς τὸ ἐπίπεδον 
ΙΑΒ, ἑπομένως τὸ ζεῦγος αὐτῶν δηλ. τὸ ἑξάεδρον δΙΑΒγ ἔχει 
ἐπίπεδον συμμετρίας τὸ [ΑΒ (""). 


Θεώρημα τοῦ (οιπηιωμίϊηο Θ90 


1835. Αἱ τέσσαρες εὐϑεῖαι, αἱ ἐνοῦσαι ἑκάστην κορυφὴν τετραέδρου 
μετὰ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν διαμέσων τῆς ἀπέ- 
ναντι τῆς κορυφῆς ταύτης ἔδρας διέρχονται διὰ 
τοῦ αὐτοῦ σημείου τὸ σημεῖον δὲ αὐτὸ διαιρεῖ 
ἑχάστην τῶν εὐθειῶν τούτων εἰς τὰ "΄, τοῦ μή- 
χκους τῆς ἀπὸ τῆς ἀντιστοίχου κορυφῆς. 


Ἂς εἶναι Θ τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν δια- 
μέσων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ καὶ Η τὸ κοινὸν 
σημεῖον τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου ΑΒ. 
Φέρομεν τὰς ΔΘ καὶ ΓΗ. Αἱ εὐθεῖαι αὗται 
τέμνονται εἰς ἕν σημεῖον Μ, διότι ἀνήκουν 
εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον ΔΕΓ. ᾿Επειδὴ δὲ 


ΕΗ ΕΘ ὦ 


ΗΔ ΘΓ 2 


91. ΣΎ μ᾿ μϑτι Γαλλιστί : οοπιῦϊε ἀἄκμῇ στέγης (κορφ:ᾶς). 

98, Σημ. Μεταφ. Ἢ συμμετρία τῶν δύο τετραέδρων δ΄ΑΒ καὶ 
48 ἀποδεικνύεται ἐκ τῆς προφανοῦς συμμετρίας τῶν σημείων ὃ καὶ Υ 
ὡς πρὸς τὸ ἐπίπεδον [ΑΒ. 
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ἡ ΗΘ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΓ. Ἔκ τῆς ὑμοιότητος τῶν 
τριγώνων ΗΜΘ καὶ ΜΔΓ λαμβάνομεν 


ΘΜ ΗΜ ΗΘ 
ΜΔ ΜΙ ΔΓ᾽ 


Συγκρίνοντες λαμβάνομεν: 

ΘΜ Ηδι 

ΜΔ ΜΓ 3’ 
ἥτοι τὸ ΘΜ εἶναι τὸ ἕν τρίτον τῆς ΜΔ, ἢ τὸ ἂν τέταρτον τῆς ὅλης 
ΘΔ. “Επομένως ἡ ΔΜ εἶναι τὰ 3), τῆς ΔΘ, ὁμοίως ΓΜ..- Ξ τῆς ΓΗ. 


ΑΙ τέσσαρες αὐταὶ εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, 
διότι ἡ εὐθεῖα ἡ ἀγομένη ἐκ τοῦ Α, ἐπὶ παραδείγματι, θὰ τάμη τὴν 


ΔΘ εἰς σημεῖον ἀπέχον ἀπὸ τοῦ Δ τὰ ΖΞ τῆς ΔΘ, δηλαδὴ εἰς τὸ Μ. 
Τὸ σημεῖον Μ εἶναι τὸ κέντρον βάρους τοῦ τετραέδρου. 


Θεώρημα 691 


1886. Θεωροῦντες ἀνὰ δύο τὰς ἀπέναντι ἀκμὰς ἑνὸς τετραέδρου 
οχηματίζομεν τρία ζεύγη ἀκμῶν, 

ἡ “Ἑνὸς τετραέδρου δυνατὸν ἢ τὸ ἕν ζεῦγος νὰ ἀποτελῆται ἀπὸ ἴσας 
ἀκμὰς ἢ καὶ τὰ δύο ζεύγη ἢ καὶ τὰ τρία ζεύγη νὰ ἀποτελοῦνται ἀπὸ 
ἴσας ἀκμάς. ᾿ 

ὃ) “Ἑνὸς τετραέδρου δυνατὸν αἱ ἀχμαὶ ἑνὸς ζεύγους νὰ εἶναι κάϑε- 
τοι ἢ καὶ τὰ τρία ζεύγη νὰ ἀποτελοῦνται ἐξ εὐθειῶν καϑέτων ἐπ᾽ ἀλ- 
λήλας. 


(θλ. Μέϑοδοι, 8. 159). 


1886α. Σημείωσις. Τετράεδορον ἰσύεδοον. Τὸ τετράεδρον τοῦ 
ὁποίου ἀνὰ δύο αἱ ἀπέναντι ἀκμαὶ εἶναι ἴσαι, ἔχει ὅλας του τὰς 
ἕδρας ἴσας. Τὸ τοιοῦτον τετράεδρον λέγεται ἰσόεδρον, ἔχει δὲ 
πολλὰς ἰδιότητας. Βλ. Ι᾿Ηϑοοοαίίον ᾿γαηραῖδο Ῥον ἐ᾿αταπορνιαπὶ 
ἀδ65 8οἰοηϑου 1875, Ναπίοα σ. 173. [65 ποιινοὶ ον Δημπαίος 1880, σ. 133, 
ἄρθρα ὑπὸ 1". Ιμεπιοΐπε, βλ. ὁμοίως τοῦ αὐτοῦ ἔτους Νδ. Α. σελ. 
403 ἄρθρον τοῦ Ομεῖικς εν (Κἀϊρον) καὶ (οιινπαὶ ἀρ Γαμίδεν 
1897 - 1898, σ. 29 καὶ 49, ᾿Ιούνιος 191] σ. 152, πο 7371 ἄρθρον τοῦ 
Δ, νασηπαηΐ καθηγητοῦ εἰς τὸ λύκειον ΓΟ) ναγϊειπα πὸ. 


Θεώρημα 692 


1837. “Ἐὰν εἰς τετράεδρον δύο τῶν ὑψῶν αὐτοῦ τέμνωνται, ϑὰ τέ- 
μνῶνταν καὶ ἄλλα δύο ὕψη αὐτοῦ. 


᾿ἊΑς ὑποθέσωμεν ὅτι τὰ δύο ὕψη ΑΕ καὶ ΒΖ τέμνονται εἰς τὸ 
σημεῖον Θ. Τὸ ἐπίπεδον ΑΗΒ, τὸ ὁριζόμενον ὑπὸ τῶν ὑψῶν τού- 
των, θὰ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν ἀκμὴν ΓΔ, διότι τὸ ΑΗΒ, ὡς διερ- 
χόμενον διὰ τοῦ ΑΕ, θὰ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν ἕδραν ΒΓΔ, ὁμοίως 
τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον, ὡς διερχόμενον διὰ τῆς ΒΖ θὰ εἶναι κάθετον 
ἐπὶ τὴν ΑΓΔ. ᾿'ῶς κάθετον λοιπὸν ἐπὶ δύο τεμνόμενα ἐπίπεδα, 
θὰ εἶναι κάθετον καὶ ἐπὶ τὴν τομήν των ΓΔ. ᾿ 
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Διὰ τῆς ΓΔ δίνατα: τὰ ἀν ἐπίπεδον κάϑετον ἐπὶ τὸν ΑΒ. 
διοτι ἡ ΓΑ. ὡς καϑετος ἐπὶ τὸ ἐπιτε- 
ῃ δον ἌΗΒ, θά εἶναι καϑετος καὶ ἐπὶ τὸν 
πέρ εὐϑεῖαν. αὐτοῦ ΑΒ. "Εστω τοῦτο τὸ 
τ ΓΙΔ' τὸ ἐπίπεδον αὐτὸ θὰ εἴναι κάϑε- 
“7. ὦ ᾿ τον ἐπ᾿ ἀμφότερας τὰς ἕδοας ΑΒΓ καὶ 
ΙΝ ἐον ΑΒΔ κα: ἐπτομένως τὰ ὑψη ΔΑ καὶ 
“.. ν ΓΝ τοῦ τετραέδοου. θὰ περιεχώντοκ 
ἜΝ Ν εἰς αὐτὸ καὶ θὰ τέμνωνται. Ἢ δὲ 
[ [ΗΠ εἰναι τὸ τοῖτον ὕψος τοῦ τρι- 
κῶνος ΓΙΔ' διότι ἀνήκει εἰς τὸ ἐπ’:- 
τεδον ΔΗ ποὺ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν 
ΓΑ. Ἄρα ἡ [Π΄᾿ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν 
ΓΔ, Ἐπομειως θὰ διέρχεται- ἡ εὐθεῖα 
αἰτῇ διὰ τοῦ Ο, τομῆς τῶν δύο ἄλλων 
ὑψῶν Δὰ καὶ ΓΚ τοῦ αὐτοῦ τοιγώνοι. 
ὁμοίως δὲ θὰ διερχεται καὶ διὰ τοῦ Θ 
ὡς τρίτον ὅψος τοῦ τριγώνου ΑΗΒ. 


Θεώνημα Θθὺ 


1836, "Ἐὰν τετριΐδροιυ αἱ ἀπέναντι ἀχμαὶ εἶναι κάϑετοι χαὶ φέρω- 

μεν ἐκ τοῦ χοινοῦ σημείου τῶν ὑψῶν ἑκάστης: ἔδρας τοῦ στερεοῖ, κάϑε- 

τον ἐπ’ αὐτὴν. αἱ τέσσαρες οὕτω ἀγόμεναι εὐϑεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 


᾿᾽Ας εἶναι Λ τὸ κοινὸν σηιϊεῖον τῶν ὑψῶν τῆς ἕδρας ΒΓΔ, Μ 
τῆς ἕδρας ΑΓΔ, Ν τῆς ΑΒΓ καὶ Ο τῆς ἕδρας ΑΒΔ. 

ὙὙποθέσωμεν πρὺς τούτοις ὅτι αἱ ἀπὲ- 
ναντι ἀκιιαὶ, ὡς αἱ ΑΒ καὶ ΓᾺ εἶναι κά- 
θετόι. ὰ 

Φέρω τὸ ὑψος ΔΕ τῆς ἕδρας ΑΓΔ. Τὸ 
ἐπίπεδον ΒΑΕ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν Γὰ, 
διότι ἡ ΓΔ εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὰς ΑΒ καὶ 
ΑΕ. Συνεπῶς. ἐὰν φέρωιιεν τὴν ΒΕ αὖ- 
τη ϑὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν ΓΔ καὶ ὕψος 
τοῦ τριγώνου ΒΓΔ. 

Τὸ ἐπίπεδον ΑΒΕ εἶναι κάθετον και 
ἐπὶ τὰς ἕδρας ΑΓΔ καὶ ΒΓΔ. ὡς διερχο- 
μένας διὰ τῆς ΓΔ, καθέτου ἐπὶ τὸ ΑΕΒ. 
᾿Εὰν λοιπὸν ἐκ τῶν ἡ καὶ Μ φέρῶμεν ἀν- 
τιστοίχως καθέτους ἐπὶ τὰς ἕδρας ΒΓΔ 
καὶ ΑΓΔ, αὗται θὰ κεῖνται ἐπὶ τοῦ ΑΕΒ 
καὶ ἑπομένως θὰ τέμνωνται. 

'"Ομοίως ἀποδεικνύεται, ὅτι αἱ κάθετοι 
ἐπὶ τὰς ἕδρας τοῦ τετραέδρου εἰς τὰ ΛΜΝ 
καὶ Ο θὰ τέμνωνται ἀνὰ δύο. ᾿Αλλὰ ὅταν 
συμβαίνῃ αὐτὸ αἱ εὐθεῖαι αὗται ἢ θὰ κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπι- 
πέδου ἢ θὰ διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. Τὸ πρῶτον ὅμως 
δὲν δύναται νὰ συμβαίνῃ διότι αἱ ἐκ τῶν Μ καὶ ΛΔ ἀγόμεναι κά- 
θετοι κεῖνται ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΑΕΒ, τὰἀ δὲ σημεῖα δ καὶ Ο, ἐξ 
ὧν ἄγονται αἱ ἄλλαι δύο, κεῖνται ἐκτὸς τοῦ ΑΕΒ. 

Συνεπῶς αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


,,5ἣἽρσῬΟ 


Παρατήοησις. Τὸ τετράεδρον τοῦ ὁποίου αἱ ἀπέναντι “ ἡ τῖναι 
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κάϑετοι λένεται ὑρϑοριώνιον τεγράεδοον. (ἢ ὑνδοκεντοικόμ, Τοῦτο ἔχει 
πολλὰς ἰδιότητας καὶ ἔδωκεν ἀφορμὴν εἰς ἐνδιαφερούσας μελέτας. 
Βλ. κυρίως ; υνπα! αὐ Ἰηα Πρ τα ἰὸς οϊδιηνοπ σίνος οἱ ἐρεεϊαίον, 
[1881] ὁ. 337. 


Θεώρημα 694 


1839. Αἱ διαγώνιοι κολούρου πυραμίδος ἐχούσης: βάσει: παραλληλύ- 
“Οὐμμα διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Ας εἶναι Ξε ς λόγος τῶν ὁ: ολόγων πλευρῶν καὶ τῶν ὁμολό- 
ν 


πὼν διαγωνίων τῶν δύο βάσεων τῆς κο- 
λούρου. 

ΑΙ διατώνιοι τῶν βάσεων ΑΤ΄ καὶ ΑΓ, 
ὡς τομαὶ παραλλήλων ἐπιπέδων ὑπὸ τοῦ 
ἐπιπέδου τῶν ἔναντι παραπλεύρων ἀκμῶν 
ΑΑ΄ καὶ ΓΓ΄. εἶναι παράλληλοι καὶ τὸ 
σχῆμα ΑΓΓ΄Α᾽ τραπέζιον. Τοῦ τραπε- : - 
ζιοῦυ τούτου αἱ διανώνιοι τέιινονται ἐπὶ ΕΥ̓ΘΟΝδΟνοαυ δ 
τῆς ΜΜ΄ εἰς σημεῖον Ο τοιοῦτον, ὥστε ᾿ 


ἐ ἃ. 
ΑΟ πὶ ΑΓ. -“ ᾿ ὃς 


Φ 
. Ὡ- 


ΝΣ τόρ τερὸς φὰ πὴ 
Ἄρα 


ΟΜ’ ΞΞ ᾿ ἕ δ πο 110, 


ΑἹ διανώνιοι Β5Δ΄ καὶ ΔΒ’ θὰ τέμνωνται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον 

Ὁ τῆς ΜΜ΄, διότι θὰ ἔχωμεν 
ὌΡΟΣ ΣΑΘΣ τὸ μὲ 
ΟΔ΄ ΔΒ ν 

Αἱ διαγώνιοι ἑπομένως τῆς κολούρου θὰ διέρχωνται διὰ τοῦ 
σημείου Ο τῆς ΜΜ,΄. 

Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα ἀληθεύει διὰ πᾶσαν κόλουρον πυρα- 
μίδα μὲ βάσεις πολύγωνα ἔχοντα κέντρα καὶ ἕκαστον τῶν ὁποίων ἔχει 
ἄρτιον πλῆϑος πλευρῶν’ διότι ἡ περίμετρός των θὰ ἔχῃ πλευρὰς 
ἀνὰ δύο ἴσας καὶ παραλλήλους. 


Θεώρημα 694--1 


1840, “Ὅταν αἱ τέσσαρες διαγώνιοι ἑνὸς ἑἐξαέδρου διέρχωνται διὰ 
τοῦ αὐτοῦ σημείου, αἱ τρεῖς εὐϑεῖαι αἱ ἑνοῦσαι τὰ χοινὰ σημεῖα τῶν 
διαγωνίων τῶν ἀπέναντι ἑδρῶν του διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


Θεωρῶ τὸ ἑξάεδρον (σχ.-.-. 1199) ΑΒΓΔΑ'Β΄Γ΄ Δ’, τοῦ ὁποίου αἱ 
διαγώνιοι ΑΓ΄, ΑΥΓ, ΒΔ΄, Β΄Δ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου 
Ο. Θὰ ἀποδείξω ὅτι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου διέρχονται καὶ αἱ 
εὐθεῖαι αἱ ἑνοῦσαι τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν διαγωνίων ἀπέναντι ἑδρῶν. 

Θεωρήσωμεν τὰς ἀπέναντι ἕδρας ΒΓΒΊΓ΄ καὶ ΑΔΑ΄ Δ΄. Τόο 
εἶναι κοινὸν σημεῖον τῶν ἐπιπέδων ΑΒΔ“Γ΄' καὶ Α΄ Β΄ΔΓ, τὸ δὲ 
κοινὸν σημεῖον τῶν διαγωνίων τῆς ἕδρας ΒΓΒ΄Γ’ εἶναι κοινὸν ση- 
μεῖον τῶν ἐπιπέδων τούτων’ τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸ κοινὸν 
σημεῖον τῶν δ'α΄᾿ωνίων τῆς ἕδρας ΑΔΑ΄Δ΄. 'Επομένως, τὰ τρία 
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σημεῖα, ἤτοι τὸ κοινὸν τῶν διαγωνίων τῆς ΒΓΒΓ᾽, τὸ Ο καὶ τὸ 
κοινὸν τῶν διαγωνίων ΑΔΑ΄ Δ΄ θὰ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας. Διότι κεῖν- 
ται ἐπὶ τῆς τομῆς τῶν ἐπιπέδων ΑΒΔΎΥΓ΄ καὶ Α΄ Β΄ ΔΓ. Ἡ εὐθεῖα. 
ἄρα, ἡ ἑνοῦσα τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν διαγωνίων τῶν ἔναντι ἑδρῶν 
ΑΔΑ΄ Δ΄ καὶ ΒΓΒ΄Γ΄ τοῦ στερεοῦ διέρχεται διὰ τοῦ Ο 


Θεώρημα 695 


1841. Ἢ τομὴ κύβου ὑπὸ ἐπιπέδου διερχομένου διὰ τῶν μέσων τριῶν 
ἀκμῶν τον, μὴ παραλλήλων καὶ μὴ ἀνηχουσῶν εἰς τὴν αὐτὴν στερεὰν 
γωνίαν, εἶναι κανονικὸν ἐξάγωνον. 


Θεωροῦμεν τὸ ἐπίπεδον τὸ διερχόμενον διὰ τῶν μέσων !, Ι΄ καὶ 
Κ' τριῶν ἀκμῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΘ τοῦ χύβου, μὴ παραλλήλων καὶ μὴ 
ἀνηκουσῶν εἰς τὴν αὐτὴν στερεὰν γωνίαν. 

Φέρομεν τὰς διαγωνίους ΒΕ, ΒΘ καὶ ΘῈ τῶν τριῶν ἑδρῶν τῆς 

Ξ στέρεᾶς γωνίας Ζ, ὡς καὶ τὴν δια- 
γῶώνιον ΑΓ. 

Ἡ εὐθεῖα Ι΄, ὡς ἑνοῦσα τὰ μέ- 
σα τῶν δύο πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ, θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν 
ΑΓ, ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτῆς καὶ 
ἑπομένως παράλληλος καὶ ἴση πρὸς 
τὸ ἥμισυ τῆς ΕΘ. Τὸ αὐτὸ ἀλη- 
θεύει καὶ διὰ τὴν Γ['Κ' εἶναι καὶ 
αὕτη παράλληλος καὶ ἴση πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς ΒΘ. ᾿ 

Τὸ ἐπίπεδον [Π᾿Κ, παράλληλον 
ὄν πρὸς τὰς εὐθείας ΑΓ καὶ ΒΘ καὶ 
ἑπομένως καὶ πρὸς τὰς ΕΘ καὶ ΑΗ. 
θὰ εἶναι παράλληλον καὶ πρὸς τὰ 
ἐπίπεδα ΒΕΘ καὶ ΑΓΗ. Αἱ ΚΛ καὶ 
ΓΗ θὰ εἶναι ἄρα παράλληλοι, ὡς 
τομαὶ τῶν δύο παραλλήλων ἐπιπέδων ΚΛ καὶ ΑΓΗ, τεμνο- 
μένων ὑπὸ τοῦ ΓΘΗ. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ Κὶ εἶναι μέσον τῆς ΓΘ, θὰ 


εἶναι καὶ τὸ Λ μέσον τῆς ΗΘ καὶ ΚΛ ΞΣ ΓΗ κλπ... 


Οὕτω τὸ ἐπίπεδον [1΄Κ διέρχεται διὰ τῶν μέσων Λ, Μ καὶ Ν 
τῶν ἀντιστοίχων ἀκμῶν. 

Εἶναι δὲ ἡ τομὴ κανονικὸν ἑξάγωνον. Διότι ἑκάστη πλευρὰ 
ταύτης εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς πλευρᾶς τοῦ ἰσοπλεύρου τρι- 
γώνου ΒΘΕ, μὲ πλευρὰν τὴν διαγώνιον μιᾶς ἕδρας τοῦ κύβου, ἑκά- 
στη δὲ γωνία αὐτῆς εἶναι παραπλήρωμα τῆς γωνίας τοῦ αὐτοῦ 
ἰσοπλεύρου τριγώνου. Θεωρήσωμεν πράγματι τὰς γωνίας Π΄Κ' καὶ 
ΕΘΒ’ ἡ [1 εἶναι ὁμόρροπος τῆς ΘΕ, ἡ δὲ Ι'΄Κὶ ἀντίρροπος τῆς ΘΒ’ 
ἑπομένως αἱ γωνίαι αὗται εἶναι παραπληρωματικαί. 

Παρατηρήσεις. 1) τὸ κανονικὸν ἑξάγωνον ΠΆΛΜΝ εἶναι ἡ μεγί- 
στη τομὴ τοῦ κύβου, ἐκ τῶν λαμβανομένων δι᾽ ἐπιπέδων καθέτων 
ἐπὶ μίαν τῶν διαγωνίων αὐτοῦ. 


2) περὶ τοῦ ζητήματος τούτου Βλ. : Καδνείοος ὧε δοπιδίτιο ἀδ8- 
ενἐρίἑυο (8 527). 
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Θεώρημα 696 


1842. Δυνάμεϑα νὰ τώμωμεν μίαν πυραμίδα. ἔχουσαν βάσιν κυρτὸν 
τετράπλευρον, μὲ ἐπίπεδον, κατὰ τρόπον ὥστε ἣ τομὴ νὰ εἶναι ἕν πα- 
ραλληλόγραμμον. 


᾿᾽Ας εἶναι ΚΑΒΓΔ ἡ δοθεῖσα πυραμὶς καὶ αβγδ ἡ τομὴ κατὰ 
παραλληλόγραμμον αὐτῆς ὑπὸ ἐπιπέδου. ᾿Επειδὴ αἱ αβ καὶ γδ 
εἶναι εὐθεῖαι παράλληλοι, 
τὸ ἐπίπεδον αὐτῶν θὰ εἶναι 
παράλληλον πρὸς τὴν ἀκμὴν 
τῆς διέδρου, ἧς ἕδραι εἶναι 
τὰ ἐπίπεδα ἐφ᾽ ὧν κεῖνται 
αἱ αβ καὶ γδ, δηλαδὴ πρὸς 
τὴν ἀκμὴν τῆς διέδρου, τῆς 
σχηματιζομένης ὑπὸ τῶν 
ἀπέναντι ἐδρῶν ΚΑΒ καὶ 
ΚΓΔ τῆς πυραμίδος. Τὸ 
αὐτὸ ἐπίπεδον αβγδ, θὰ 
εἶναι ἐπίσης παράλληλον 
πρὸς τὴν ἀκμὴν τῆς διέ- 
δρου, ἣν σχηματίζουν αἱ 
ἀπέναντι ἕδραι ΚΒΓ καὶ 
ΚΑΔ τῆς πυραμίδος. 

Ας προοσοδιορίσωμεν τὰς 
ἀκμὰς τῶν διέδρων τούτων. 
Τὸ κοινὸν σημεῖον Ε τῶν 
ἀπέναντι πλευρῶν ΑΒ καὶ 
ΓΔ τῆς βάσεως, εἶναι κοι- 
νὸν σημεῖον τῶν ἑδρῶν 
ΚΑΒ καὶ ΚΓΔ. ᾿Αλλὰ καὶ 
τὸ Κὶ εἶναι κοινὸν σημεῖον 
τῶν ἰδίων ἐπιπέδων" ἑπομέ- 
νως, ἡ ΚΕ εἶναι ἡ ἀκμὴ τῆς διέδρου ΚΑΒ -- ΚΓΔ, ὁμοίως δὲ σκε- 
πτόμενοι εὑρίσκομεν ὅτι ἡ ΚΖ (ὅπου Ζ εἶναι τὸ κοινὸν σημεῖον 
τῶν ἀπέναντι πλευρῶν ΑΔ καὶ ΒΓ τῆς βάσεως ΑΒΓΔ) εἶναι ἡ 
ἀκμὴ τῆς διέδρου ΚΒΓ -- ΚΑΔ. 

Συνεπῶς, πᾶν ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὸ ΚΕΖ θὰ τέμνῃ 
τὴν πυραμίδα κατὰ παραλληλόγραμιον, Πράγματι, αἱ βα καὶ ΕΚ 
εἶναι παράλληλοι, ὡς τομαὶ παραλλήλων ἐπιπέδων ὑπὸ τοῦ ΚΑΒ, 
ὁμοίως αἱ γδ καὶ ΚΕ’ ἄρα αἱ βα καὶ γδ εἶναι παράλληλοι ὡς καὶ 
αἱ αὃ καὶ βγ. Εἶναι ἑπομένως τὸ σχῆμα αβγδ παραλληλόγραμμον. 


Παρατηρήσεις. 1) 'ῶς πρὸς τὰς κατασκευὰς εἶναι προτιμοτέρα 
ἡ ἀναφερομένη εἰς τὰς Δι τον εἴσον εἰὐ Οἰδονιοἰ τὶς ἐὐπονεμευε ὑπὸ Εν(.-Δὲ. 

2) Τὸ προηγούμενον θεώρημα δύναται νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς 
ἑξῆς : Κίναι πάντοτε δυνατὸν νὰ ποοβληϑῇ διὰ κεντρικῆς προβολῆς τετρά- 
πλευρὸν οἱονδήποτε ΑΒΓΔ κατὰ παραλληλύγραμμον. 

Δυνάμεθα ἄλλως τε νὰ ἐκλέξωμεν τὸ κέντρον Κὶ τῆς προβολῆς 
τοιοῦτον, ὥστε ἡ προβολὴ νὰ εἶναι ρόμβος ἢ ὀρθογώνιον. Διὰ τὸ 
δεύτερον ἀρκεῖ τὸ Κὶ νὰ ἀνήκῃ εἰς -τὴν ἐπιφάνειαν τῆς σφαίρας 
τῆς ἐχούσης διάμετρον ΕΖ. δ Σ 


Σημείωσις. Ὃ δέον εἶναι ὁ πρῶτος ὅστις ἔχει λύσει τὸ προη-. 
γούμενον πρόβλημα : δέδονται παραλληλόγραμμον καὶ τυχὸν τετράπλει"- 


ἐτωμετρία 00 
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ρον' νὰ τοποϑετηϑῶσιν τὰ σχήματα ταῦτα ἐν τῷ χώρῳ εἰς προοπτικὴν ϑέ- 
σιν πρὸς ἄλληλα. (]. ἀεΞ Μαί. 1899, σ. 104 καὶ 1903 σ. 73, πὸ 149, 
σημ. τῶν 'Ψ. ϑίοοε καὶ Η. Βτοσατά). 


Θεώρημα 697 ε 


1843. Δυνάμεϑα νὰ τάμωμεν δοϑὲν τριγωνικὸν πρῖσμα κατὰ τρόπον 
ὥστε ἣ τομὴ νὰ εἶναι τρίγωνον ὅμοιον πρὸς δοϑέν. 


"ἂς εἶναι ΑΔΣΑ΄Δ΄Σ΄ τυχὸν τριγωνικὸν πρῖσμα. 

ΑΙ τομαὶ τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας τοὺ ὑπὸ ἐπιπέδων πα- 
ραλλήλων εἶναι ἴσαι’ δυνάμεθα λοιπὸν νὰ- ὑποθέσωμεν ὅτι τὸ ζη- 
τούμενον ἐπίπεδον διέρχεται διὰ τῆς κορυφῆς Σ καὶ ἡ τομὴ εἶναι 
ἡ ΣΒΓ. Δεχόμενοι ὅτι τὸ ΣΒΓ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ δοθὲν τρίγω- 
γον, παρατηροῦμεν ὅτι αἱ γωνίαι ΒΓΣ καὶ Γ ΒΣ εἶναι γνωσταὶ καὶ 
τὸ θεώρημα θὰ ἀποδειχθῇ ἐὰν λύσωμεν τὰ ἀκόλουθον πρόβλημα. 


Πρόβλημα 697.--] 


1844. Νὰ κατασκευασϑῇ τετραγωνιχὴ πυραμὶς ΣΑΒΓΔ, τῆς ὁποίας 
ἡ βάσις ΑΒΓΔ εἶναι τραπέζιον 
καὶ τῆς ὁποίας γνωρίζομεν τὴν 
ἕδραν ΣΑΔ, τὴν δίεδρον γωνίαν 
τῆς ΣΑΔ καὶ τῆς βάσεως, τὰς 
γωνίας τῆς ἕδρας ΣΒΓ καὶ τὴν 
διεύϑυνσιν τῶν βάσεων τοῦ τρα- 
πεϊζίου ΔΔ΄ καὶ ΑΑ΄. 


᾽Ας ὑποθέσωμεν ὅτι ἐλύθη 
τὸ πρόβλημα’ ἐκ τῆς. κορυφῆς 
Σ φέρομεν κάθετον ΣΡ ἐπὶ 
τὴν βάσιν καὶ τὴν κάθετον ΡΠ 
ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΒΓ, ἐπὶ δὲ 
τῆς ΒΓ λαμβάνομεν τμῆμα 
ΠΕ ΞΞ- ΠΣ καὶ δἰρυβεν, ὧν 
ΡΕ. Ἢ ΡᾺ εἶναι εὐθεῖα τῆς 
βάσεως, ἡ δὲ ΣΠ εἶναι κάθε- 
Σ.. 1202. τος ἐπὶ τὴν ΒΓ (θεώρημα τῶν 
τριῶν καθέτων). 

Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώ- 


νου ΣΡΠ λαμβάνομεν 
ΠΣ’ -- ΠΡ -Ξ ι ΣΡ» ἢ ΠΕ -- ΠΡ’ -- ΣΡ", 


ΒΠ καὶ ΣΠ ἢ ἘΠ 
ΓΠ ΓΠ ΓΠ 
τὸ τρίγωνον ΒΓΣ εἶναι ὅμοιον πρὸς δοθέν, δυνάμεθα ἐν σχέ- 
σει πρὸς τὴν τυχοῦσαν εὐθεῖαν Β΄ Γ΄ νὰ “ὁρίσωμεν τὰ σημεῖα Π’ 
καὶ Ἀ΄ καὶ ἐκ τούτων νὰ φέρωμεν παραλλήλους πρὸς τὴν ΑΑ΄, 
ὁμοίως νὰ φέρωμεν καὶ τρίτην παράλληλον πρὸς ΑΑ’ ἐκ τοῦ Ρ, 
ὁπότε τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ ἐξῆς τῆς ἐπιπεδομετρίας : 

. Νὰ κατασκευασϑῇ ὀρϑογώνιον τρίγωνον ῬΠῈ τοιοῦτον, ὥστε αἱ μὲν 
κορυφαί του νὰ εὑρίσχκωνται ἐπὶ δεδομένων παραλλήλων εὐθειῶν, ἡ δὲ δια- 


᾿Επειδὴ οἱ λόγοι᾽ εἶναι γνωστοί, ἀφοῦ 
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“ρορὰ τῶν τετραγώνων τῶν καϑέτων του πλευρῶν ΠῈ -- ΠΡΞἕ νὰ ἔχῃ δο- 
ϑεῖσαν τιμὴν ΣΡ" (8. 1523 αἡ) (59). 


1844α. Σημείωσις. Ἢ προηγουμένη λύσις ἔχει δοθεῖ ἀπὸ τὸν 
ΠαπιΠοτ, (Γενεύη 1811.) Εἰς Απηπαΐο8 ἀδ6 Οενσοπηο, τόμος [!, 1811 - 
1812 σελ. 293 κ. ἐπ., ὅπου καὶ δημοσιεύονται καὶ αἱ λύσεις αἱ δο- 
θεῖσαι ἀπὸ τὸν Επεοοπίτε καὶ τὸν Τεὰεπαί, ὡς καὶ τεσσαρες ἄλλαι 
λύσεις ἀπὸ τοὺς Ριϊαξίε, Ῥεπίοπ, Ἐοςομδαΐ καὶ Τερταπῆ. 

᾿Ιδοὺ αἱ πλέον ἐνδιαφέρουσαι δύο περιπτώσεις τοῦ τεθέντος 
προβλήματος (8 1843). 

1) Νὰ τμηϑῇ τριγωνικὸν πρῖσμα εἰς τρόπον ὥστε ἡ τομὴ νὰ εἶναι ἰσό- 
πλευρὸν τοίγωνον. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο δυνάμεθα νὰ διατυπώσωμεν καὶ ὡς ἀκο- 
λούθως: 

Νὰ προβληϑῇ δοϑὲν τρίγωνον εἰς τούπον ὥστε ἡ προβολή τον νὰ εἶναι 
ἐσόπλευρον τρίγωνον. 

Ὃ μετασχηματισμὸς οὗτος ἐπιτρέπει νὰ λύσωμεν ἀρκετὰ με- 
γάλον ἀριθμὸν ζητημάτων, σχετικῶς πρὸς τυχὸν τρίγωνον. Πρό- 
κειται περὶ προβλημάτων θέσεως, τομῆς καὶ εἰς τὰ ὁποῖα τὰ μόνα 
ἀριθμητικὰ διδόμενα εἶναι λόγοι. Τοῦτον ἐχρησιμοποιήσαμεν διὰ 
τὴν δευτέραν ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος τῆς 5 1201 γ.). 

2) Νὰ τμηϑῇ τριγωνικὸν πρῖσμα εἰς τρόπον ὥστο ἡ τομὴ νὰ εἶναι ὀρϑο- 
γώνιον ἰσοσκελὲς τρίγωνον, ἢ καί: Νὰ προβληϑῇ παραλληλόγραμμον κατὰ 
σετράγωνον. 


Θεώρημα 698 


, 1846. Δύο εὐϑεῖαι συμμετρικαὶ πρὸς ἐπίπεδον σχηματίζουν ἴσας γω- 
νίας μετ᾽ αὐτοῦ. 

Ἔστωσαν αἱ εὐθεῖαι ΑΒ καὶ Α΄’ συβμετρικαὶ πρὸς τὸ ἐπί- 
πεδον ΜΝ. Τὸ ἐπίπεδον ΜΝ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΑ΄, καὶ διχο- 
τομεῖ ταύτην εἰς τὸ Δ, ὁμοίως εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν ΒΒ΄ καὶ δι- 
χοτομεῖ ταύτην εἰς τὸ Γ. 'Επομένως, ἡ ΓΔ εἶναι κοινὴ προβολὴ 
τῶν ΑΒ καὶ Α΄ Β΄ ἐπὶ τὸ ΜΝ. 


99. ΣΉμ. μετ. Διὰ τὴν κατασχευήν, παρατηροῦμεν ὅτι, ἐφ᾽ ὅσον 
νωρίζομεν τὴν ἔδραν ΣΑΔ, εἶναι γνωστὸν τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου τούτου, 
ποῦ ἀγομένου ἐκ τοῦ ΣΝ’ ὁμοίως ὄχεοι δοθῇ ἡ γωνία ἢν σχηματίζουν ἡ 
ΣΔΔ καὶ ἡ ὀάσις τῆς πυραμίδος. Εἶναι ἄρα δυνατὴ ἡ κατασκευὴ τοῦ 
ὀρθογωνίου τριγώνου, τοῦ ὄχοντος ὑποτείνουσαν τὸ ἂχ τοῦ Σ ὕψος τοῦ 
τριγώνου ΣΑΔ καὶ προσκειμένην εἰς αὐτὴν ὀξεῖαν γωνίαν, τὴν ἀντίστοι- 
χον τῆς διέδρου ἣν σχηματίζει ἡ ΣΑΔ καὶ ἡ δάσις τῆς πυραμίδος, 

Ἔκ τῆς κατασκευῆς τοῦ τριγώνου τούτου, ὁρίζονται τὰ μήκη ΣΡ καὶ 
ἡ ἀπόστασις τοῦ Ρ ἀπὸ τῆς ΑΔ. Δοθέντος δὰ ὅτι ὁρίζεται ἔκ τοῦ τριγώ- 
νου ΣΑΔ καὶ ὁ ποὺς τῆς ἐκ τοῦ Σ καθέτου ἐπὶ τὴν ΑΔ, τὸ σημεῖον Ρ 
ἐν σχέσει πρὸς τὴν ΑΒ εἶναι καθωρισμένον. 

'Επὶ τῆς τυχούσης τώρα Β΄ Γ΄ λαμδάνομεν τὸ σημεῖον Π΄ οὕτως, ὥστε 
ΒΡ 5.81 καὶ τὸ Ρ΄ ὥστε ΕἼΤ ΣΠ 
ΤΊΓ [ΓΠ ᾿ ὥστε ΤῊ “ΓΠ᾿ 
Ρ'΄͵ Π’ καὶ Ρ καὶ αἱ ἐξ αὑτῶν παράλληλαι πρὸς τὰς ΔΑ᾽ ἣ ΔΔ΄' εἶναι 
αἱ παράλληλοι δὐθεῖαι, αἱ ἀπαιτούμεναι διὰ τὴν λύσιν τοῦ προδλήματος 
χατὰ τὴν 8. 1628 α. 


Ορίζονται οὕτω τὰ σημεῖα 
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Ἐάν ἐκ τῶν Α καὶ Α΄ φέρωμεν παραλλήλους εὐθείας πρὸς 
τὴν ΓΔ, αὗται θὰ κεῖνται εἰς τὸ προβάλ- 
λον ἐπίπεδον τὰς ΑΒ καὶ Α'Β’ καὶ θὰ 
σχηματίζουν μετὰ τῶν ΑΒ καὶ Α΄'Β΄ γω- 
νίας τι καὶ ι΄. Αἱ γωνίαι αὖται εἶναι ἴσαι 
πρὸς τὰς γωνίας ἃς σχηματίζουν αἱ ΑΒ 
καὶ Α'Β΄ μετὰ τοῦ ἐπιπέδου ΜΝ καὶ ἐπει- 
δὴ τὰ ὀρθογώνια τραπέζια ΓΔΑΒ καὶ 
ΓΔΑ’Β’ εἶναι ἴσα, ὡς συμμετρικά, ἕπεται 
ὅτι ιξει. ἡ 
Θεώρημα 699 


1846. "Ἐὰν δύο ἐπίπεδα ΔΒ καὶ Α΄Β΄ εἴ- 
ναι συμμετρικὰ πρὸς ἐπίπεδον ΜΝ, τοῦτο δι- 
χοτομεῖ τὴν γωνίαν αὐτῶν. 


᾿Ας εἶναι ΕΖ ἡ τομὴ τῶν ἐπιπέδων ΑΒ καὶ ΜΝ’ λόγῳ τῆς 
συμμετρίας τῶν ἐπιπέδων, πᾶν σημεῖον τῆς ΕΖ θὰ ἔχῃ τὸ συμμε- 
τρικόν του ἐπὶ τοῦ Α΄Β', ἀλλὰ συγχρόνως 
πᾶν σημεῖον τῆς ΕΖ, ὡς σημεῖον τοῦ ΜΝ, 
ἐπιπέδου συμμετρίας, θὰ εἶναι συμμετρικὸν 
τοῦ ἑαυτοῦ του. .Ἑπομένως, πᾶν σηιιεῖον τῆς 
ΕΖ εἶναι σημεῖον τοῦ Α΄Β΄, ἤτοι τὸ Α΄Β΄ 
τέμνει τὸ ΜΝ κατὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν καθ᾽ 
ἣν καὶ τὸ ΑΒ. ' 

᾽Εὰν φέρωμεν τὰς ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν τριῶν 
ἐπιπέδων ΑΒ, ΜΝ καὶ Α΄Β’' εὐθείας ΟΓ, ΟΔ 
καὶ ΟΓ΄, καθέτους ἐπὶ τὴν ΕΖ, αἱ τρεῖς αὖται 
εὐθεῖαι θὰ κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, 
καθέτου ἐπὶ τὴν ΕΖ καὶ αἱ γωνίαι αὐτῶν θὰ 
εἶναι αἱ ἀντίστοιχοι τῶν διέδρων, ἃς σχημα- 
τίζουν τὰ ἐπίπεδα ΑΒ καὶ ΑΒ’ μετὰ τοῦ ΜΝ. 
᾿Ἐπειδὴ ὅμως αἱ ΟΓ. καὶ ΟΓ΄ εἶναι συμμετρι- 
καὶ πρὸς τὸ ΜΝ, θὰ σχηματίζουν ἴσας γωνίας 
(8 1845) μετ᾽ αὐτοῦ, δηλ. μετὰ τῆς ΟΔ. ἴΑρα 
τὸ ΜΝ εἶναι τὸ διχοτομοῦν ἐπίπεδον τὴν δίεδρον ΑΒ. Α΄ Β΄. 


Θεώρημα 699--] 


1846 α. Δύο τρίγωνα ἴσα, ὁπωσδήποτε κείμενα. εἰς τὸν χῶρον, δύ" 
νανται νὰ προβληϑῶσι κατ᾽ ὑρθϑὴν προβολὴν ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου 
εἰς τρύπον ὥστε αἱ προβολαί των νὰ εἶναι δύο τρίγωνα εὐθέως ἴσα. 

(Βλ. 8 1146, Σ᾽ χήμιετα εὐϑέως καὶ συμμετοικῶς ὕὅμοικ). 


Σχ. 1301. 


᾿Ας εἶναι ΑΒΓ καὶ αβγ τὰ δοθέντα ἴσα τρίγωνα, ὅπου ΑΒ-ΞΞαβ, 
ΑΓ-ξΞ αγ καὶ ΒΓ βγ. 

Μεταφέρομεν τὸ ἕν ἐξ αὐτῶν, τὸ αβγ, παραλλήλως πρὸς ἑαυτὸ 
ὥστε νὰ ουμπέσουν αἱ κορυφαὶ α καὶ Α τῶν ἴσων γωνιῶν α καὶ 
Α. Πρὸς τοῦτο φέρομεν ἐκ τοῦ Α τὴν ΑΒ,, ἴσην καὶ παράλληλον 
πρὸς τὴν πλευρὰν αβ καὶ τὴν ΑΓ,, ἴσην καὶ παράλληλον πρὸς 
τὴν αγ. ᾿Αρκεῖ νὰ ὁρισθῇ ἔν ἐπίπεδον ἐπὶ τοῦ ὁποίου αἱ ὀρθαὶ 
προβολαὶ τῶν ΑΒΓ καὶ ΑΒ,Γ, νὰ εἶναι ἴσαὶ" διότι αἱ ὀρθαὶ προ- 
βολαὶ τῶν ΑΒΓ, καὶ αβγ ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου θὰ εἶναι ἴσαι, 
ἀφοῦ τὰ ΑΒΓ, καὶ αβγ εἶναι τρίγωνα ἴσα καὶ κεῖνται ἐπὶ ἐπιπέ- 
δων παραλλήλων. 
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Αἱ προβολαὶ τῶν δύο τριγώνων ΑΒΓ καὶ ΑΒΓ, ἐπὶ πᾶν ἐπί- 
πεδον παράλληλον πρὸς τὰς εὐθείας τοῦ χώρου 88, καὶ ΓΓ, θὰ 
εἶναι ἴσαι, διότι αἱ πλευ- 
ραὶ ΑΒ καὶ ΑΒ, ἔχουν 
τὴν αὐτὴν κλίσιν πρὸς 
τὸ προβολικὸν τοῦτο 
ἐπίπεδον (199), ἉὩἙπομέ- 
νῶς αἱ προβολαὶ τῶν 
ΑΒ καὶ ΑΒ, ἐπ’ αὐτό, 
αβ καὶ αβ,, θὰ εἶναι 
ἴσαι, τὸ αὐτὸ δὲ θὰ 
συμβαίνῃ καὶ διὰ τὰς 
προβόλὰς τῶν ΑΓ καὶ 
ΑΓ,, τὰς αγ καὶ αγ,, ὡς 
καὶ διὰ τὰς προβολὰς 
τῶν ΒΓ καὶ Β,Γ,. Ἐ- 
πειδὴ καὶ αὗται θὰ εἴ- 
ναι ἴσαι διότι αἱ εὐθεῖαι 
ΒΓ, Β,Γ, εἶναι παράλ- 
ληλοι ἀμφότεραι πρὸς τὸ 
προβολικὸν ἐπίπεδον : 


βγτε β,γ, τ- ΒΓ. 


Οὕτω τὰ ἴσα τρίγωνα 
ΑΒΓ καὶ αβγ προβάλ- 
λονται κατ᾽ ἴσας προβο- 
λὰς ὀπὶ πᾶν ἐπίπεδον 
παράλληλον πρὸς τὰς 
εὐθείας τοῦ χώρου ΒΒ, 
καὶ ΓΓ,.- [-ὦ 

Αἱ ἴσαι προβολαὶ αβ 
καὶ αβιγ, δύνανται νὰ 
παρουσιάσουν δύο δια- 
φόρους διατάξεις θέσεων. 


Π 


1846 β. ]η Περίπτωσις. Ἐϊς τὴν πρώτην περίπτωσιν (σχ. 1205) 
τὰ σχήματα εἶναι εὐθέως ἴσα, (ἔχουν τὴν αὐτὴν φοράν). Τὸ ση- 
μεῖον α εἶναι τὸ κέντρον ὁμοιοϑεσίας των καὶ διὰ περιστροφῆς 
τοῦ ἑνὸς σχήματος περὶ τὸ σημεῖον αὐτὸ δύναται νὰ ταυτισθῇ τὸ 
σχῆμα τοῦτο μὲ τὸ ἄλλο. Πράγματι, αἱ κάθετοι θα, ηα, αἱ ἀγό- 
μεναι εἰς τὰ μέσα τῶν βάσεων ββ, καὶ γγ, τῶν ἰσοσκελῶν τριγώ- 
γὼν αγβ,, αβγ, παριστοῦν ἐπὶ τοῦ προβολικοῦ ἐπιπέδου τὰ ἴχυη 
τῶν ἐπιπέδων τῶν ἀγομένων καθέτως εἰς τὰ μέσα τῶν ΒΒ, καὶ ΓΓ,. 

Τὰ ἐπίπεδα ταῦτα τέμνονται κατὰ τὴν εὐθεῖαν Αδ, ἥτις διέρ- 
χεται ἀπὸ τὴν κοινὴν κορυφὴν τῶν ἰσοσκελῶν τριγώνων ΑΒΒ, καὶ 
ΑΓΓ,, καὶ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὰ ἐπίπεδα, τὰ παραλληλα πρὸς τὰς 


100. Σημ. μέτ. Ἢ ἰσότις τῶν προδολῶν τῶν τριγώνων ΑΒΓ καὶ 
ΑΒΓ, ἐπὶ πᾶν ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὰς ΒΒ, καὶ ΓΙ, ἀποδεικνύε- 
ται διὰ τῆς δξῆς προτάσεως : «,7 ὀρϑὴ προβολὴ ἰσοσκελοῦς τριγώνον ἐπὶ 
πᾶν ἐπίπεδον διερχόμενον διὰ τῆς ράσεώς του εἶναι τρίγωνον ἰσοσκελές». 
ἀϑοδου αύνα τοῦτο ἀποδειχνύεται τῇ δοηθείᾳ τοῦ θεωρήματος τῶν τριῶν 
καθέτων. εἰ 
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ΒΒ, καὶ ΓΓ, ὅταν αἱ δύο αὗται εὐθεῖαι δὲν κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ 
ἐπιπέδου. 


1846 γ. ϑα Περίπτωσις. “Ὅταν αἱ προβολαὶ εἶναι ἀντιστρόφως ἢ 
συμμετρικῶς ἴσαι (ἀντιθέτου φο- 
ρᾶς) αἱ εὐθεῖαι ββ, καὶ γγ, 
εἶναι παράλληλοι ὡς καὶ αἱ 
ΒΒ, καὶ ΓΓ, εἰς τὸν χῶρον’ 
ὑπάρχει λοιπὸν ἀπειρία διεὺυ- 
θύνσεων ἐπιπέδων παραλλή- 
λὼν πρὸς τὰς εὐθείας ταύτας, 
ἐπὶ ἑκάστου δὲ τούτων τὰ δο- 
θέντα τρίγωνα προβάλλονται 
κατὰ τρίγωνα. ἴσα καὶ ἀντιθέ- 
του φορᾶς. 

᾿"Επειδὴ δὲ τὰ δοϑέντα τρίγωνα 
προβάλλονται κατὰ τρίγωνα ἴσα 
καὶ συμπίπτοντα ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου 
συμμετρίας, τοῦ ἀγομένου καϑέτως 
ἐκ τῶν μέσων τῶν παραλλήλων 
εὐθειῶν ΒΒ, καὶ ΓΓ, (ἡ αζ εἶναι τὸ ἴχνος τοῦ ἐπιπέδου τούτου 
ἐπὶ τοῦ προβολικοῦ ἐπιπέδου), ἕπεται ὅτι: , 

Τὰ δοϑέντα τρίγωνα ΑΒΓ καὶ αβγ προβάλλονται κατὰ τρίγωνα ἴσα καὶ 
τῆς αὐτῆς φορᾶς ἐπὶ παντὸς ἐπιπέδου παραλλήλον πρὸς τὸ ἐπίπεδον συμ- 
μετρίας. 


Θεώρημα 698-- 1 


1846 ὃ. Δύο τρίγωνα ὅμοια, ὅπως δήποτε χείμενα εἰς τὸν χῶρον, 
δύνανται νὰ προβληϑῶσι κατ᾽ ὀρϑὴν προβολὴν ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου 
κατὰ τρόπον ὥστε αἱ προβολαί των νὰ εἶναι δύο τρίγωνα εὐϑέως ὅμοια 
(ὅμοια ἔχοντα τὸν αὐτὸν προσανατολισμόν). 

Τὸ θεώρημα τοῦτο δύναται νὰ ἀποδειχθῇ ὅπως τὸ προηγού- 

ενον. 
ἥ Δίδονται τὰ δύο ὅμοια ἐδ ωρτλίω ΑΒΓ καὶ αβγ’ διὰ νὰ ὁρίσω- 
μεν τὴν θέσιν τοῦ προβολικ ἐπιπέδου, κατασκευάζομεν ἕν τρί- 
γωνον ΑΒ,Γ, ἴσον πρὸς τὸ ΑΒΓ καὶ ὀὁμοιόθετον τοῦ τριγώνου 
αβγ. Τὸ προβολικὸν ἐπίπεδον εἶναι παράλληλον πρὸς τὰς ἀσυμ- 
βάτους εὐθείας ΒΒ, καὶ ΓΓ,. 


1846 ε. Σημείωσις. Διὰ τὰ ἴσα τρίγωνα (πο 1846) βλ. 88 1829 
καὶ 1901 δ. ᾿ 

ὋὙπενθυμίζομεν τὸ θεώρημα τοῦ ΟΒαβῖεβ : Ἢ κίνησις διὰ τῆς 
ὁποίας δοϑὲν σχῆμα μεταβαίνεε ἀπὸ μιᾶς ϑέσεως (ΑἹ εἰς τυχοῦσαν ἄλλην 
(8) ἐν τῷ χώρῳ δύναται νὰ ϑεωρηϑῇ ὡς ἑλικοειδὴς κίνησις. ἱ 

Διὰ νὰ εἶναι δύο στερεὰ σχήματα ἴσα, δὲν ἀρκεῖ νὰ εἶναι 
ἁπλῶς συμμετρικά, ὁπότε ἔχουν, κατὰ μέρη, τὰ στοιχεῖα των ἴσα, 
ἀλλὰ πρέπει καὶ τὰ κατὰ μέρη ἴσα ταῦτα στοιχεῖα, νὰ ἔχουν τὴν 
αὐτὴν διάταξιν: ἤτοι νὰ δύναται τὸ ἕν οτερεὸν καταλλήλως κι- 
ὙΘΟΜΕΥΟΥ νὰ ἐφαρμόσῃ ἐπὶ τοῦ ἄλλου. ᾿ ΄ 

ἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, διὰ τὴν σύμπτωσιν τῶν στερεῶν, 

εἶναι ἀρκετὴ ἡ σύμπτωσις δύο τυχόντων ἀντιστοίχων εἰς αὐτὰ 
σκαληνῶν τριγώνων, ΑΒΓ καὶ Α'ΒΊ΄. ."- 

Διὰ τὰ ὅμοια πολύεδρα, βλ. οινπαὶ ἀ Μαϊμένκαϊϊμθ5 ἐϊέτιοη- 
ἰαΐγε5 τοῦ Γοπρομασιρβ, 1894, σ. 231, σημ. τοῦ Ὀοτίει, 1895, σ. 14, 
σημ. τοῦ Ὀεῖϊας. 
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Θεώρημα 699--111 


1846 ζ. Δίδεται ἕν τετράεδρον ΑΒΓΔ. Εἷς τὸ Δ φέρομεν τὰ ἐπίπεδα 
α, β, γ κάϑετα ἀντιστοίχως ἐπὶ τὰς ἀκμὰς ΔΑ, ΔΒ, ΔΙ᾽ Νὰ ἀποδειχϑῇ 
ὅτι τὰ σημεῖα τῆς τομῇς τοῦ α μετὰ τῆς ΒΓ, τοῦ β μετὰ τῆς ΑΓ καὶ 
τοῦ γὙ μετὰ τῆς ΑΒ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας (Μ. ϑεοπεπίετ). 


Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἄμεσος συνέπεια τοῦ θεωρήματος τῶν 
παραπληρωματικῶν τριέδρων γωνιῶν ἢ τῶν σφαιρικῶν πολικῶν 
τριγώνων. (Κίετθος, (Κοπεγχάγη), Μαϊποβϑὶς, 1910, σ, 265, πὸ 27, 
1909, ο. 126, πὸ 14, 1. Νευδεγρ καὶ σ. 154, (, δεγναΐβ, 1. Μ' 
1910, σ. 147, πὸ 3711]. Βλ. ὡσαύτως τὸ προταθὲν ζήτημα ὑπὸ 
Βτγοςαγὰ (8 1342 ξ). Ἢ ἰδιαιτέρα αὕτη περίπτωσις εἶχεν ἤδη μελε- 
τηθῆ ὑπὸ τοῦ ΒΟΡΊΠΠ16τ, κ5. ἀ. Ο., τόμ. ΧΧ ΠῚ, 1827 - 1828, σ. 185, 


Θεώρ. 1). Ε 
Ογκοι 


Θεώρημα 700 


1847. 'Ο ὄγκος παντὸς τριγωνικοῦ πρίσματος ἰσοῦται πρὸς τὸ ἥμισυ 
τοῦ γινομένου μιᾶς ἕδρας ἐπὶ τὴν ἀπό- 
στασιν ἀπ’ αὐτῆς τῆς ἀπέναντι ἀκμῆς. 

Ἂς εἶναι ΑΒΓΔΕΖ τὸ τριγωνι- 
κὸν πρῖσμα, ΙΚ ἡ ἀπόστασις τῆς ΕΖ 
ἀπὸ τῆς ἕδρας ΑΒΓΔ. Ἂν φέρωμεν 
τὰ ἐπίπεδα ΑΘ καὶ ΕΘ, ἀντιοτοί- 
χως παράλληλα πρὸς τὰς ἕδρας ΕΓ 
καὶ ΑΓ, καὶ προεκτείνωμεν τὰς τρι- 
γωνικὰς ἕδρας τοῦ. πρίσματος, σχη- 
ματίζομεν τὸ παραλληλεπίπεδον ΑΖ. τὸ ὁποῖον εἶναι διπλάσιον 
τοῦ θεωρηθέντος πρίσματος. 

Δυνάμεθα νὰ λάβωμεν ὡς βάσιν τοῦ παραλληλεπιπέδου τὴν 
ἕδραν ΑΒΓΔ, ὁπότε ὕψος αὐτοῦ θὰ εἶναι ΙΚ. Θὰ ἔχωμεν 


ἤΟγκος παραλληλεπιπέδου -Ξ (ΑΒΓΔ) ([Κ)}. 


ἼΑρα ἴΟγκος πρίοματος -- ΚΑ... ὌΟΜΨΦΕΝ 


Σὰ. 1507. 


Θεώρημα 701 


1848. "Ο ὄγκος παντὸς κανονιχοῦ πρίσματος ἰσοῦται πρὸς τὸ γινό- 
μενον τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας ἐπὶ τὸ ἥμισυ τοῦ ἀπο- 
στήματος τῆς βάσεως. 

ἊΑς ὑποθέσωμεν ὅτι τὸ κανονικὸν πρῖσμα ἔχει ν παραπλεύ- 
ρους ἕδρας’ τὰ ν ἐπίπεδα, τὰ ὀριζόμενα διὰ τοῦ ἄξονος τοῦ πρί- 
σματος καὶ ἑκάστης τῶν παραπλεύρων ἀκμῶν αὐτοῦ, διαιροῦσι τὸ 
πρῖσμα εἰς ν ἴσα τριγωνικὰ πρίσματα. Τὸ ἀπόστημα δὲ τῆς βάσεως 
τοῦ πρίσματος εἶναι καὶ ἡ ἀπόστασις τοῦ ἄξονος αὐτοῦ ἀφ᾽ ἑκά- 
στης τῶν παραπλεύρων ἑδρῶν τοῦ πρίσματος. 

'ἙἙπομένως, διὰ τὰ τριγωνικὰ ταῦτὰ πρίσματα αἱ ἀποστάσεις 
τῆς κοινῆς τῶν ἀκμῆς ἀπὸ τῶν ἀπέναντι ἑδρῶν εἶναι ἴσαι. 
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Καλοῦντες Ε τὸ ἐμβαδὸν ἑκάστης παραπλεύρου ἕδρας τοῦ 
ϑοθέντος καὶ α τὸ ἀπόστημα τῆς βάσεως, θὰ ἔχωμεν: 
Ογκος ἑνὸς τριγωνικοῦ πρίσματος κατὰ τὸ προηγούμενον θεώ- 


δ. 3: Ε.α 
ρῆμα -- ποτ: 


ἴὌὌγκος ν ἴσων τριγωνικῶν πρισμάτων --- Ὄγκος πρίσμα- 
ον Εα 
τος - --- τ: 
᾿Αλλ᾽ εἶναι: νΕ -- ἐμβαδὸν Σ παραπλεύρου ἐπιφανείας τοῦ πρί- 
σματος. ἼΑρα ᾿ 
ν 


Ογκος πρίσματος -- - τὴν 


Θεώρημα 702 


. Ἂ : ἢ τ τι κίον 16. 
1849. "“Ο ὕγκος πάσης κανονικῆς πυραμίδοφ ἰσοῦται πρὸς τὸ --- 
ὁ) 


τοῦ γινομένου τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας της ἐπὶ τὴν 
ἀπόστασιν τοῦ κέντρου τῆς βάσεως ἀπὸ μιᾶς παραπλεύρου ἕδρας. 


Ἂς ὑποθέσωμεν ὅτι ἡ κανονικὴ πυραμὶς ἔχει ν παραπλεύρους 
ἕδρας. Τὰ ἐπίπεδα, τὰ ὁριζόμενα διὰ τοῦ ἄξονος καὶ δι᾽ ἑκά- 
στης τῶν παραπλεύρων ἀκμῶν τῆς πυραμίδος, χωρίζουν. ταύτην 
εἰςεν ἴσας τριγωνικὰς πυραμίδας. Ἑκάστης τούτων δυνάμεθα νὰ 
λάβωμεν ὡς βάσιν τὴν παράπλευρον ἕδραν τῆς δοθείσης, ὁπότε 
τὸ ὕψος τῆς τριγωνικῆς θὰ εἶναι ἡ ἀπόστασις τοῦ κέντρου τῆς 
βάσεως τῆς δοθείσης ἀπὸ μιᾶς παραπλεύρου αὐτῆς ἕδρας. 

Ἂς εἶναι Ε τὸ ἑμβαδὸν τῆς παραπλεύρου ἕδρας τῆς δοθεί- 
οηῆς καὶ α ή ἀπόστασις τοῦ κέντρου τῆς βάσεως ἀπ᾽ αὐτῆς. 
Θὰ ἔχωμεν: 


ἤΟγκος ἑκάστης τριγωνικῆς πυραμίδος --- ἘΠ 
ΓΑρα: Ὄγκος δοθείσης -- ἀπο : . 


Θεώρημα 708 
1860. Ὃ ὕγκος παντὸς τετραέδρου ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὸ τ τοῦ γινομένου μιᾶς ἀκμῆς 
του α ἐπὶ τὸ ἐμβαδὸν Ε τῆς προβολῆς τοῦ 
στερεοῦ ἐπὶ ἐπίπεδον κάϑετον ἐπὶ τὴν ἀκ- 
μὴν ταύτην. 


τ Τὸ τετράεδρον ΑΒΓΔ εἶναι διαφορὰ 
σα. τ. τῶν δύο ὀρθῶν κολοβῶν τριγωνικῶν πρι- 
σμάτων ΕΖΘΒΑΔ καὶ ΕΖΘΓΑΔ. ἴΑρα: 


(ΑΒΓΔ) --- “ Ε(ΘΒ Ὁ ΖΔ ΕΑ) Ξ 5: Ε(ΘΓ- ΖΔ-Ἐ ΕΑ), 


(ΑΒΓΔ) -- Ξ: Ε(ΘΒ -- ΘΓ) -- -τ- Ε. (ΓΒ)-- τε.α. 
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Θεώρημα 704 
1861. “Ὁ ὄγκος πάσης πυραμίδος ἐχούσης βάσιν τραπέξιον ἰσοῦται 
' : ᾿ 
πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ ἘΝ τοῦ ἀϑροίσμα" 


τὸς τῶν βάσεων α καὶ β τοῦ τραπεζίου 
ἐπὶ τὸ ἐμβαδὸν τῆς προβολῆς τῆς πυραμί- 
δος ἐπὶ ἐπίπεδον κάϑετον ἐπὶ τὰς βάσεις 
τοῦ τραπεζίου. 


ἯἩ πυραμὶς ΑΒΓΔΕ εἶναι διαφο- 
ρὰ τῶν ὀρθῶν κολοβῶν πρισμάτων 
ΖΘΗΑΒΓ καὶ ΖΘΗΑΔΕ καὶ ὁ ὄγκος 
της ἡ διαφορὰ τῶν ὄγκων τῶν στερεῶν 
τούτων. Καλοῦντες τὸ ἐμβαδὸν τῆς 
προβολῆς τοῦ στερεοῦ διὰ Ε, λαιβά- 
νομεν: 


(ΑΒΓΔΕ) - Ε(ΗΓ  - ΖΒ-ΈΘΑ) -- τε (ΗΔ -- ΖΕ -- ΘΑ) -- 


Ξ ΈΩΓ -- ΗΔ- ΖΒ -- ΖΕ) τ ΕΓΔ. ΒΕ) --  Ὲ («Ἐ8}. 


Θεώρημα τοῦ ομεπὶεν 704--1 


1861 α. Ὃ ὄγχος παντὸς κολοβοῦ παραλληλεπιπέδου ἰσοῦται πρὸς τὸ 
γινόμενον τοῦ ἡμιαϑροίσματος δύο παραλλήλων του ἑδοῶν ἐπὶ τὴν ἀπό- 
σζασιν τῶν ἑδρῶν τούτων. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο (συνέπεια τοῦ τῆς 8. 1847) εἶναι μία ἰδιαι- 
τέρα περίπτωσις ἑνὸς γνωστοῦ θεωρήματος. (6. πο 942). 


Θεώρημα 705 


1862. ᾿Ἐὰν τὸ ὕψος τριγωνιχοῦ πρίσματος εἶναι ἴσον πρὸς τὸ διπλά- 
σιον τῆς διαμέτρου τοῦ κύκλου τοῦ “περιγεγραμμένου περὶ τὴν βάσιν 
του, τὸ πρῖσμα εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς ὀρϑογώνιον παραλληλεπίπεδον 
ἔχον ὡς διαστάσεις τὰς τρεῖς πλευρὰς τῆς βάσεως τοῦ πρίσματος. 

"ἃς εἶναι α, β καὶ γ αἱ πλευραὶ τῆς βάσεως ΑΒΓ τοῦ τριγω- 
νικοῦ πρίσματος καὶ Δ ἡ διάμετρος τοῦ περὶ τὸ ΑΒΓ περιγεγραμ- 
μένου κύκλου. Ἔκ τῆς ἐπιπεδομετρίας γνωρίζομεν ὅτι : 


. αβ.γ 
(ΑΒΓ) -Ξ- ἔξελ Ὁ 
᾿Αλλ᾽ εἶναι: 


“Ογκος τοῦ πρίσματος -Ξ- (ΑΒΓ). υ-Οο Ξρον .2Δ --α.β.γ. 


Τὸ γινόμενον α.β.γ παριστᾶ τὸν ὄγκον ὀρθογωνίου παραλ- 
ληλεπιπέδου ἔχοντος διαστάσεις τὰς α, β καὶ γ. 
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Θεώρημα 706 


1858. "Ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου καὶ 
σχηματίζουν ἀνὰ δύο ἴσας γωνίας, τὸ ὀκτάεδρον τὸ ἔχον χορυφὰς τὰ 
ἄχρα τῶν τριῶν τούτων εὐθειῶν ἔχει ὄγκον σταϑερόν. 


(Βλ. Μέϑοδοι, δ 156). 
Θεώρημα 707 


1884. Τὸ ἐπίπεδον τὸ διερχόμενον διὰ μιᾶς ἀκμῆς τετραέδρου καὶ 
τοῦ μέσου τῆς ἀπέναντι αὐτῆς, διαιρεῖ τὸ τε- 
τράεδρον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα. 

"Ἔστω ΓΕ -- ΔΕ. 

Φέρομεν τὰς καθέτους ΓΜ, ΔΝ ἐπὶ τὴν 
κοινὴν ἕδραν ΑΒΕ. ἢ 

Τὰ δύο τετράεδρα εἶναι ἰσοδύναμα, ὡς 
ἔχοντα βάσιν κοινὴν ΑΒῈ καὶ ὕψη ΔΝ, ΓΜ 
ἐκ τῶν Δ καὶ Γ ἴσα, ὡς ἀποστάσεις τῶν 
ἄκρων εὐθυγράμμου τμήματος ἀπὸ ἐπιπέδου 
διερχομένου διὰ τοῦ μέσου αὐτοῦ. 


Θεώρημα 707--Ἰ 


1865. Πᾶν ἐπίπεδον διερχόμενον διὰ τῶν μέσων δύο ἀπέναντι ἀκμῶν 
τετραέδρου, διαιρεῖ αὐτὸ εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα. 


"Ἂς εἶναι Ε καὶ Ζ τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι ἀκμῶν ΒΓ καὶ ΑΔ, 

διὰ των ὁποίων ἄγεται ἡ τομὴ ΖΘΕΗ. Ἑνοῦμεν τὸ σημεῖον Α μὲ 

τὰ Ζ, Ἡ καὶ φέρομεν τὰς ΔΖ καὶ ΔΘ. Τὰ 

πρὸς σύγκρισιν δύο στερεὰ ἀποτελοῦνται 

ἀπὸ τὰς τετραγωνικὰς πυραμίδας Α,ΖΘΕΗ 

καὶ Δ,ΙΖΘΕΗ, καὶ τὰς τριγωνικὰς Β.ΙΑΉΖ 
καὶ Γ,ΘΖΔ. 

ΑἹ, δύο πρῶται πυραμίδες εἶναι ἰσοδύ- 
ναμοι, διότι ἔχουν τὴν αὐτὴν βάσιν ΖΘΕΗ 
καὶ ὕψη ἴσα (8 1854). “Ὅσον δὲ ἀφορᾶ 
τὰς τριγωνικὰς πυραμίδας ΑΒΖΗ καὶ 
"Δ ΔΓΖΘ, θὰ συγκρίνωμεν ἑκάστην αὐτῶν 
πρὸς τὸ δοθὲν τετράεϑρον. ᾿ 

Γνωρίζομεν ὅτι ὁ λόγος δύο τριγωνι- 
κῶν πυραμίδων, ἐχουσῶν κοινὴν μίαν τῶν 

1. στερεῶν τῶν γωνιῶν, ἰσοῦται πρὸς τὸν λό- 
τυ, 421. γον τῶν γινομένων τῶν ἀκμῶν τῶν ἴσων 
στερεῶν γωνιῶν. 


ἝἝπομένως: 
ΒΑΖΗ) ΒΑ.ΒΖ.8 } ΒΗ 
Δ) ΒΑ.ΒΓ.ΒΔ 28Δ᾿ 
(ΓΔΖΘ0),. ΓΔΙΓΖΙΙ͂Θ ΓΘ 
(ΓΔΒᾺ) ΓΔΙΙ͂ΒΙΙΑ 2ΓΑ᾿ 
ἐΑλλ᾽ οἱ Ἀόγοι ΠΩΣ καὶ ΡΝ ἢ ἘΝ καὶ ΣΝ , εἶναι ἴσοι. 
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διότι πᾶν ἐπίπεδον ΖΉΕΘ, ἀγόμενον διὰ τῶν μέσων Ε καὶ Ζ δύο 
ἀπέναντι ἀκμῶν ἑνὸς στρεβλοῦ τετραπλεύρου ΑΔΒ Γ, διαιρεῖ 
τὰς δύο ἄλλας ἀπέναντι ἀκμὰς ΒΔ καὶ ΑΓ εἰς μέρη ἀνάλογα 
(85 1001)" ἄρα: 


- 

τ: αἱ Ξε ΒΝ , κατὰ συνέπειαν (ΒΑΖΗ) -- (ΓΔΖΘ.. 

Διηρέθη ἑπομένως τὸ τετράεδρον εἰς δύο ἰσοδύναμα μέρη. 
Θεώρημα τοῦ “ιεἰπεν 708 


1866. "Ἐπὶ δύο εὐθειῶν μὴ κειμένων ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου λαμβά- 
νομεν δύο δοϑέντα μήκη ΑΒ καὶ ΓΔ. Νὰ ἀποδειχϑῇ ὅτι τὸ τετράεδρον 
τὸ ἔχον κορνφὰς τὰ τέσσαρα σημεῖα Α,Β,Γ καὶ Δ ἔχει σταϑερὸν ὄγχον, 
οἰανδήποτε ϑέσιν καὶ ἄν ἔχουν τὰ τμήματα ΑΒ᾿ καὶ ΓΔ ἐπὶ τῶν δο- 
ϑεισῶν εὐθειῶν. : 


(Βλ. Μέϑοδοι, καὶ 158). 


Σημείωσις. 1) Δυνάμέθα ἐπίσης νὰ ἀποδείξωμεν τὴν πρότασιν 
στηριζόμενοι εἰς τὴν ἄσκησιν τῆς 8 1850. 

2) ᾽Εὰν παραστήσωμεν μὲ Α καὶ Β τὰ δοθέντα μήκη (τὰ μήκη 
δύο ἀπέναντι ἀκμῶν τοῦ τετραέδρου), μὲ Δ τὴν ἐλαχίστην τῶν 
ἀκμῶν τούτων ἀπόστασιν, μὲ α τὴν γωνίαν τῶν ἰδίων ἀκμῶν καὶ 
μὲ ν΄ τὸν ὄγκον τοῦ τετραέδρου, θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 


ν -- τ τος ἢ νεᾶς 


ἐξ οὗ ἀποδεικνύεται ἡ σταθερότης τοῦ ὄγκου, διότι ὅλοι οἱ παρά- 
γοντες τοῦ Ζ2Ζου μέλους εἶναι σταθεροί. 

Τὸ θεώρημα ὀφείλεται εἰς τοὺς Ῥ. 1,επιβέτις καὶ ΤΊπιτιδττηδη5 
(Απηαϊο8 ἀς ἀεγῃοηηο, τομ. ΧΝΤΙΣ, 1827 - 28, σ. 250). Ἢ διατύπωσις 
τοῦ θεωρήματος εἶναι εἰς τὴν σ. 156 τοῦ αὐτοῦ τόμου. Ὃ Ρ. 1.6 
Οοίπίο, ᾿ορομβ 8}. ἴα (πόογὶρ ἀδ5 [οποίϊοη8 οἱγομίαῖνε8 παρέχει τὴν 
ἰδίαν πληροφορίαν. ᾿ 

Τὰ Ν.Α. 1853 σ. 47 δίδουσιν τὴν ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος, 
διατυπουμένου οὕτω ὑπὸ τοῦ διίεῖπετ: ᾿ 

«᾿Επὶ μιᾶς εὐθείας Α ὁρίζονται δύο σημεῖα α καὶ β' ἐπὶ ἄλλης εὐϑείας Β 
λαμβάνομεν δύο σημεῖα Ὑ καὶ δ, τῶν ὁποίων ἡ ἀπόστασις Ὑὃ εἶναι σταϑερά. 
Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ὁλικῆς ἐπιφανείας τῆς πυραμίδος αβγδ γένεται ἐλάχιστον, 
ὅταν τὸ μέσον τῆς Ὑδ εἶναι τὸ σημεῖον εἰς τὸ ὁποῖον ἡ ἐλαχίστη ἀπόστασις 
μεταξὺ τῶν Α καὶ Β τέμνῃ τὴν Β». 

'ῶς πόρισμα τούτου ἀκολουθεῖ ἡ ἑξῆς πρότασις : 

«᾿Επὶ δύο εὐθειῶν λαμβάνομεν δύο μήκη σταϑερὰ καὶ ϑεωροῦμεν ταῦτα 
ὡς ἀπέναντι ἀκμὰς ἑνὸς τετραέδρου. Ὃ ὄγκος παντὸς τοιούτον τετραέδρου 
εἶναι σταϑερὸς καὶ ἣ ὁλική του ἐπιφάνεια καϑίσταται ἐλαχίστη, ὅταν ἡ ἐλα- 
χίστη ἀπόστασις (χοινὴ κάϑετος) μεταξὺ τῶν δύο εὐθειῶν διαιρῇ τὰ δύο μή- 
κῇ εἷς ἴσα μέρη. Εἰς τὴν ϑέσιν ταύτην τοῦ τετραέδρον, ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας 
τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς αὑτὸ ἀποβαίνει. μεγίστη». Ἅ 


Θεώρημα 7οο 


1857. "Ἐὰν μίᾳ αὐϑεῖα ὀλισϑαίνῃ ἐπὶ δύο ἀπέναντι ἀκμῶν τετραέ- 
ὅρου, μένουσα πάντοτε παράλληλος πρὸς ἄλλας δύο ἀπέναντι ἡκμὸς τοῦ 
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αὐτοῦ τετραέδρου, ἣ κατὰ τὴν χίνησίν της παραγομένη ἐπιφάνεια, διαι- 
ρεῖ τὸ τετράεδρον εἰς δύο ἰσοδύναμα μέρη. 


"Ἂς εἶναι ΜΝ ἡ ἐπὶ τῶν ἀκμῶν ΑΒ καὶ ΓΔ ὀλισθαίνουσα εὐ- 
θεῖα καὶ ἂς μένῃ παράλληλος πρὸς ἐπί- 
πεδον παράλληλον πρὸς τὰς ἀκμὰς ΒΓ 
καὶ ΑΔ. 

Γνωρίζομεν ὅτι, κατὰ τὴν κίνησιν τῆς 
ΜΝ, αἱ ἀκμαὶ ΑΒ καὶ ΔΓ θὰ διαιροῦνται, 
εἰς ἑκάστην θέσιν αὐτῆς, εἰς μέρη ἀνά- 
λογα (8 1798). 

᾿Επειδὴ τὸ τέμνον ἐπίπεδον εἶναι πα- 
ράλληλον πρὸς τὰς ἀκμὰς ΑΔ καὶ ΒΓ, 
κόπτει τὰἀς ἕδρας ΑΒΓ καὶ ΔΒΓ κατὰ τὰς 
εὐθείας ΜΟ καὶ ΝΛ, παραλλήλους πρὸς 
τὴν ΒΓ, καὶ τὰς ἕδρας ΒΑΔ καὶ ΓΑΔ 
κατὰ τὰς εὐθείας ΛΜ καὶ ΝΟ, παραλλή- 
λοὺυς πρὸς ΑΔ. Ἑπομένως, ἡ τομὴ εἶναι 

Σχ. 1215, παραλληλόγραμμον ΛΜΟΝ' ἡ στρεβλὴ 
ἐπιφάνεια (Ε) τῆς ὁποίας ἡ πε δ τρέσας γε- 

- νέτειρα, διαιρεῖ τὸ παραλληλόγραμμον 

ΛΜΟΝ εἰς δύο μέρη ἴσα. Τὸ αὐτὸ ἀἰὐεβαίνεί δι΄ ὅλας τὰ ἀνα- 


λόγους τομάς. "Ἑπομένως, τὸ τετράεδρον διαιρεῖται εἰς δύο μέρη 
ἰσοδύναμα (53). 


Θεώρημα 706--ἴἶ 
1868. ὋΟ ὄγκος παντὸς κολοβοῦ παραλληλεπιπέδον ἰσοῦται πρὸς τὸ 


γινόμενον τῆς καϑέτου τομῆς του ἐπὶ τὸ ἡμιάϑροισμα δύο ἀπέναντι πα- 
ραπλεύρων ἀκμῶν του. ᾿ 


Ἢ πρότασις ἀποδεικνύεται δι᾽ ἀγωγῆς καθέτου τομῆς διὰ τοῦ 


κέντρου τοῦ παραλληλογράμμου--ἄνω βάσεως τοῦ στερεοῦ, ἢ .καὶ 
δι᾿ ἐφαρμογῆς τοῦ ἑπομένου. θεωρήματος. 


Θεώρημα 710 


1859. Ὃ ὄγκος ἑνὸς κολοβοῦ ὀρϑοῦ παραλ- 
ληλεπιπέδου Σ, μὲ κάτω βάσιν παραλληλόγραμ- 
μον ΑΒΓΔ καὶ ἄνω στρεβλὺν τετράπλευρον 
ΑΒ Γ΄Δ’, εἶναι ἴσος πρὸς τὸ γινόμενον τῆς βά- 
σεως ἐπὶ τὸν μέσον ὅρον τῶν παραπλεύρων ἀχμῶν. 

Ἔστω ΟΜΝ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου Ο τῆς βά-͵ 
σεως καὶ παράλληλος πρὸς τὰς ἀκμὰς ἀγο- 
μένη εὐθεῖα. Τὰ σημεῖα Μ, Ν, καθ᾽ ἃ ἡ εὖ- 
θεῖα αὕτη τέμνει τὰς Δ΄ Ε΄ καὶ ΑὙΓ΄, εἶναι προ- 
φανῶς μέσα τῶν διαγωνίων Β΄ Δ΄ καὶ Α'Γ' τοῦ 
στρεβλοῦ τετραπλεύρου Α΄ Β΄Γ΄Δ΄ καὶ θὰ εἴ- 
ναι, ἕνεκα τῶν τραπεζίων τοῦ σχήματος : 


ς απ β-.8 
ΟΝ ΞΞΙΞΞ ξόε σας 


Σ.. 1519, 


101. Σημ. μετ. ᾿Εκειδὴ ἕκαστον τῶν δύο τμημάτων εἰς ἃ διαιρεῖται 
τὸ τετράεδρον ὑπὸ τῆς (Ε}. δύναται νὰ θεωρηθῇ ἄθροισμα ἀπειροστῶν 
πρισμάτων ἴσων ἀνὰ δύο. 
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Τὸ στερεὸν Σ ἀποτελεῖται ἐκ τῶν τεσσάρων κολοβῶν ὀρθῶν 
τριγωνικῶν πρισμάτων 


ΟΑΒ -- ΝΑ Β’, ΟΒΓ-- ΝΒ Γ΄, ΟΓΔ -- ΝΓ΄ Δ΄, ΟΔΑ -- ΝΔ΄Α΄, 
ἕκαστον τῶν ὁποίων ἔχει βάσιν τὸ τέταρτον τοῦ παραλληλογράμ- 
μου τῆς βάσεως. Ἑπομένως 


4 
᾿Αλλ’ εἶναι 


ΑΒΓΔ ["9ϑ 39 ει 5 ἘΡ 66}, 
3 


20ΟΝ --πα-Ἐἐγ ἢ καὶ β -Ἐδ. 
ἼΑρα ἶ 
γι (ΑΒΓΔ)[ 3(α ἘΡ ῬΥ -Ὁ ὃ) 
γε ποο τ ὙπΠ ττ} 


. (ΑΒΓΔ) (ΞΕ ΒΕ ῈΞ ) (οὴ 


Θεώρημα 711 


1860. ᾽Εὰν ἐξ ἑκάστης κορυφῆς τετραέδρου ἀχϑῇ ἐπίπεδον παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ἀπέναντι ἕδραν, 
σχηματίζεται νέον τετράεδρον καὶ τοῦ 
ὁποίου ὁ ὄγκος εἶναι Φή πλάσιος τοῦ 
ὔγχου τοῦ ἀρχικοῦ τετραέδρου. 


Θεωροῦμεν ἕν τυχὸν τετράε- 
δρον Α΄Β΄Γ’ Δ΄, Ἑ νοῦμεν τὴν κο- 
ρυφὴν Δ’ μὲ τὰ μέσα ἑκάστης 
τῶν πλευρῶν τῆς ἔναντι ἕδρας 
Β᾽Γ΄ Δ΄ καὶ φέρομεν τὰς διαμέ- 
σους τῆς Β΄Γ΄ Δ΄, τὰς πἰγοβένας 
ἐκ τῶν κορυφῶν Β΄’ καὶ Γ΄. Τὸ 
σημεῖον Δ, εἰς ὃ ἐριπα αἱ 
διάμεσοι τῆς ΒΓ’ Δ΄ θὰ ἀπέχῃ 
ἑκάστης τῶν κορυφῶν Β’ καὶ ἢ 


τὰ Ξ- τῆς ἀντιστοίχου διαμέσου. 


“Ας εἶναι Α, Β καὶ [Γ᾿ τὰ κοινὰ 
σημεῖα τῶν διαμέσων ἑκάστης 
τῶν παραπλεύρων ἑδρῶν τοῦ τε- Σχ. 1514. 
τραέδρου Δ΄, Α΄ ΒΊΓ΄. 

᾿Επειδὴ τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓ 
τέμνει τὰς εὐθείας ΔΈ, Δ΄Ζ καὶ Δ'Θ εἰς μέρη ἀνάλογα : 


ΔΆ ΔΒ ΔΓ 2 
ΔῈ ΔΣΖ .ΔῈ 3 


102. Σημ. μετ. Προετιμήσαμεν τὴν ἀνωτέρω ἀπόδειξιν τῆς τοῦ κει- 
μένου. ὡς στοιχειωδεστέραν. Ἢ ἀκμὴ ΑΤ΄ ὑπέρκειται τῆς Β΄ Δ΄. 
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θὰ εἶναι παράλληλον πρὸς τὸ Α΄Β΄Γ', τὸ αὐτὸ δὲ θὰ συμ- 
βαίνῃ καὶ διὰ τὰς ἄλλας ἕδρας τοῦ τετραέδρου. ᾿Εκ τούτου ἕπε- 
ται, ὅτι τὰ δύο τετράεδρα εἶναι ὅμοια, ἂν καὶ τὰ στοιχεῖα των 
εἶναι διατεταγμένα κατ᾽ ἀντίστροφον τάξιν. ᾿Επομένως, ἂν ἐδίδετο 
ὡς ἀρχικὸν τὸ ΑΒΓΔ καὶ ἐφέρομεν ἐκ τῶν κορυφῶν του ἐπίπεδα 
παράλληλα, θὰ προέκυπτε τὸ Α΄ Β΄ Γ΄ Δ΄. 

᾿Επειδὴ δὲ ἐκ τῶν γενομένων κατασκευῶν προκύπτει, ὅτι ἐκά- 


στη τῶν ἀκμῶν τοῦ ΔΑΒΓ εἶναι τὸ τ τῆς ὁμολόγου τῆς ἀκμῆς 
τοῦ Δ΄Α΄Β΄Γ΄, ὁ ὄγκος τοῦ ΔΑΒΓ θὰ εἶναι τὸ (- τοῦ ὄγκου 


τοῦ Δ΄Α΄ Β΄Γ’, ἤτοι τὸ ΣΕ αὐτοῦ. 

Ἄλλη ἀπόδειξις, 'Εκάστη κορυφὴ τοῦ ἐσωτερικοῦ τετραέδρου εἶ- 
ναι κέντρον βάρους μιᾶς τῶν ἑδρῶν τόῦ μεγάλου. 

Πράγματι, ἡ ΑΒ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΕΖ, ὡς τομαὶ τῶν 
παραλλήλων ἐπιπέδων ΑΒΓ καὶ Α'ΒΓ’ ὑπὸ τοῦ Δ΄ΑΒ’ ὁμοίως, ἡ 
ΑΒ θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν τομὴν τῆς ἕδρας Δ΄ Α΄ Β΄ ὑπὸ 
τοῦ ΑΒΓ καὶ ἡ ὁποία διέ χεται διὰ τοῦ Γ καὶ εἶναι παράλληλος 
πρὸς Α΄ Β’. Ἑπομένως, ἡ Ε εἶναι παράλληλος πρὸς Α΄ Β΄: ὁμοίως 
ἀποδεικνύεται ὅτι καὶ αἱ ΕΘ καὶ ΖΘ εἶναι παράλληλοι ἀντιστοί- 
χως πρὸς τὰς ΑΥΓ΄' καὶ Γ΄Β΄. 

Οὕτω τὰ Ε, Ζ, Θ εἶναι τὰ μέσα τῶν πλευρῶν καὶ τὸ σημεῖον 
Δ θὰ εἶναι τὸ κέντρον βάρους τοῦ τριγώνου Α΄ Β΄Γ΄, ἐπειδὴ τὸ 
σημεῖον τοῦτο κεῖται ἐπὶ τῆς διαμέσου Β΄Ζ (ὅρα καὶ ἐπὶ τῶν ἄλ- 
λῶν διαμέσων τοῦ Α΄ ΒΓ’ τριγώνου), ἀφοῦ ἡ ΒΔ εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὴν Β΄ Δ΄. 

Θὰ ἔχωμεν: 


ΑΒ’ ΞΞ2ῈΕ2 -2. 3.48 -- 3.8. 


Εἶναι δηλαδὴ ὁ λόγος ὁμοιότητος τῶν δύο στερεῶν ἴσος πρὸς 
3 καὶ κατ᾽’ ἀκολουθίαν ὁ λόγος τῶν ὄγκων των ἴσος πρὸς 27. 


Θεώρημα 712 


1861. Ἐπὶ τῶν τριῶν παραπλεύρων ἑδρῶν τριγωνικῆς πυραμίδος 
ΣΑΒΓ κατασκενάζομεν πρίσματα τῶν ὅ- 
ποίων ἔστω Ο ἧ τομὴ τῶν ἐπιπέδων τῶν 
ἄνω βάσεων. αὐτῶν. ᾿Επὶ δὲ τῆς βάσεω;; 
τῆς πυραμίδος κατασχενάζομεν τέταρτον 
πρῖσμα, ἔχον παραπλεύρους ἀχμὰς ἴσας, πα- 
ραλλήλους καὶ τῆς αὐτῆς φορᾶς πρὸς τὸ 
εὐθύγραμμον τμῆμα ΞΟ. 

Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ὄγχων τῶν 
τριῶν πρώτων πρισμάτων εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸν ὄγκον τοῦ τελευταίου πρίσματος. 


“Ἔστω ΑΒΣΛΜΝ ἐν τῶν πλευρικῶν 

᾿ πρισμάτων. ᾿Εὰν μεταφέρωμεν τὴν ἄνω 

Σχ, 4245, ἔ ΒΟΥ αὐτοῦ ΛΜΝ, ἐν τῷ ἐπεπεδιὴ της 

καὶ παραλλήλως ἑαυτῇ, εἰς τὴν θέσιν 

ΟΘΗ, τὸ στερεὸν ΑΒΣΟΘῊΗ θὰ εἶναι ἐπίσης πρίσμα καὶ ἰσοδύ- 
ναμον πρὸς τὸ ΑΒΣΛΜΝ. 
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᾿Αναλόγως ἐργαζόμενοι, ἀντικαθιστῶμεν τὰ δύο ἄλλα πλευρικὰ 
πρίσματα διὰ τῶν ἰσοδυνάμων τῶν ΒΣΓΗΟΚ καὶ ΓΣΑΚΟΘ. Τὸ 
οὕτω σχηματισθὲν τετράεδρον ΟΘΗΚ εἶναι προφανῶς ἴσον πρὸς 
τὸ ἀρχικὸν ΣΑΒΓ'’ ἐπειδὴ πάντα τὰ στοιχεῖα αὐτῶν, ἕδραι. καὶ 
δίεδροι, εἶναι ἀντιστοίχως ἴσα. 

᾿Εὰάν τώρα ἐκ τοῦ στερεοῦ ΑΒΓΚΟΘΗ ἀφαιρέσωμεν τὸ τετρά- 
εδρον ΣΑΒΓ, μᾶς ἀπομένει τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν πρισμάτων, 
τῶν ἐχόντων ὡς βάσεις τὰς περὶ τὸ Σ ἕδρας: ἂν δὲ ἐκ τοῦ αὐτοῦ 
στερεοῦ ΑΒΓΚΟΘΗ ἀφαιρέσωμεν τὸ ΟΘΗΚ, μᾶς μένει τὸ πρῖσμα 
ΑΒΓΘΗΑ͂, τὸ ἔχον βάσιν τὴν ΑΒΓ καὶ παραπλεύρους ἀκμὰς ἴσες 
᾿καὶ παραλλήλους πρὸς ΣΟ. Εἶναι τὸ πρῖσμα τοῦτο ἑπομένως ἰσο- 
δύναμον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν πρώτων. 

Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἀνάλογον πρὸς ἐκεῖνο τοῦ 
ΟἸαἴσγαυϊ (8 1559). 


Θεώρημα 718 


1862. Ὃ ὄγκος πάσης κολούρου τριγωνικῆς πυραμίδος. (Σ), ἐχούσης 
βάσεις Β καὶ Β΄, ἐμβαδὸν τομῆς Μ 
ὑπὸ ἐπιπέδου ἴσον ἀπέχοντος τῶν 
βάσεων καὶ ὕψους ν, ἰσοῦται πρὸς 


ἜυιΒ..4 Μ- Β᾽. 


"Ας εἶναι ΑΒΓΔΕΖ ἡ τριγω- 
νικὴ κόλουρος καὶ ΘΗ͂Ι ἡ τομή 
τῆς ὑπὸ ἐπιπέδου παραλλήλου ἢ 
πρὸς τὰς βάσεις της καὶ ἴσον 
ἀπέχοντος ἀπ᾽ αὐτῶν. 

ιὰ τῆς ΕΖ φέρομεν τὸ ἐπί- 
πεδον ΕΛΜΖ, παράλληλον πρὸς 
τὴν ΑΔ, διὰ δὲ τῆς ΖΜ φέρομεν 
τὸ ἐπίπεδον ΖΜΝ παράλληλον 
πρὸς τὸ ΕΛΒ. Οὕτω ἡ τριγωνικὴ 
κολουβος ἀναλύεται εἰς τὰ ἑξῆς 
στερεά: εἰς τὸ. τριγωνικὸν πρῖ- 
σμα ΑΛΜΔΕΖ, τὸ τριγωνικὸν 
πρῖσμα ΛΕΒΜΖΝ, τὸ ἔχον βά- 
σεις τὰς ΛΕΒ καὶ ΜΖΝ, καὶ τὴν 
τριγωνικὴν πυραμίδα ΖΜΝΓ. Θὰ 
ἔχωμεν: 
ὄγκος ΑΛΜΔΕΓ --(αλμ).υ, 


ὄγκος ΛΕΒΜΖΝ Ξ (ΛΜΝΒ). -ξ- (8 1847) 


ὄγκος ΖΜΝΓ -Ξ (ΜΝΓ). τ" 
“Ἐπομένως : ΤΌΝ 
νσ του [(Αλμὶ .- ΡΒ. .:1 ᾿ 


τε -ἰσιλλμ) 3(ΛΜΝΒ)-2 (ΜΝΓ)]} ΞΞ 


- [ΔΔμ)Ἐ  ΑΛΜ) ΕΓΛΜΝΒ):Ε(ΜΗΓῚ Ἐ ᾿ 
Ἐ 4{(4ΛΔΜ}) -Ἐ (ΚΗΡΣ) -Ἐ (ΣΡΙ)}7], 


ἀφοῦ ἐκ τοῦ σχήματος εἶναι φανερὸν ὅτι: 
(ΛΜΝΒ) ΞΞ Ζ(ΚΗΡΣ) καὶ (ΜΝΓ[ -- 4(ΣΡ]). 


“Ὥστε: ν» -- --- [8 --Β4 μ] 


Θεώρημα 718-- 


1863. Ὃ ὄγκος παντὸς πολυέδρου ἔχοντος δύο βάσεις παραλλήλους 
δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου 


γ Ξ (ΒΕ. ΜΈΒ,, 


ὅπον Β καὶ Β΄ εἶναι αἱ δύο βάσεις τοῦ στερεοῦ καὶ Μ ἣ τομὴ αὐτοῦ 
ὑπὸ ἐπιπέδου παραλλήλου πρὸς τὰς βάσεις καὶ ἴσον ἀπέχοντος αὐτῶν. 

Δυνάμεθα νὰ ἀναλύσωμεν τὸ στερεὸν εἰς πυραμίδας, πρίσματα, 
κολούρους πυραμίδας, κλπ. 

1864. Σημείωσις. 1) Τὸ στερεὸν τὸ περιεχόμενον μεταξὺ δύο 
παραλλήλων πολυγώνων καὶ τοῦ ὁποίου αἱ παράπλευροι ἕδραι 
εἶναι τρίγωνα ἢ τραπέζια καλεῖται προισματοειδὲς ἢ πρισμοειδές. Γενι- 
κώτερον, τὸ στερεὸν τὸ περιεχόμενον μεταξὺ παραλλήλων πολυ- 
γώνων καὶ τοῦ ὁποίου παράδπλευροι ἕδραι σχηματίζονται ἀπὸ τὴν 
κίνηοιν μιᾶς εὐθείας τεμνούσης τὰς περιμέτρους τῶν δύο βάσιν 
καὶ παραμενούσης ταρθλ Κ λυ πρὸς ἕν διευϑύνον ἐπίπεδον, ὀνομά- 
ζεται παραλληλοειδές. (5. πο 934). 

2) Τὸ προηγούμενον θεώρημα ἀποδίδεται ἐνίοτε εἰς τὸν δέεϊπιετ 
(Μαιβεοὶβ, 1885, 8. 9, γ"επυοὶ "). Τὸ θεώρημα τῆς 8 1863 δὲν εἶναι 
ἄλλωστε παρὰ ἰδιαιτέρα ἘΕΊΈΈΘΕΙΣ ἑνὸς θεωρήματος ἀρκετὰ γνω- 
στοῦ (6. π’ 985). 


Ὃ τύπος γπΞε 8:4 Μ-ΕΒ7, (α) 


ἐφαρμόζεται εἰς πολὺ περισσότερα στερεὰ ἀπὸ ἐκεῖνα ποὺ θεω- 
ροῦμεν συνήθως (6. π9 990). Εἰς τὴν ἄσκησιν 104 πο 877, τοῦ 4;- 
Ῥεπάϊοε αἰ Ἑμονοῖοοβ ἀ6 Οἐέογιέϊγιε, ἔχομεν ἀποδείξει, ὅτι ὁ αὐτὸς 
τύπος ἐφαρμόζεται εἰς πᾶν στερεόν, τοῦ “ὁποίου τὸ ἐμβαδὸν Ε(χ) 
τῆς τομῆς εἰς ἀπόστασιν χ ἀπὸ τῆς βάσεως δίδεται ἀπὸ μίαν συ- 
νάρτησιν τρίτου βαθμοῦ Ε(χ)ΞΞ ακ' -Ἐ βχ" -Ἐ γχ -Ἐ ὃ (193). 


108. ΣΉΊμι μετ. ΓΑν κα ἢ ἀπόστασις τοῦ τέμνοντος ἐπιπέδου ἀπὸ τῆς 
κάτω βάσεως Β τοῦ στερεοῦ καὶ 1ι τὸ ὕψος αὑτοῦ, ὅ ὄγκος τοῦ στϑρεοῦ εἶνα: 
Γ Η ε: 3 με 
Υ̓ -ὸ [(ἀκ' Ἐ6χ’ ἘπῚκ Ἐδ)ακ τ «ΟΣ ΤΥ Ἔα. 
ἘΠ ὁ τύπος οὗτος γράφεται καὶ 


Ξρ [ὦ ἘΘΡκΈσΒΡΕ τα τ δ) τ {α () τ: (5) Ἐν 3 Ὁ}} 
ἢ ΩΝ Β() Ἐπ.) 45(5}}. δηλιν -- Ἐ[ΒἘ5΄-Ὁ4Μ]: 
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Διὰ τὰ αὐτὰ στερεὰ ἔχομεν εὕρει ὅτι ὁ ὄγκος τῶν δύναται νὰ 
ἐκφρασθῇ διὰ τοῦ τύπου 


ν--ἘἰΒ-3({--Δ) ἘΒΊ (β) 


ὅπου Γ καὶ Δ τὰ ἐμβαδὰ τομῶν τοῦ στερεοῦ ὑπὸ ἐπιπέδων εἰς τὸ 
πρῶτον τρίτον καὶ δεύτερον τρίτον τοῦ ὕψους. 

3) Εἴχομεν τὴν εὐχάριστον ἔκπληξιν νὰ εὕρωμεν εἰς τὸ ἔργον 
τοῦ Μαοϊαδυτγὶπ: Τγαὶϊίὁ ἀοἐ86 χἰμαϊοηβ πὴ 848, ἕνα τύπον παρεμβολῆς, 
ὅστις ἐπιτρέπει νὰ ἐπαληθεύσωμεν τὰ ἐπιτευχθέντα ἀποτελέσματα 
διὰ τῆς ἀπ’ εὐθείας μεθόδου. Παριστῶντες μὲ Α τὸ ἄθροισμα τῶν 
ἄκρων βάσεων τοῦ στερεοῦ, μὲ Β τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμβαδῶν ὅλων 
τῶν ἐνδιαμέσων τομῶν, μὲ υ τὸ ὕψος τὸ ὁποῖον διαιροῦμεν εἰς 
ν ἴσα μέρη καὶ ἀρκούμενοι εἰς τὸν ἴον ὅρον εὑρίσκομεν ὡς ἀνηγμέ- 
νους τύπους τούς: 


διὰ τρεῖς τομὰς χ' ΞΞ(Α -- 48) -- (α") 

διὰ τέσσαρας τομὰς Χ' ΞΞ(Α -ἰ 3Β) τ - (β) 
Ὃ πρῶτος τύπος συνιστᾶται ὑπὸ τοῦ Νεύτωνος καὶ δὲν εἶναι 
παρὰ τύπος (α), γνωστὸς ὡσαύτως ὡς ἀνηγμένος τύπος τοῦ 


ϑισπβοι. 

Ὃ δεύτερος (β΄) ἔχει εὑρεθῆ ὑπὸ τοῦ (σοίεβ καὶ εἶναι ὁ τύπος 
(β). ᾿Αλλὰ οἱ ἐπιφανεῖς οὗτοι γεωμέτραι δὲν ὑποδεικνύουν τοὺς 
(α7 καὶ (β΄) παρὰ ὡς τύπους προσεγγίσεως. Οὐχ᾽ ἧττον ὅμως ἐφαρ- 
μόζονται οἱ τύποι οὗτοι καὶ παρέχουν τὰ ἀκριβῆ ἐξαγόμενα ὅταν 
ἡ τομῇ, Ε(κ), παρέχεται ὑπὸ συναρτήσεως τὸ πολὺ τρίτου βαθμοῦ. 

4) Τὸ θεώρημα (8 1863) καὶ ἡ ἐπέκτασίς του εἰς τὴν περίπτω- 
σιν ὅπου τὸ στερεὸν ὀρίζεται ὑπὸ ἐπιφανείας δευτέρου βαθμοῦ, 
ἔχουν δοθῆ εἰς τὰ Νομυοὶϊο5α Απηαὶο5 (1848, σ. 241). ᾿Αλλὰ εἰς τὸ 
θεώρημα τοῦ ϑαττγυ5 (σ. 244), ὅπου ἀναφέρεται ὅτι ὁ τύπος (α) 
ἐφαρμόζεται εἰς πᾶν στερεὸν τοῦ ὁποίου ἡ τομὴ Ε(χ) εἶναι συνάρ- 
τήῆσις δευτέρου βαθμοῦ, δὲν εἶναι ἀρκούντως γενική, ἐπειδὴ ἀλη- 
θεύει ὁμοίως καὶ ὅταν ἔχωμεν 


Ε (χ)ΞΞ ακ' Ἡ βχ᾽ -Ἐγχ τ ὅ. 

Εὐὑρίσκομεν μίαν δευτέραν σπουδὴν εἰς τὴν αὐτὴν συλλογὴν 
(ἔτος 1857, σ. 312 πο 393) καὶ μίαν ἔξοχον μελέτην, ὅπου τὸ ζή- 
ζημα ἔχει ἐξετασθῆ εἰς ὅλην τὴν γενικότητά του ἀπὸ τὸν Μαΐεγχ. 
(Ν. 4..,, 1880, σ. 529). 


Περὶ τοῦ τόπου Ἴ" (Β-Ἐ4Μ-Ἐ 1) βλ.: εἰς ὕοιγπαὶ ἀὲ Δία. 


τοῦ Τοπροιδιῖρβ, τὰ ἄρθρα τοῦ Οαβίτηϊς ἘΔῪ δὼ "ογιηὶ ον πιμὶθ 
ὧς Ομδαίμτε 1886, σ. σ. 79..., 169. κατόπιν 1896 σ. 271 σημείωσιν 
τοῦ Α. Απδτν᾽ 1887, σ. 22, Μαϊεσχ καὶ Ο. 1,..-Υ Μ.' 1696, σ. 135, 
Σημειώσεις τῶν Ἡδταβαγ, Οἷπο Ψοτία, ΟΘουϊατᾶ, Οτγυββασά. Βλ. 
ὡσαύτως, Βι!οίϊπ ἀρ Μαιπέόνιαιἑφιιο8α δρέοϊαϊοΒβ τοῦ Νίενθποϊον- 
ϑἰοί, Δεκέμβριος 1896 καὶ Μαίμοεὶδ, 1897, οσ. 105, ἄρθρον τοῦ 
Θοπ!ατὰ. ᾿ 

Εἰς τὸ Αρρεπαΐβε αἰ Ἐχενοῖροθ ἀ6 Οδοτηιέίγίθ, ἐκδοθὲν κατὰ τὸ 
1877, ὑποδεικνύομεν ἀρκετὰς ἐφαρμογὰς τοῦ τύπου (α), καθὼς κα 
τὸν τρόπον δι᾽ οὗ καταλήγομεν εἰς τὸν τύπον τοῦτον’ τὸ αὐτὸ καὶ 
διὰ τὸν τύπον (β)" (βλ. σ. 152 καὶ ἑξῆς, πο5 877, 878 καὶ 879). 


Γεωμετρία 6Ι 
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:Ὃ αὐτὸς τύπος ἔγκωμιάζεται ὑπὸ τὸ ὄνομα “μοποίογτημία, εἰς 
ἂν ἔργον ἐκδοθὲν εἰς τὸν Καναδᾶ (βλ. Τεαί - Βοοκ οὐ ἀεοπιείτψ 
ὅν 4 Ι,.. ϑεραΐὶπ (Μοπίγεβ!), 1903 πο 63, σ. 158 κ. ἐ.). 

"Ὡ 'Νίεποποϊονεῖὶ εἰς ἄρθρον του μνημονευθὲν ἀνωτέρω, ἀπο- 
δεικνύει ὅτι ὁ κανὼν ἐφαρμόζεται ὅταν Ε(κ) -Εὶ ἜΒ χ᾽ -᾿ σ(ε), 
ὅπου Α καὶ Β εἶναι σταθεραὶ καὶ σ(χ) εἶναι οἰαδήποτε περιττὴ 
συνάρτησις συνεχής, Ὃ Ο. Ἐοπίεπέ ἔχει ὡσαύτως ἐργασθῆ ἐπὶ 
τύπων κυβισμοῦ (Ν. Α. 1908, ο. 385 καὶ 1909, σ. 289). ᾿Απὸ ἰστο- 
ρικῆς ἀπόψεως ἀναφέρομεν τὸν τύπον μὲ δύο ὄρους τοῦ Κίηκεϊία 
(1. Μ. 1895, σ, 388 καὶ 1896, σ. 135.) ᾿ 


ν- - (Β-Ε3:}), 
ὅπου Β μία τῶν βάσεων καὶ ν» τομὴ τοῦ στερεοῦ, ἀπέχουσα ἀπὸ 
τῆς ἄλλης βάσεως Β’ κατὰ τὰ ᾿ τοῦ ὕψους. 
Θεώρημα τοῦ ασελεγοπὶ 719--11 


1866δ. Πολνέδρου Σ δύο ἔδραι κεῖνται ἐπὶ παραλλήλων ἐπιπέδων, 
ἔχουν τὸ αὐτὸ πλῆϑος πλευρῶν καὶ 
ἐχάστη γωνία τῆς μιᾶς εἶναι ἴση 
πρὸς μίαν γωνίαν τῆς ἄλλης. Αἴ 
λοιπαὶ ἕδραι εἶναι τραπέζια. 
᾿Ἐὰν παραστήσωμεν μὲ Ν᾽ τὸν 
ὄγκον τοῦ στερεοῦ, μὲ Ν΄ τὸν ὄγχον 
τοῦ πρίσματος; τοῦ ἔχοντος βάσιν 
τὴν τομὴν τοῦ στερεοῦ ὑπὸ ἐπιπέ- 
ἡ δου παραλλήλου πρὸς τὰς παραλλῆ- 
λους ἔδρας καὶ ἴσον ἀπέχοντος αὖ 
τῶν καὶ ὕψος τὴν ἀπόστασιν υ αὖ- 
τῶν, καὶ " Π τὸ ἐμβαδὸν πολυγώ- 
νον, τοῦ ὁποίον αἱ γωνίαι εἶναι ἴσαι 
μὲ τὰς τῶν παραλλήλων ἑδρῶν καὶ 
ἑκάστη πλευρὰ αὐτοῦ ἴση πρὸς τὴν 
διαφορὰν τῶν ὁμολόγων πλευρῶν 
τῶν ἰδίων ἑδρῶν, ϑὰ εἶναι 


ΕΝ 
ν--ν΄ Ξξπ. 15 


Στ. 111. 


"Αρκεῖ νὰ ἀποδειχθῇ τὸ θεώ-- 
ὌΝ ᾿ ρημα διὰ μίαν τριγωνικὴν κόλου» 
δον πυραμίδα. ᾿Επειδὴ τὸ στερεὸν δύναται νὰ ἀναλυθῇ εἰς κο- 

ούρους καὶ πρίσματα ἔχοντα τὸ ὕψος τῆς κολούρου. ᾿ῶς εἴδο: 
μὲν (8 1062), ὁ ὄγκος τῆς κολούρου πυραμίδος εἶναι : 


ἜΗΝ υ υ 
νΞΑΛΜΟυΈΛΜΝΒ. -Σ ἜΜΝΓ. τ. 
Διὰ νὰ ἐκφράσωμεν τὸν τύπον τοῦτον συναρτήσει τῆς τομῆς 
ΘΗ͂Ι, προσθέτομεν καὶ ἀφαιροῦμεν τὸ γινόμενον ΝΟ εἰς τὸ 
δεύτερον μέλος αὐτοῦ. Εὀρίσκομεν : 


τ αλΜ ὉΡΕΛΜΝΒ. Ξ ἜΜΝΓ. τ (ΣΡ) υ -- ΣΡ)νυ, 
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ἣν --(ΘΚΣ).υ-Ἐ(ΚΗΡΣ).υ-Ἐ (ΣΡΙ). Ὁ ΜΝΓ). -τ- (ΣΡ) .υ-- 


Ξε [(ΘΚΣ) Ἐ(ΚΗΡΣ) (ΣΡΙ]ΗΜΝΓ) -τ -- (ΣΡῚ).υ. 
᾿Αλλ᾽ εἶναι (ΘΚΣ) 7- (ΚΗΡΣ) -Ἐ (ΣΡ) -- (ΘΗ). 
“Ἄρα: ν ΞΕ (ΘΗΙ) ὁ Ἔ(ΜΝΓ) ὃς (Σρὴ.υ- 


Ξν’ἘΓ(ΜΝΓ) -τ -- (ΣΡ). τε ν΄ (ΜΝ). 


ἀφοῦ (ΣΡ )ΞΞ(ΜΝΓ) κι .ὥστεν--νΞξ---ὄ --- “--Π 
ἀφοῦ προφανῶς Π--Ξ-ἔ (ΜΝΓ). 

1866. Σημείωσις. Ἐϊς τὴν Ἠδυμ6 ἀε8 αροϊείέδ δαυατιίε8 (1868 καὶ 1876) 
εὑρίσκομεν πᾶν ὅ,τι ἀναφέρεται εἰς τὸν- τύπον (α) τῆς 8 1864, τὸ 
θεώρημα τοῦ Μαδβοεδετοπίὶ καὶ τὰ ἀκόλουθα δύο θεωρήματα: 
᾿ς 4’, Θεώρημα. ᾿Εὰν συστρέψωμεν ἕνα κύλινδρον κατὰ γωνίαν᾽ 

ὦ (54), ὁ ὄγκος τοῦ παραγομένου στερεοῦ δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου : 

Ὗ Ξξ τ Β.8 2Ὲ σὺν ὦ), (ἃ -Ξ ὕψος, 8 -- βάσις). 6) 

Β΄. Θεώρημα. ᾽Εὰν σὺ στρέψωνεν ἕνα κόλουρον κῶνον κατὰ 
γωνίαν ὼ (192), ὁ ὄγκος τοῦ παραγομένου στερεοῦ δίδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου: 


τ  Ἔ4' συν), Ω 


ὅπου ἢ τὸ ὕψος τοῦ κ. κώνου, Ἢ ὁ λόγος τς τῆς κάτω 
(ἀκινήτου) βάσεως πρὸς τὴν ἄνω βάσιν καὶ ἄνω (συστρα- 
φεῖσα) βάσις τοῦ κ. κώνου, (ἘΠ αἰ]εςουῦτ). 

104. Σμ. μετ. Δηλαλή: ἐὰν τὰ πὰ ἄνω ω πέρατα Α,Β,Γ... τῶν γενε- 
πειρῶν μετακινηθοῦν κατὰ τόξα γῸ -- 88 -εἶτ'.. . ἀνοίγματος ὦ ἐπὶ 
«πῆς περιφερείας τῆς ἄνω δάσεως τοῦ κυλίνδρου, ἐνῶ τὰ κάτω πέρατα 
φιδένουν ἀκίνητα. Ὁμοίως καὶ διὰ Ἦν κόλουρον κῶνον: 


Οἱ τόποι τοῦ ἡ ν Ξξ μ8 (: Ἐ2 δ. Ὅυν Φ) διὰ τὸ πρῶ- 


τον στεροόν καὶ γὺ ΞΞ --- 51 Ἔβᾳ συνῶ ΒΞ 4ᾳ3}8 διὰ τὸ δεύτερον, εἶναι 


ἀανϑὰασμένοι. 
᾿Ἐπειδὴ διὰ τας ΤΡ 


ν [-Ξ-Ξ ὄγκος] ΞΞ ἘΠ [Ξ- δγποςὶ «ὥ. ὁ 8.5 συν 2- ν΄ [ΞΞ ἐκιφάν. χ δγπον), 
καὶ διὰ τόν δούτερον 


Υ ΕΞ ὄγκος) τ Ἐτϑ' [-- μήκος] ΧΑ -Ἐ 38 σὺν ὦ Ὁ 49) 1-- ἀριθμός]. 


πρὸς τούτων, διὰ ὠξΞεῦ, ὁ πρῶτος δὲν δίδει τὸν ὄγκον τοῦ πολίν-. 
ὅρου, οὐδὲ ὁ δεύτερος τὸν ὄγκον τοῦ ,Ἀ. πώνου κλπ. 

'"Αντιθέτως, διὰ ὠξΞΞ0, ἢ διὰ ὦ ΞΞ 9, 4ᾳ-Ξ1, ἢ διὰ 4 ΞΞ]1, ὁ τύπος 
(3) ὃν δά ν δίδει ἀμόσως τοὺς τύπους τοῦ ὄγκου τοῦ χολούρου κὠ- 
ὅθ τοῦ κπυλίνϑρου καὶ τοῦ ΠΝ Φραφόντος κυλίνδρου (τύπος (1)} ἄντι- 
στοίχως. 


"Αριϑμητικαὶ σχέσεις 


Θεώρημα 714 
1867. ᾿Ἐὰν εἰς τετράεδρον τρεῖς ἕδραι εἶναι ἴσαι, τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ἀποστάσεων τυχόντος σημείου τῆς τετάρτης ἕδρας ἀπὸ τῶν τριῶν ἄλλων 
εἶναι σταϑερόν. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 170). 


Θεώρημα 714--1 


1868. Αἱ κάϑετοι, αἱ ἀγόμεναι ἐκ τυχόντος σημείου τῆς βάσεως 
κανονικῆς πυραμίδος ἐπὶ τὰς παραπλεύρους ἕδρας της, ἔχουσι ἄϑροισμα 
σταϑερόν. 


Θεώρημα 714--11 
1869. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου, εἰς τὸ ἐσω- 


τερικὸν κανονικοῦ πολνέδρου εὑρισκομένου, ἀπὸ τῶν ἑδρῶν τοῦ στερεοῦ 
εἶναι σταϑερόν. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 171). 
Θεώρημα 715 
1870. Τὸ διχοτομοῦν ἐπίπεδον μίαν δίεδρον τετραέδρου διαιρεῖ τὴν 
ἀπέναντι ἀκμὴν εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν ἑδρῶν τῆς διχοτομηϑείσης διέδρου. 
"Ἂς εἶναι ΑΒΕ τὸ διχοτομοῦν ἐπίπεδον τὴν δίεδρον ΑΒ. Θὰ 
ἀποδείξωμεν ὅτι 
ΤΕ ΑΒΓ 
ΔῈ ΑΒΔ΄ 
Θεωροῦμεν τὰ δύο τετράεδρα Ε, ΑΒΓ καὶ Ε, ΑΒΔ’ ἐπειδὴ τὸ 


Α 


Σχ. 1218. 


σημεῖον Ε κεῖται ἐπὶ τοῦ διχοτομοῦντος ἐπιπέδου τὴν δίεδρον ΑΒ 
θὰ ἀπέχῃ ἴσον τῶν ἐδρῶν ΑΒΔ καὶ ΑΒΓ, δηλ. τὰ δύο τετράεδρα 
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θὰ ἔχουν τὸ αὐτὸ ὕψος. ᾿Επομένως, ὁ λόγος των, θὰ ἰσοῦται πρὸς 
τὸν λόγον τῶν βάσεων των: 


(Εἰ ΑΒΓ). ΑΒΓ, ᾿ 
[Ετ ΑΒΔ) ΑΒΔ΄ ( 


Τὰ αὐτὰ τετράεδρα, λαμβανομένης τῆς κοινῆς αὐτῶν ἕδρας 
ὡς Εασεῶς, θὰ ἔχουν λόγον, ὃν λόγον ἔχουν τὰ ὕψη αὐτῶν, ΓΜ 
καὶ ΔΝ: 


(Ε, ΑΒΓ). ΓΜ ΓΕ ἢ 
(ἘΤ ΑΒΔ) ΔΝ ΔΕ (ἢ 


Συγκρίνοντες τὰς (1), ([1) ἰσότητας, λαμβάνομεν 


ΑΒΓ ΓΕ 
ἍΒΔ ΔῈ 


Θεώρημα 716 


1871. Τὸ ἄϑροισμα τῷν τετραγώνων τῶν προβολῶν εὐθυγράμμου 
τμήματος, ἐπὶ τρεῖς ἄξονας σχηματίζοντας 
τρισορϑογώνιον στερεὰν γωνίαν, ἰσοῦ- 
ται πρὸς τὸ τετράγωνον τοῦ τμήματος 
τούτου. 


“ας εἶναι ΟΜ τὸ δοθὲν εὐθύγραμ- 
μον τμῆμα καὶ ΟΧ, ΟΥ̓, ΟΖ οἱ τρεῖς 
ἄξονες. 

Δυνάμεθα νὰ δεχθῶμεν, ὅτι τὸ ἕν 
ἄκρον τοῦ εὐθυγράμμου τμήματος συμ- 
πίπτει μὲ τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν ἀξό- 
νων, ἀφοῦ αἱ προβολαὶ δύο εὐθυγράμ- 

ὧν τμημάτων, ἴσων καὶ παραλλήλων, 
πὶ τὸν αὐτὸν ἄξονα εἶναι μεταξύ 
τῶν ἴσαι. Σλ. 1520. 

Διὰ νὰ ἔχωμεν τὰς προβολὰς τοῦ 
ΟΜ ἀρκεῖ νὰ φέρωμεν ἐκ τοῦ Μ τρία ἐπίπεδα ἀντιστοίχως. πα- 
ράλληλα πρὸς τὰ ΧΟΥ, ΧΟΖ καὶ Υ0Ζ. Σχηματίζομεν οὕτω ἕν 
ὀρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, τοῦ ὁποίου αἱ ἀκμαὶ ΟΑ, ΟΒ καὶ 
ΟΓ εἶναι αἱ προβολαὶ τοῦ ΟΜ. 

᾿Επειδὴ ἡ ΜΔ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΑΟΒΔ, θὰ εἶναι 
κάθετος καὶ ἐπὶ τὴν ΟΔ. Θὰ ἔχωμεν ἑπομένως 


ΟΜλ-Ξ- ΟΔΡ - ΜΔ". 
᾿Αλλὰ ΟΔ᾽Ῥ -Ξ- ΟΒ' ΒΔ", 
ἢ ΟΔλ-- 0Β:- ΟΑϑ 
καὶ ἀντικαθιστῶντες λαμβάνομεν 
ΟΜ-Ξ- ΟΒ᾽ -ΟΑ-Ἐ ΜΔ", 
ἢ ΟΜ -- ΟΑ᾽ -ΟΒΞ: -.ΟΓ", 
ἀφοῦ ΜΔ --ΟΓΙ. 
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Θεώρημα 716--1 


1873. Το ἄϑροισμα τῶν “τετραγώνων τῶν προβολῶν εὐθυγράμμον 
τμήματος ἐπὶ τὰς ἕδρας τρισορϑογωνίου στερεᾶς γωνίας ἰσοῦται 
τὸ διπλάσιον τοῦ τετραγώνου τοῦ εὐθυγράμμου τμήματος. 

“Ὅπως καὶ εἰς τὸ προηγούμενον ζήτημα, δυνάμεθα νὰ ὑποθέ- 
σωμεν ὅτι τὸ ἄκρον τοῦ τμήματος συμπίπτει μὲ τὴν κορυφὴν τῆς 
τρισορθογωνίου. 

ὩΣ ΙΔ φέρομεν καθέτους ἐπὶ τὰς τρεῖς ἕδρας τὰς ΜΕ, ΜΔ 
κ τ τς . 
Ἔκ τῶν σχηματιζομένων ὀρθογωνίων τριγώνων λαμβάνομεν : 


ΟΔ’-- ΟΑ" -ΟΒ;, ΟΕ -Ξ- ΟΑ' -τὧΓ, ΟΖ᾽ -- ΟΒΡ -ἨΟΓΞ 
καὶ διὰ προσθέσεως :" 
.ΟΔ5- ΟΕ:- ΟΖ" --20."-2 08Β᾽- 20ΓἘ-- 20Μ. 


Θεώρημα 717 


1873, Διὰ τυχόντος ἐπιπέδου τέμνομεν τὴν στερεὰν γωνίαν Σ κανο- 
νικοῦ ὀχταέδρον᾽ ἐὰν Α, Β, Γ καὶ Δ εἶναι τὰ σημεῖα καϑ’ ἃ τέμνονται 
αἱ ἀχμαὶ τῆς στερεᾶς Σ᾿ ὑπὸ τοῦ ἐπιπέδου καὶ ΣΑ, ΣΓ' ἀπέναντι ἀκμαὶ 
τῆς στερεᾶς νὰ δειχϑῇ ἡ σχέσις 


1 ἄν: οἵ 1 
ΣᾺ ΣΓ  ΣΒῚ ἡ ΣΔ΄ 
Γνωρίζομεν ὅτι ἐὰν Ο εἶναι τυχὸν σημεῖον τῆς διχοτόμου γω- 


νίας ΑΣΓ καὶ ΑΟΓ τυχοῦσα τέμνουσα τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας 
δι᾽ αὐτοῦ, θὰ εἶναι ᾿ 


τ τετι- σταθ. 


"Αλλ᾽ αἱ γωνίαι ΑΣΓ καὶ ΒΣΔ εἶναι ἴσαι καὶ ἐὰν τὸ σημεῖον 
Ο ληφθῇ ἐπὶ τῆς διὰ τοῦ Σ διαγωνίου τοῦ στερεοῦ καὶ διχοτόμου 
ἀμφοτέῤων τῶν γωνιῶν τοὐτῶν, θὰ ἔχωμεν 


ἜΑ Στ" ΣΒ ὑ ΣΔ΄ 
Παρατήρησις. Ἢ ὡς ἄνω ἀπόδειξις ἐφαρμόζεται και εἰς τετρα- 


γωνικὴν πυραμίδα, ἔχουσαν βάσιν ὀρθογώνιον’ ἀρκεῖ τὸ ὕψος τῆς 
τῆς πυραμίδος νὰ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τοῦ ὀρθογωνίου. ᾿ 


ΞΕ τ Τὸ θεώρημα ἀνήκε. εἰς τὸν Γένν, Ν- Α., 1842, σ. 
5, 9 39, πὴ ν 
᾿ Ἡ δοθεῖσα λόσις εἰς τὰ Ναομυοὶϊεθ Αηπαὶεε ὧδ πιαϊμπόηια φωεν, 
εἰς τὰ 1850, σ. 60, εἶναι τοῦ Ῥεναϊέ, μαθητοῦ τότε εἰς τὸ Λό- 
κειὸν τοῦ δαϊνί-ΟἸπες. Ἢ. λύσις αὕτη εἶναι πολὺ ἀπλῆ ἀλλ’ ἡ δο- 
θεῖσα εἶναι ἀκόμη. περισσάτερον. " 
Ὁ ομεν εἰς τὸν εν, τὴν μετ᾿ σιν τῶν Στοιχείων τῆς 
ἮΙ ῇς Γεωμοτρίας τοῦ Ὀγεύήιοπα. δὰ Ἶ 


Θεώρημα 718 


1874. Διὰ τοῦ σημείον τομῆς Ο τῶν διαγωνίων ἑνὸς κανονικοῦ 
ὀκταέδρου, φέρομεν ἐπίπεδον (ΠῚ), τέμνον πάσας τὰς ἀκμὰς τοῦ στερεοῦ. 
“Ορίζονται οὕτω ἐπὶ ἑκάστης ἀκμῆς δύο τμήματα μὲ ἀρχὰς τὰς ἐπὶ ταύ- 
τῆς κορυφὰς τοῦ ὀχταέδρου καὶ κοινὸν πέρας τὸ σημεῖον τομῆς τῆς 
ἀκμῆς καὶ τοῦ ἐπιπέδου (Π). Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶγ. ἄντίμερό- 
φων τῶν μηκῶν τῶν οὕτω ὁριζομένων εἴκοσι τεσσάρων τμημάειυν εἶναι 
ποσότης σταϑερά. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 284). 
Θεώρημα 719 


1876. Διὰ σταϑεροῦ σημείου Ο, κειμένου ἐπὶ τῆς εὐϑείας τῆς ἴσον 
ἀπεχούσης τῶν ἑδρῶν μιᾶς κανονικῆς στερεᾶς γωνίας Σ, φέρομεν τυχὸν 
ἐπίπεδον (Π), τέμνον τὰς ἀκμὰς εἰς Α, Β,... Μ. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν μηκῶν ΣΑ,... ΣΜ εἶναι ποσότης σταϑερά 


(Βλ. Μέϑοδοι, 5. 286). 
ἢ Θεώρημα 720 


1876. Διὰ τῶν ἀπέναντι ἀκχμῶν ἑνὸς τετραέδρου φέρομεν ἐπίπεδα 
παράλληλα. Σχηματίζομεν οὕτω ἕνα περιγεγραμμένον παραλληλεπίπεδον. 
Ποῖος ὁ λόγος τῶν ὄγκων τῶν δύο στερεῶν ; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 157). 
Θεώρημα τοῦ σια 4ε Μαίνες 720--Ἰ 


1877. ᾽Εὰν τριγωνικῆς πυραμίδος ἡ μία στερεὰ γωνία εἶναι τρισορ- 
ϑογώνιος, τὸ τετράγωνον τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς 
ἀπέναντι ταύτης ἕδρας ἰσοῦται πρὸς τὸ 
ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἐμβαδῶν 
τῶν τριῶν ἄλλων ἑδρῶν. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο ἔχει ἀποδειχθῆ 
ἀλλὰ μὲ κάπως διάφορον ἐκφώνησιν 
88 1556 καὶ 1557). ᾿Αναγόμεθα εἰς τὰ 
εωρήματα ταῦτα, παρατηροῦντες ὅτι 
ἂν Σ τρισορθογώνιος, ἡ ΑΒΓ εἶναι 
τρίγωνον ὀξυγώνιον καὶ ὅτι ἂν τὰ δρ᾽ 
θογώνια τρίγωνα ΑΣΒ, ΑΣΓ καὶ ΓΣΒ 
περιστραφῶσιν ἀντιστοίχως περὶ τὰς. 
ΑΒ, ΑΓ καὶ ΒΓ ἕως οὗ εὑρεθῶσι ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΑΒΓ καὶ ἐκτὸς 
τοῦ τριγώνου, θὰ ἔχωμεν τὰς. περιπτώδεις τῶν 85 556 καὶ 1557. 

Εἰς τὸν χῶρον ἡ ἀπόδειδιξ εἶναι ἁπλουστέρα. " 

Διὰ τῆς ΓΣ καθέτου ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΑΣΒ φέρομεν ἐπίπεδον 
κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΒ, τὸ ΓΣΔ’ ἐπὲέιδὴ τὸ ΓΣΔ εἶναι κάθετον ἐπὶ 
τὴν ΑΒ, θὰ εἶναι κάθετον καὶ ἐπὶ τὴν ἕδραν ΑΒΓ καὶ ἐπομένως 
τὸ ὄψος τῆς πυραμίϑος ΣΗ θὰ κεῖται ἐπὶ τοῦ ΓΣΔ. Ἔκ τοῦ ὀρθο- 
γωνίου τριγώνου ΔΣΓ λαμβἄνομεν : ᾿ 


ες ΔΣἤξε ΔΓ. ΔΗ, 
ΑΒΡ. ΔΣ' -Ξ- ΑΒ". ΔΓ . ΔΗ; 
ΑΒ'. ΔΣ' -- (ΑΒ: ΔΓ) .(ΑΒ. ΔΗ), 
4(48ΒΣ)" «Ξ-4(ΑΒΓ) (ΑΒΗ). ὁ (α) 


Σχ, 15} 


-»-»- 
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Φέροντες ὁμοίως διὰ τῶν ΒΣ καὶ ΑΣ ἐπίπεδα κάθετα ἀντι- 
στοίχως ἐπὶ τὰς ΑΓ καὶ ΒΓ λαμβάνομεν: 


Δ(ΑΣΓῚ" -- 4(4ΒΓ) (ΑἩΓῚ) 
καὶ 4(Β ΣΓ)" -Ξ- Φ(ίΑΒΓ) (ΒΗΓ). 
Αρα: 
4(ΑΒΣ)" -Ἐ Δ(ΑΣΓ)" -Ἐ 4(ΒΣΓ)"-- 4(ΑΒΓ) (ΑΒΗ) -Ἐ 
-Ἡ 4(Α4ΒΓ) (ΑΗΓῚ - 4(ΑΔΓ) (ΒΗΓ), 
δ (ΑΒΣ)-Ἐ(ΑΣΓ) Ἐ(ΔΣΓ) -Ξ(ΑΒΓ) [(ΑΒΗ} - (ΑΗΓ) τ (ΒΗΓ]]. 


ΓἼΑρα: : 
(ΑΒΣ): -ἰ (ΑΣΓ)" -Ἐ(ΒΣΓ)»-- (ΑΒΓ) 


Ἑτέρα ἀπόδειξις ᾿ 
ΑΒ: ΔΙΓΡ Ξ- ΑΒ (ΣΓ’ -᾿ ΣΔ) --  ΑΒ᾿. ΣΔ -ἨΑΒΞ. ΣΓΡ -Ξ 
ΞΞ ΑΒ’. ΣΔΞ -Ἐ (ΣΒΞ  ΑΣἢ ΣΓ: -Ξ 
Ξ ΑΒ᾽. ΣΔΊ -Ἐ ΣΒῚ, ΣΓΊΞΑΣ᾿ΟΣΓΡ, 
ἢ 4(Α ΒΓ)" Ξ 4(ΣΑΒ) -᾿ 4(ΣΒΓ)" - 4(ΑΣΓ"", 
ἢ (ΑΒΓ)" Ξ- (ΣΑΒΚ}» - (ΣΒΓ}) -Ἐ (ΣΑΓ}". 


Παρατηρήσεις. δυνάμεθα νὰ διατυπώσωμεν τὸ θεώρημα ὡς ἑξῆς 
Τὸ τετράγωνον τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τριγώνον ΑΒΙΓ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν τετραγώνων τῶν προβολῶν του ἐπὶ τοία ἐπίπεδα κάϑετα ἀνὰ δύο καὶ 
ἀγόμενα διὰ τῶν πλευρῶν του. 
ἧς Πλεπε ὡσαύτως: βανοεαίίοη οἰνέξίδηπο, ΠΠ7, ϑμρριίδηιοπί 21, ζήτ. 
,. σ. 332. 


Θεώρημα τοῦ 7,πεεαιι 721. 
1878. Τὸ τετράγωνον τοῦ ἐμβαδοῦ μιᾶς τυχούσης ἐπιπέδον ἐπιφα- 
νείας ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἐμβαδῶν τῶν 
προβολῶν τῆς ἐπιφανείας ἐπὶ τρία ἐπίπεδα κάϑετα ἀνὰ δύο. 


Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἐπέκτασις τοῦ προηγουμένου. 

.1)}) ΑἹ προβολαὶ ἐπιπέδου σχήματος ἐπὶ ἐπίπεδα παράλληλα 
εἶναι μεταξύ τῶν ἴσαι. 

2) Πᾶν ἐπίπεδον σχῆμα δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ἀλγεβρικὸν 
ἄθροισμα τριγώνων, ὡς τὸ ὀξυγώνιον τρίγωνον ΑΒΣ (8 1877). 
᾿Αληθεύει ἑπομένως καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τὸ ὡς ἄνω 
θεώρημα. 


1878 α. Σημείωσις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ ϊηδεαι ἀνεκοινώθη εἰς τὴν 
᾿Ακαδημίαν τῶν ᾿Επιστημῶν κατὰ τὸ 1774 καὶ ἐδημοσιεύθη τὸ 
1780 εἰς τὸν ΙΧ τόμον τοῦ Προιοὶ ἀε5 ϑαυαπίοβ ἐξγαΉσογνϑ. 

Τὸ ϑεώρημα τοῦ μα (8 1877), εἶναι πόρισμα τοῦ ϑεωρήματος τοῦ 
Τίπϑβεαμ. Οὐχ ἧττον ὅμως ἐμελετήθη ἀπ᾽ εὐθείας τὸ 1783 καὶ δύ- 
γαται νὰ χρησιμεύσῃ πρὸς ἀπόδειξιν τοῦ γενικοῦ θεωρήματος. 
Τοῦτο ἄλλως τε ἐποιήσαμεν προηγουμένως. 

Ἧ δημοσίευσις, ἡ γενομένη τὸ 1859, τῶν ᾿Ανεκδότων ἔργων τοῦ 
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Βεϑοατγίες ἀποδεικνύει ὅτι ὁ μέγας οὗτος Γεωμέτρης ἐγνώριζε τὰς 
ἰδιότητας τοῦ τρισορθογωνίου τετραέδρου (Ν. Α4., 1859, Βιβλιο- 


γχραφία, σ. 59). 
Θεώρημα 722 


1879. Μία τριγωνικὴ πυραμὶς ΣΑΒΓ τέμνεται ὑπὸ ἑνὸς ἐπιπέδου. 
Τὸ ἐπίπεδον τοῦτο τέμνει τὸ ἐπίπεδον τῆς βάσεως κατὰ τὴν εὐϑεῖαν 
ΛΝ καὶ τὴν πυραμίδα κατὰ τὴν τομὴν Α΄ Β΄ Γ΄. Στρέφομεν τὴν τομὴν 
Α΄ Β᾽ Γ΄ περὶ τὸν ἄξονα ΜΝ καὶ φέρομεν εἰς ἑκάστην ϑέσιν αὐτῆς, τὰς 
εὐθείας ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄. Ποῖος εἶναι ὁ τόπος τῶν τομῶν τῶν εὐϑειῶν 
τούτων; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 182). 
Θεώρημα 722--] 


1879 α. "ἔστω ἐπίπεδον Π καὶ Α, Β, Γ τρία σημεῖα ἐκτὸς του επι- 
πέδου κείμενα. ᾽Εὰν Ο εἶναι τὸ σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου διὰ τὸ ὁποῖον τὸ 
ἄϑροισμα Σ--ΟΑ-ΟΒ-ἘΟΓ εἶναι ἐλάχιστον, νὰ δειχϑῇ ὅτι ἧ τυ- 
χοῦσα ἐκ τῶν τριῶν εὐθειῶν ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ ὁρίζει μετὰ τῆς καϑέτου 
ΟΜ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Π, ἐπίπεδον διχοτομοῦν τὴν γωνίαν τῶν δύο ἀλ- 
λων εὐϑειῶν. 

(Α. ἃ. ὦ., τόμ. ΧΙ, 1822 - 23, ο. 248, ἀποδείξεις σ. 328 - 332 
ὑπὸ κν. Η. Τ. (Ρώμη), Θυογγσεξ καὶ τόμ. ΧΙΧ, σ. 13 ὑπὸ ϑέυτγπι 
(Γενεύη)). 


Ἔστωσαν Α΄, Β᾽, Γ’ αἱ προβολαὶ τῶν Α, Β, Γ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέ- 
δου Π. ᾿Εἀν ὑποθέσωμεν (ὡς καὶ ἐν 8 1079) πρὸς στιγμὴν οταθε- 
ρὸν τὸ μῆκος τῆς ΟΑ, ἡ μεταβολὴ τοῦ ἀθροίσματος ΟΒ -[ΟΓ θὰ 
ἐξαρτηθῇ ἐκ τῆς θέσεως τοῦ σημείου Ο ἐπὶ τῆς περιφερείας 
τοῦ ἐπιπέδου Π, τῆς γραφομένης μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Α΄ καὶ 
ἀκτῖνα ΟΑ΄. 

᾿Εργαζόμενοι καθ’ ὅμοιον τρόπον, ὡς εἰς τὸ πρόβλημα τοῦ 
Ἑεγπιαὶ (8. 1079), ἀγόμεθα εἰς τὸ νὰ θεωρήσωμεν τὸ διὰ τῶν Β 
καὶ Γ ἐπίπεδον ΒΟΓ καὶ ἐφαπτόμενον τῆς περιφερείας (Α΄) εἰς ση- 
μεῖον Ο. Τὸ σημεῖον τοῦτο θὰ εἶναι τὸ ἐλαχίστου ἀθροίσματος 
ΟΒ -Ἐ ΟΓ, αἱ δὲ εὐθεῖαι. ΟΒ, ΟΓ ἴσον κεκλιμέναι πρὸς τὴν ἐφα- 
πτομένην τῆς περιφερείας. 

Τὸ ἐπίπεδον ΑἾΛΟ κάθετον ἐπὶ τὸ Π θὰ περιέχῃ προφανῶς 
τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας ΒΟΓ καὶ ἑπομένως θὰ διαιρῇ αὐτὴν εἰς 
δύο ἴσα μέρη. ὶ 

Παρατήοησις. Τὸ σημεῖον Ο τοῦ ἐπιπέδου Π, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τριῶν σημείων Α, Β, Γ ἐκτὸς 
τοῦ ἐπιπέδου κειμένων εἶναι ἐλάχιστον, εἶναι ἐκεῖνο, διὰ τὸ ὁποῖον 
τὰ διὰ τῶν ἀκμῶν τῆς τριέδρου ΟΑΒΓ καὶ τῶν διχοτόμων τῶν 
ἀπέναντι ἑδρῶν ἀγόμενα ἐπίπεδα τέμνονται κατ᾽ εὐθεῖαν κάθε- 
τον ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Π (ϑίυτπι, ὡς ἄνω, σ, 15). 

Ὃ μαθηματικὸς οὗτος γενικεύει τὴν ἀνωτέρω πρότασιν ἀλλὰ 
δὲν λύει τὸ πρόβλημα τοῦ προσδιορισμοῦ τοῦ σημείου τοῦ ἐπιπέ- 
ὅου Π διὰ τὸ ὁποῖον συμβαίνει τὸ ἐν λόγῳ ἐλάχιστον. (Α. ἀ. α., 
τόμ. ΧΙΙ, σ. 380 καὶ ἐπμ. 8. 1901 γ, σημ. 3). 


Σημείωσις. Εἰς τὸ ἐπίπεδον, τὸ ἰσογώνιον κέντρον (δ 755) εἶναι 
τὸ σημεῖον τοῦ ὁποίου τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν 
τριῶν κορυφῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ εἶναι ἐλάχιστον.. 

Ἂν α, β, γ εἶναι αἱ πλευραὶ τοῦ τριγώνου, Ε ἡ ἐπιφάνειά του 
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καὶ χ, Υ, 2 αἱ ἀποστάσεις τοῦ ἰσογωνίου κέντρου ἀπὸ τῶν κορυ- 
φῶν, συμβαίνει 


τς τ. ρ γ Δ ΕΥ3 
χν :.-}} Ἐπ πε τις πε τατον το 


(ΔΑ. ἀ. α., τόμ. ΧΧ, 1829 - 1830, οσ. 299 καὶ 302). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 


Μέγιστα καὶ ἐλάχιστα 


Πρόβλημα 728 
1880. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ μεγίστον ὄγκον ὀρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, 
ἐκ τῶν ἐχόντων ἄϑροισμα τριῶν ἀκμῶν δοϑὲν μῆχος λ. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 372). 
πρόβλημα 724 
1881. ᾿Εκ πάντων τῶν ὀρϑῶν παραλληλεπιπέδων, τῶν ἐχόντων ὡς 


βάσιν ἐετράγωνον καὶ ἄθροισμα τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου καὶ τοῦ 
ὕψους σταϑερόν, ποῖον τὸ μέγιστον κατ᾽ ὄγκον; 


(8λ.᾿ Μέϑοδοι, 8. 375). 
. πρόβλημα 726 
1882. "Ἐκ τῶν ὀρϑογωνίων παραλληλεπιπέδων τῶν ἐχόντων ᾿δοϑεῖ- 
υαἂν ὁλικὴν ἐπιφάνειαν 3. α᾽, ποῖον τὸ μέγιστον κατ᾽ ὄγχον ; 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 378). ᾿ 
Πρόβλημα 726 
1883. Ποία ἣ μεγίστη χωρητικότης ἑνὸς ἀνοικτοῦ ὀρϑογωνιαχοῦ 


κιβωτίου, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν πέντε ἑἕδρῶν 
του εἶναι δοϑὲν α: 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 379). 
πρόβλημα 727 
1884. "Ἔκ τῶν ὀδρϑογωνίων παραλληλεπιπέδων, μὲ βάσιν τετράγω- 


νὸν καὶ διὰ τὰ ὁποῖα τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐπιφανειῶν τῆς βάσεως καὶ μιᾶς 
παραπλεύρον ἕδρας εἶναι δοϑὲν α᾽, ποῖον τὸ μέγιστον κατ᾿ ὕγχον 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 380). 
πρόβλημα 728 
1886. Δίδεται ἕν τετράγωνον πλευρᾶς α. Ἔκ τῶν κορυφῶν τον 
ἀφαιροῦμεν. τέσσαρα ἴσα τετράγωνα πλευρᾶς γ, ὅπου τ «3 καὶ μὲ 
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τὴν ἀπομένουσαν ἐπιφάνειαν κατασχενάζομεν ὀρϑογώνιον παραλληλεπί- 
πεδον. Νὰ προσδιορισϑῇ τὸ μῆχος γ, ὥστε 
τὸ κατασχευαζόμενον παραλληλεπίπεδον 
νὰ ἔχῃ τὸν μέγιστον ὄγκον. 

"Ἂς εἶναι ΑΕ τὸ ἥμισυ τῆς βά- 
σεως Ξεκ καὶ ΕΔ τὸ ὕψυς τοῦ παραλ- 
ληλεπιπέδουξε νυ. 


ἴΟγκος -- 4 χὴν καὶ χ γτξ : 
Δυνάμεθα νὰ θέσωμεν ἀμέσως (8 376): 


. 2. ἡ α 
ἘΞ ΤΑ Ξ.5 
1 α α ΣχΟΊΟΣΣ, 
καὶ ΥΞΞ ὑΞΞ Ξε 


Θέτοντες τὰς τιμὰς ταύτας εἰς τὴν ἔκφρασιν τοῦ ὄγκου, εὑρί- 
σκομεν: . ᾿ 
“.αλΞλΔὁᾳα 4 αὉ 2α5" 
ν--α». »πί( }} ἘΞ Ξ-Ξ- 
Πρόβλημα 728 --Ἰ 


1885 α. Δίδεται φύλλυν χάρτου σχήματος ὀρϑογωνίον, τοῦ ὁποίου 
αἱ πλευραὶ ἔχουν μήκη α καὶ β. ᾿Απὸ τὰς τέσσαρας κορυφάς του 
ἀφαιροῦμεν 4 τετράγωνα ἴσα, ἔχοντα πλευρὰν χ. : 

Νὰ ὀρισϑῇ ἣ πλευρὰ τῶν τετραγώνων τούτων εἰς τρόπον ὥστε, τὸ 
κυτίον, τὸ ἀνοιχτὸν κατὰ τὴν μίαν πλευρὰν καὶ σχήματος ὀρθογωνίου 
παραλληλεπιπέδου, τὸ κατασκεναζόμενον μὲ τὴν ἀπομένουσαν ἐπιφάνειαν 
τοῦ χάρτον καὶ τὸ ὁποῖον ἔχει πυϑμένα ὀρϑογώνιον μὲ διαστάσεις 
α--ὃχ καὶ β- 2κ, δύο ἔδρας παραπλεύρους μὲ διαστάσεις χ καὶ 
α--2χ καὶ τὰς δύο ἄλλας μὲ διαστάσεις χ καὶ β --- 2 χ, νὰ ἔχῃ τὸν 
μέγιστον ὄγχον. 

ντεκιία -- 2χ) (β -- 2 χ). 


Διὰ τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος μεταχειριζόμεθα τὴν μέθοδον 
τῶν προσδιοριοτέων συντελεστῶν (Οοιιγ8 ἀ’ αἰσέδνε ἐϊῤνηρηίαῖγε ὑπὸ 
Ἐ. ὦ.- Μ΄, σ. 365). 


Σημείωσις. Τὸ ζήτημα κατέστη κλασικὸν ἀπὸ τῆς ἐποχῆς καθ᾽ 
ἣν ὁ Βεῖοι τὸ εἰσήγαγε εἰς τὸ Τναϊό αἀ’ Αἰσέῦγνε αὐτοῦ. 

Ἢ μέθοδος τῶν προσδιοριστέων συντελεστῶν ὀφείλεται εἰς τὸν 
Η. Οτίοι, καθηγητὴν εἰς Βγε8ὲ τὸ 1850. (Ν. Α. 1850, σ. 70). Βλέπε 
ὡσαύτως ἄρθρον τοῦ Θέτοπο (Ν. Α. 1857, σ. 6). 


Πρόβλημα 728--11 


1886δ β. Νὰ τμηϑῇ ὀρϑογωνιαχὸν φύλλον χάρτου ἔχον πλευρὰς α 
καὶ β᾽ κατὰ τρόπον, ὥστε νὰ ΄ σχηματισϑοῦν ἐν συνεχείᾳ αἱ ἕξ ἕδραι 
ἑνὸς κλειστοῦ ὀρϑογωνιακοῦ κυτίον. ᾿ 

- Νὰ μελετηϑῇ ἢ ὁλικὴ ἐπιφάνεια καὶ ὁ ὄγκος τοῦ χυτίου τοντου καὶ 
νὰ εὑρεθῇ πότε ὲ ὄγκος του γίνεται μέγιστος, διὰ μεταβολὰς τῆς μι: 
κροτέρας πλευρᾶς βὶ τοῦ χαρτονίου ἀπὸ Ο ἕως τὸ μῆκος τῆς μεγαλν: 
τέρας α. ἶ 
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Τὸ ζήτημα παρουσιάζει πολὺ ἐνδιαφέρον. Εἰς πολλὰς εἰδικὰς 
περιπτώσεις ἡ λύσις αὐτοῦ εὑρίσκεται εὐκόλως, εἴτε ἀπ᾽ εὐθείας 
εἴτε διὰ τῆς χρήσεως τῆς μεθόδου τῶν προσδιοριστέων συντελε- 
στῶν. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰ ἀκόλουθα προβλήματα, λε- 
λυμένα, τὸ πλεῖστον, εἰς τὰ οιν»8 ἀ’ Αἰσοῦτε, περὶ ὧν ὡμιλήσαμεν 
εἰς τὰ προηγούμενα καὶ εἰς τὰς Επεγοὶοεα ἀ᾽ Αἰσέδγνε, τὰ ὁποῖα 
συμπληροῦν τὰ (ουτϑ8. 


Προόβλημα 728-- 111 
1886. ᾿ὰ λυθῇ μὲ υτοιχειώδη μέθοδον, δηλαδὴ νὰ μὴ κάμω- 
μεν χρῆσιν τῶν παραγώγων, τὸ ἑξῆς ζήτημα: Μεταξὺ ὅλων τῶν 
ὀρϑογωνίων παραλληλεπιπέδων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν διαγώνιον, ποῖον 
εἶναι τὸ ἔχον τὴν μεγίστην ἐπιφάνειαν ([πίετπιεάϊαῖτε ἀε5Β Μαιβέπια- 
εἰοίεπβ, 1908, σ. 186 ζήτημα 3408). 
"Ας εἶναι τ, τ, 2 αἱ ἀκμαὶ τοῦ παραλληλεπιπέδου καὶ ὃ ἡ 
διαγώνιός του. Θὰ ἔχωμεν 
χ᾽ Ἐ ν- 23 -- δ9, 
τὸ δὲ ἥμισυ τῆς ἐπιφανείας του δίδεται ὑπὸ τοῦ ἀθροίσματος : 
ἘΞ χα Ἔσσ-Ἐ χΖ. 


Τούτου ζητεῖται τὸ μέγιστον. 
Θεωρήσωμεν πρὸς στιγμὴν τὸ μῆκος χ σταθερόν. Θὰ ἔχωμεν 


χ᾽ -Ἡ σῦϑ-Ξ δ -- ,3-Ξ σταθ., 


καὶ ΕΞεχν -ὑ σίχ -᾿ σ). 


ἡ δὲ παράστασις Ε γίνεται μεγίστη, ὅταν ἀμφότεροι οἱ ὅροι της 
χν καὶ χίχ - Σ) ἢ χ -Ἐπσ λάβουν τἀς μεγίστας αὐτῶν τιμάς. Τοῦτο 
ὅμως συμβαίνει διὰ χ τον (ὃ 345 καὶ 346), ἀφοῦ τὸ ἄθροισμα 
τῶν τετραγώνων χ᾽ -Ἐ γ᾽ εἶναι σταθερὰ ποσότης. 
'Ομοίως σκεπτόμενοι, ἀγόμεθα και εἰς τὴν ἰσότητα ν -- “χ. Ἔπο- 
μένως, διὰ τὸ ζητούμενον μέγιστον θὰ πρέπει νὰ εἶναι : 
δ Υ3 


χτεγ τ: 3 


καὶ τὸ στερεὸν κύβος. 
Ἧ αὐτὴ λύσις ἀνταποκρίνεται εἰς τὸ ἑξῆς ζήτημα: 


πρόβλημα. Μεταξὺ ὅλων τῶν ὀρθογωνίων παραλληλεπιπέδων, 
τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν διαγώνιον, ποῖον εἶναι τὸ ἔχον μέγιστον 
ἄθροισμα ἀκμῶν ; 

Λαμβάνομεν μίαν ἕδραν του, ἔστω τὴν χα», ὡς βάσιν καὶ θεω- 
ρήσωμεν τὴν περιγεγραμμένην εἰς αὐτὴν περιφέρειαν. Θὰ ἔχωμεν 
καθ᾽ ὁμοίους, ὡς καὶ προηγουμένους, συλλογισμούς : 


χ᾽ νῦΞΞ δ᾽ - γῆπεοταθ,, 


καὶ ἡ περίμετρος τοῦ ὀρθογωνίου τούτου, ἥτις θὰ μᾶς χρησιμεύσῃ 
νὰ ὑπολογίσωμεν τὴν παράπλευρον ἐπιφάνειαν τοῦ στερεοῦ, θὰ 
γίνῃ μεγίστη ἄν χα --ΟΟὖ΄ (ὁπότε καὶ τὸ ἐμβαδόν της καθίστεαται μέ- 
γιστον). Θὰ πρέπει ἑπομένως ἑκάστη ἕδρα νὰ εἶναι τετράγωνον 
«αἱ τὸ ζητούμενον στερεὸν κύβος. 
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Πρόβλημα 728--.}» 


2866 α. Ἕν ὀκτάεδρον ἔχει καὶ τὰς ὀχτώ του ἕδρας ἴσας. Νὰ εὗ- 
οεϑῇ τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς αὐτὸ παραλληλεπιπέδων. 


Τὰ διαγώνια ἐπίπεδα διαιροῦν τὸ ὀκτάεδρον εἰς ὀκτὼ ἰσοδύ- 
αμα τετράεδρα’ ἀρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν ἕν ἐξ αὐτῶν. Τὸ μέγιστον 
ἐκ τῶν ἐγγραφομένων παραλληλεπιπέδων πρέπει νὰ ἔχῃ τὴν κο- 
ρυφήν του εἰς τὸ κέντρον βάρους τῆς θεωρηθείσης ἕδρας (5 384). 
“Επομένως, αἱ ἀκμαὶ τοῦ μεγίστου ἐγγραφομένου παραλληλεπι- 
πέδου εἰς τὸ δοθὲν ὀκτάεδρον πρέπει νὰ ἑνώνουν ἀνὰ δύο τὰ 
κέντρα βάρους τῶν προσκειμένων ἑδρῶν τοῦ ὀκταέδρου. (Πρβ. 
898 391, 382). ᾿ 

πρόβλημα 728--Κ 


1886 β. Νὰ εὑρεθῇ ὁ μέγιστος κύλινδρος ἐκ τῶν ἐχόντων ὁλικὴν 
ἐπιφάνειαν δοθεῖσαν : ' 

1) Κύλινδρος κλειστός, μὲ δύο βάσεις. 

2) Κύλινδρος ἀνοικτός, μὲ μίαν βάσιν. 


Πρώτη περίπετωσις. Ἃς παραστήσωμεν μὲ 2π5" τὴν ὁλ κὴν ἐπι- 
φάνειαν καὶ πν τὸν ὄγκον τοῦ ὁποίου ζητοῦμεν τὸ μέγιστον’ ἃς 
εἶναι δὲ απ ἡ ἀκτὶς τῆς βάσεως καὶ ν τὸ ὕψος τοῦ κυλίνδρου. 
Θὰ ἔχωμεν: ἠ 

93 ᾿ν ΕΣ 
2π(α' χγ)-- 2 πϑ᾽ ἢ χ' ἐχγτεϑ' ἢγ---  - () 
καὶ πν -- παν, γ -ε χῖγ, ν :-:χ(β"-- χ")ῇ ἢ γ5ϑ-Ξ χϑῷ(ϑ" -- χ")". 
᾿Επειδὴ οἱ δύο παράγοντες (χ᾽) καὶ (5 --- χ᾽") ἔχουσι σταθερὸν 
ἄθροισμα, τὸ γινόμενον τῶν δυνάμεών των, τὸ δ, θὰ καταστῇ 


έγιστον ὅταν οὗτοι γίνωσιν ἀνάλογοι πρὸς τοὺς ἐκθέτας 1 καὶ 2, 
ἼΝ ὅταν 
χ' 1 ᾿ 8 


βιτ- αι Σ᾿’ "γ3 
Θέτοντες τὴν τιμὴν ταύτην εἰς τὴν (1) λαμβάνομεν 
28 
γ Ὑξ΄ 
Ἔκ τούτων συμπεραίνομεν ὅτι τοῦ μεγίστου κυλίνδρου τὸ ὄψος 
εἶναι διπλάσιον τῆς ἀκτῖνος τῆς βάσεως. 


Δευτέρα περίπτωσις. Δυνάμεθα νὰ ἐξετάσωμεν τὴν περίπτωσιν 
ταύτην ἀπ᾽ εὐθείας ὡς καὶ προηγουμένως. Παρατηροῦμεν ὅμως 
ὅτι ἡ περίπτωσις αὕτη τοῦ ἀνοικτοῦ κυλίνδρου εἶναι παρόμοίἄ 
πρὸς ἐκείνην τοῦ ἀνοικτοῦ παραλληλεπιπέδου, δηλαδὴ ἐκείνην εἰς 
τὴν ὁποίαν δίδεται τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐπιφανείας τῶν 5 ἀδρῶν 
(8. 379). Λαμβάνομεν ἴσον κύλινδρον. μὲ μίαν βάσιν καὶ θέτο- 
μεν τὸν ἕνα ἐπὶ τοῦ ἄλλου εἰς τρόπον, ὥστε νὰ συμπέσουν. αἱ 

νοικταὶ βάσεις (αἱ περιφέρειαι εἰς ἃς περατοῦνται αἱ γενάτειραι). 
πὸ προκύπτει κύλινδρος. διπλάσιος τοῦ δοθέντος, μὲ διπλασίαν 

ἰφάνειαν καὶ 'μὲ δύο βάσεις. ᾿Αναγόμεθα οὕτω εἰς τὴν πρώτην 
περίπτωσιν καὶ τὸ μέγιστον τοῦ κατασκευασθέντος θὰ ἀντιστοιχῇ 
εἰς τὸ μέγιότον τοῦ ζητουμέγου. ΤΩΝ 

Διὰ τὸν ἀνοικτὸν ὥστε κύλινδρον, τὸ μέγιστον τοῦ ὄγκου του 
λαμβάνεται ὅταν ἡ ἀκτὶς τῆς βάσεως ἰσοῦται πρὸς τὸ ὄψος. - ’ 
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Πρόβλημα 7.38-- Ρ] 


4886γγ. Εἰϊς δοϑεῖσαν σφαῖραν νὰ ἐγγραφῶσι τὰ ἔχοντα τὴν μεγίστην 
ὁλικὴν ἐπιφάνειαν κάτωθϑι στερεά : 1) Κύλινδρος. 8) Κῶνος. 8) Κανονικὴ 
πυραμὶς μὲ βάσιν τετράγωνον. 

Διὰ τὰ δύο πρῶτα προβλήματα βλέπε: Οοιν»8 α΄ Αἰσέννε ὑπὸ 
Ἐ. 6.- Μ., σ. 366, καὶ σ. 428, πο 524. ἰπονοῖὶοσο8 ἀ᾿ Αἰσέδνο, σ. 499, πο 
1383 καὶ 1384: βλέπε ὡσαύτως 88 1385 καὶ 1386. 

Διὰ τὴν 3ην βλέπε: Εἰπαε δἰόγιεπίαϊνε διν ἰα ἱμέογϊο ἀ68 ἡιατῖηια 
εἰ ἀθ8 γνεϊπῖθια, σ. 54, ὑπὸ Αὐδες. (Ἐκ τοῦ ΕἸ γνορῦοϑο Μαίονηρ- 
ἰϊοο τῆς Σαραγόσσας 1900). 


Πρόβλημα 729 


- 1887. Ἔκ τυχόντος σημείου ἃ τῆς βάσεως τετραέδρον, τοῦ ὁποίου 
ἡ εἷς τὴν κορυφὴν Ο στερεὰ γωνία εἶναι τρισορϑογώνιος καὶ αἱ ἐξ αὐὖ- 
τῆς ἀχμαὶ ἴσαι, φέρομεν ἐπίπεδα παράλληλα πρὸς τὰς ἕδρας τῆς τριέ- 
δοου Ο. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ σημείου Δ ἐπὶ τῆς βάσεως τὸ κατὰ τὸν 
τρόπον αὐτὸν σχηματιζόμενον παραλληλεπίπεδον ἔχει μέγιστον ὄγχον ; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 381). 
Πρόβλημα 780 
1888. "Ἔχ τυχόντος σημείου Δ τῆς βάσεως ΑΒΓ τετραέδρου τυχόν- 
τὺυς Ο --- ΑΒΓ, φέρομεν ἐπίπεδα παράλληλα πρὸς τὰς ἕδρας τῆς κορυ" 
φῆς Ο.᾽᾽Εκ τῶν σχηματιζομένων παραλληλεπιπέδων, ποῖον τὸ ἔχον τὸν 
μέγιστον ὄγχον, ὅταν αἱ ἐκ τοῦ Ο ἀχμαὶ ἔχουν μήχη ἄνισα; 
(Βλ. Μέϑοδοι, δ 382). 
Προόβλημα 7931 
1889. Διὰ τῆς κορυφῆς Δ παραλληλεπιπέδον νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον 


ΑΒΓ, τέμνον τὰς ἀχμὰς ΟΧ, ΟΥ̓́, ΟΖ τῆς ἀπέναντι τῆς Δ τριέδρου Ο εἰς 
τρόπον ὥστε τὸ τετράεδρον Ο --- ΑΒΓ νὰ εἶναι τὸ ἐλάχιστον. (Σχ. 368). 


(Βλ. Μέϑοδοι, ξ 383). 
πρόβλημα 782 
1890. Δοθείσης πυραμίδος, νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὴν 
βάσιν αὐτῆς εἰς τρόπον, ὦστε τὸ πρῖσμα, μὲ βάσιν τὴν τομὴν τῆς πυ- 
δαδιδος ὑπὸ τοῦ ἐπιπέδου καὶ ὕψος ΘΗ (Σχ. 264) νὰ ἔχῃ τὸν μέγι- 
στον ὄγχον. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8, 384). 
“Πρόβλημα 7838 

168091. Τέμνομεν κανονιχὸν τετράεδρον ὑπὸ ἐπιπέδου παραλλήλον 
πρὸς τὰς δύο ἀπέναντι ἀχμάς του ΑΒ καὶ ΓΔ. Νὰ ἐξετασθῶσι αἱ μετα- 
βολαὶ τῆς προκυπτούσης τομῆς, ὅταν τὸ τέμνον ἐπίπεδον κινῆται ἀλλὰ 
παραμένον παράλληλον πάντοτε πρὸς τὰς ἰδίας ἀχμάς. 

"Ἂς εἶναι ΕΖΘΗ μία τομὴ παράλληλος πρὸς τὰς ΑΒ καὶ ΓΔ. 

Αἱ εὐθεῖαι ΕΖ καὶ ΘῊ εἶναι παράλληλοι, ὡς τορσὶ τῶν διὰ 
τῆς ΑΒ διερχομένων ἑἐδρῶν ὑπὸ ἐπιπέδου παραλλήλου πρὸς 
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αὐτήν. Ὁμοίως, καὶ τὸ ζεῦγος ΕΗ καὶ ΖΘ εἶναι παράλληλοι εὐ- 
θεῖαι καὶ ἑπομένως τὸ σχῆμα ΕΖΘΗ παραλληλόγραμμον. Ἡ ἰδιό- 
της αὕτη ἄλλωστε ἰσχύει διὰ πᾶν τετράεδρον. 

᾿Επειδὴ τὸ δοθὲν τετράεδρον εἶναι κανονικόν, αἱ ἀπέναντι 
ἀκμαὶ εἶναι ὀρθογώνιοι καὶ τὸ παραλ- 
ληλόγραμμον ὀρθογώνιον. Ἑ πομένως, 
ἀφοῦ τὰ τρίγωνα ΑΓΔ, ΑΕΗ, ΒΓΔ, 
ΒΖΘ εἶναι ἰσόπλευρα: 


ΑΕ ΞΕΙΕΗΞ ΑΗ --βιΒΖ. 
Καὶ ἐπειδή, ἀκόμη, ἐὰν λάβωμεν 
ΓΙ -- ΓΚ -Ξ ΕΑ, 


θὰ εἶναι καὶ ΙΚὶ Ξε ΕΗ, τὸ ὀρθογώνιον 
τοῦ ὁποίου ζητοῦμεν νὰ σπουδάσωμεν 
τὰς μεταβολὰς ἔχει ὡς μίαν πλευρὰν 
τὴν παράλληλον ΕΖ πρὸς τὴν πλευράν͵ 
ΑΒ τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΑΓΒ καὶ 
τὴν ἄλλην ἴσην πρὸς τὴν παράλληλον 
πρὸς τὴν πρώτην ἰΚὶ καὶ εἰς ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς κορυφῆς Γ ἀγο- 
μένην, ἴσην πρὸς τὴν ἀπόστασιν τῆς ΕΖ ἀπὸ τῆς βάσεως τοῦ 
ἰδίου τριγώνου. 

Ἔκ τούτων ἕπεται ὅτι τὸ ἄϑοοισμα τῶν πλευρῶν τοῦ ἐν λόγῳ ὀοϑο- 
γωνίου εἶναι σταϑερὸν καὶ ἴσον πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΒ τοῦ τετραέδρου. 
Ἱατὰ συνέπειαν, τὸ μέγιστον αὐτοῦ λαμβάνεται ὅταν αἱ πλευραὶ 
ΕΖ καὶ ΙΚίὶ καταστῶσιν ἴσαι, δηλ. διὰ τομὴν ἴσον ἀπέχουσαν τῶν 
ἀπέναντι ἀκμῶν ΑΒ, ΓΔ καὶ ἥτις εἶναι τετράγωνον μὲ κορυφὰς 
τὰ μέσα τῶν τεσσάρων ἄλλων ἀκμῶν τοῦ τετραέδρου. 


Πρόβλημα 7388--1 


1892. Τὸ αὐτὸ ζήτημα διὰ τυχὸν τετράεδρογ. 


Ἢ τομὴ εἶναι παραλληλόγραμμον, τοῦ ὁποίου αἱ προσκείμεναι 
πλευραὶ σχηματίζουν πάντοτε τὴν αὐτὴν γωνίαν, εἰς οἰανδήποτε 
θέσιν καὶ ἂν εὑρίσκεται «τὸ τέμνον ἐπίπεδον, ἐφ᾽ ὅσον θὰ εἶναι 
τοῦτο παράλληλον πρὸς τὰς ἀπέναντι ἀκμὰς τοῦ τετραέδρου ΑΒ 
καὶ ΓΔ. Οὕτω, ἡ γωνία φ ἣν σχηματίζουν αἱ πλευραὶ τῆς τομῆς 
ΕΗ καὶ ΕΖ θὰ ἰσοῦται πρὸς τὴν γωνίαν, ἣν σχηματίζουν αἱ ΓΔ 
καὶ ΒΑ’ ἐπειδὴ ἡ ΕΗ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΓΔ καὶ ἡ ΕΖ 
πρὸς τὴν ΑΒ. 

Τὸ ἐμβαδὸν ἑπομένως τῆς τομῆς θὰ εὑρίσκεται ἐὰν πολλαπλα- 
σιασθῶσι αἱ δύο προσκείμεναι πλευραὶ αὐτῆς ἐπὶ σταθερὸν ἀριθ- 
μον ἀρ τνον τῆς γωνίας Φ ἣν σχηματίζουν. Διὰ νὰ σπουδάσωμεν 

οιἰπὸν τὴν μεταβολὴν τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς τομῆς ἀρκεῖ νὰ μελετήσω- 
μεν τὰς μεταβολὰς τοῦ γινομένου τῶν δύο προσκειμένων πλευρῶν. 

"Ἂς εἶναι Ε τὸ σημεῖον τῆς ΑΓ΄ δι᾽ οὗ ἄγεται ἡ τομή. 

᾽Εὰν θέσωμεν 


ΜΡ ἘΞ ΓΕ ν 
ΑΒ -Ξα, ΓΔεξγ καὶ ΕΠ π᾿ 
Εὐρίσκομεν : 
ΕΖ ν αν 
-ΞΞ-. ΞΞ- ------ ΕΖ-: ---, 
α΄ πΈν᾿ δ μ-Ἐν 
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Ὺ ν Ἐμ ΒΥ 
ὶ --Ἐι Ξ---- Ξ , ἀ ΕΗ -Ξ᾿ . 
ὰ τσ απ, 
"Επομένως : 
ΕΖ.:- ΕΗ. - "ΝΥ οὐ ταν 


μὲν “μὲν (μ-ἘῈἘν)}" 


᾿Εξαρτᾶται δηλαδὴ τὸ γινόμενον ΕΖ. ΕΗ ἐκ τοῦ γινομένου τῶν 
μεταβλητῶν παραγόντων μ καὶ ν. Ἐπειδὴ ὅμως τὸ ἄθροισμα 
αὐτῶν μ-ΕΈν-- ΑΓ εἶναι σταθερόν, τὸ γινόμενον αὐτῶν θὰ κατα- 
στῇ μέγιστον ὅταν οὗτοι γίνωσι ἴσοι, ἤτοι ὅταν τὸ Ε εὑρεθῇ εἰς 
τὸ μέσον τῆς ΑΓ, ὁπότε τὸ τέμνον ἐπίπεδον θὰ ἀπέχῃ ἴσον ἀπὸ 
τὰς ἀκμὰς ΑΒ καὶ ΓΔ. Θὰ ἔχωμεν τότε : 


ΕΖ. ΕΗ-- ἢ  αΥ. αγ 


[2.}"» 4 
καὶ (ΕΖΘΗλ πιες. -- ΞΚ ἢμ φ. 


Πρόβλημα 7383--1 


1892 α. Δίδεται ἕν στρεβλὸν τετράπλευρον νὰ ὄδρισϑῇ ἔν ἐπίπεδον, 
᾿ἐπὶ τὸ ὁποῖον ἧ ὀρϑὴ προβολὴ τοῦ δοϑέντος νὰ εἶναι παραλληλόγραμ- 
μον (Μαίϊπμεεδὶϑ, 1905, σ. 231). 


᾿Αρκεῖ νὰ ἐπανέλθωμεν εἰς ἕν θεώρημα οποθειχθὲν ἤδη (δ 1842). 

Τὰ ἐπίπεδα τὰ προβάλλοντα τὰς ἀπέναντι πλευρὰς ΑΒ καὶ 
ΓΔ θὰ εἶναι παράλληλα μεταξύ τῶν, τὸ αὐτὸ δὲ θὰ συμβαίνῃ 
καὶ διὰ τὰ προβάλλοντα καὶ τὰς ἄλλας ἀπέναντι πλευρὰς ΒΓ 
καὶ ΔΑ. Ἑπομένως, τὸ ζητούμενον ἐπίπεδον θὰ. εἶναι κάθετον 
ἐπὶ τὴν τομὴν δύο ἐπιπέδων, ἐκ τῶν ὁποίων ἕν εἶναι παράλληλον 
πρὸς τὰς ΑΒ καὶ ΓΔ καὶ τὸ ἄλλο πρὸς τὰς ΒΓ καὶ ΔΑ. 

Πρακτικῶς, ἀρκεῖ νὰ κατασκευάσωμεν παραλληλόγραμμον 
ΑΒΓΔ’, ἔχον προσκειμένας πλευρὰς τὰς ΑΒ καὶ ΒΓ καὶ νὰ φέρω- 
μεν ἐπίπεδον κάθετον ἐπὶ τὴν ΔΔ΄ (8 1798). 

Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι, ἐφ᾽ ὅσον ἡ μα ταις 
θὰ εἶναι παραλληλόγραμμον, τὸ κέντρον αὐτοῦ θὰ εἶναι προβολὴ 
τοῦ μέσου ἑκατέρας τῶν διαγωνίων τοῦ στρεβλοῦ. Δηλαδὴ ἡ κά- 
θετος ἐπὶ τὸ προβολικὸν ἐπίπεδον, ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ παραλλη- 
λογράμμου, θὰ διέρχεται διὰ τοῦ μέσου ἑκατέρας τῶν διαγωνίων. 

᾽Εὰν λοιπὸν φέρωμεν τὴν ἐνοῦσαν τὰ μέσα τῶν διαγωνίων τοῦ 
στρεβλοῦ εὐθεῖαν καὶ ἐπὶ ταύτην φέρομεν κάθετον ἐπίπεδον, 
τοῦτο θὰ εἶναι τὸ ζητούμενον. 


Πρόβλημα 789--111 


1895 ρ. ᾿᾿ϑτραγωνιχῆς κανονικῆς πυραμίδος ΣΑΒΓΔ αἷ παράπλευ- 
0οι ἀκμαὶ ἔχουν μῆχος λ καὶ ἧ γωνία εἰς τὴν κορυφὴν ἑκάστης ἕδρας 
εἶναι 805. Ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ τὸ μῆκος τῆς ἐλαχίστης τεϑλασμένης 
(στρεβλῇς) γϑαμμῆς τὴν ὁποίαν δυνάμεθα νὰ σχεδιάσωμεν ἐπὶ τῶν πα- 
ραπλεύρων ἐδρῶν καὶ ἥτις ἄρχεται ἀπὸ τῆς κορυφῆς Α καὶ ἐπανέρχε- 
ται εἷε τὸ ᾿αὐτὸ σημεῖον, 


Φανταζόμεθα ὅτι ἀφαιροῦμεν τὴν βάσιν τῆς πυραμίδος καὶ 
ἀνακπτύσσομεν τὰς παραπλεύρούς ἕδρας της ἐπὶ ἑνὸς ἐπι πέδου. 
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Εὑρίσκομεν οὕτω ἕνα πολυγωνικὸν τομέα ἔχοντα κέντρον τὸ Σ΄, 
κορυφὰς τὰς κορυφὰς τῆς γραμμῆς Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄ καὶ Α΄΄, εἰκόνος 
ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς περιμέτρου ΑΒΓΔ τῆς βάσεως, καὶ γωνίαν εἰς 
τὸ κέντρον ΑΣΑ“, ἴσην πρὸς 1209, δηλ. τετραπλασίαν τῶν 30», 
Ἢ ἐλαχίστη γραμμὴ μεταξὺ ᾿Α’ καὶ Α΄΄ θὰ εἶναι ἡ εὐθεῖα Α΄Α΄, 
ἴση πρὸς τὴν πλευρὰν ἰσοπλεύρου τριγώνου ἐγγεγραμμένου εἰς 
κύκλον ἀκτῖνος λ. Ἐπομένως: 


ΑἸΑ΄ --λΥϑ. 


Παρατηρήσεις. 1). Ἢ τεθλασμένη γραμμὴ ἀποτελεῖται ἀπὸ τέσ- 
σαρα μέρη, ἴσα ἀνὰ δύο. Ἕκαστον τῶν ἄκρων τμημάτων ἰσοῦται 


πρὸς -- ἢ: καὶ ἕκαστον τῶν μέσων πρὸς τῦτ᾽ ὁλόκληρος ἑἐπομέ- 


1 λ 3Ὰλ 
γώς ἡ γραμμὴ ΞΞ τξ ἐξ Ξὸξ Ξελγϑ. 


2) Εἵναι εὔκολον νὰ προσθέσωμεν καὶ ἄλλα ἀνάλογα ζητήματα. 
(Βλ. Επενοῖςοβ ἀ6 Οὐόγηῤίγῖο ἀοεονίριϊυο, πιὸ 530). 


Διάφοροι τύποι 


Πρόβλημα 784 


1899. Αἱ τρεῖς διαστάσεις ὀρθογωνίου παραλληλεπιπέδου εἶναι α, β 
καὶ γ. Νὰ ἐκφρασϑῶσι συναρτήσει αὐτῶν, ὁ ὄγκος, ἡ ὁλικὴ ἐπιφάνεια, 
ἡ διαγώνιος, τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀκμῶν τοῦ παραλληλεπιπέδον καὶ ἧ 
ἀκμὴ τοῦ κύβου τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς αὐτό. 


Εὑρίσκομεν : 
"Ὄγκος --εαα.β.γ. 


Ὁλικὴ ἐπιφάνεια -Ξ- 2(αβ - αγ -ἰ- βγ). 
Διαγώνιος -- ΥἿα5"-Ὲ β᾽ -γ". 
ΓΑθροισμα ἀκμῶν -Ξ 4(. -Εβ -Ἐ γ)}. 
᾿Ακμὴ τοῦ κύβου τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸ παραλληλεπίπεδονΞ- αβγ. 
Πρόβλημα 785 


1804. Ἢ ἀχμὴ κύβου εἶναι α. Νὰ ἐχφρασϑῶσι συναρτήσει τῆς α, 
ἡ διαγώνιος τοῦ κύβου καὶ τὸ ἐμβαδὸν τῆς τομῆς αὐτοῦ ὑπὸ ἐπιπέδου 
διερχομένου διὰ δύο ἀπέναντι ἀκμῶν. 


Ἢ διαγώνιος του εἶναι 
᾿ γατξ αν: α-- 735τ-- αΥ̓Ξ. 
Ἢ. διαγώνιος μιᾶς τῶν ἑδρῶν του : 
1α5 αὉ -- 2α"--α2. 
Ἡ διαγώνιος τομὴ εἶναι ὀρθογώνιον μὲ διαστάσεις αΥ̓Ζ καὶ α΄. 
τὸ ἐμβαδὸν αὐτοῦ ἑπομένως εἶναι αΥ Υ2. 


Γεωμετρία 02 


978. 


πρόβλημα 736 
1895. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ ὄγκος κανονικῆς τριγωνικῆς πυραμίδος, τῆς 


ὁποίας ἣ ἀχμὴ τῆς βάσεως εἶναι α καὶ ἧ παράπλευρος ἀχμὴ β. ᾿ 


Τὸ ὕψος τοῦ͵ ἰσοπλεύρου τριγώνου εἶναι “Ξ- Υ3. 


Τὸ ὅψος τῆς πυραμίδος θὰ διέλθῃ ἀπὸ τὸ κέντρον τοῦ ἰσο- 
πλεύρου τριγώνου, ἐπειδὴ ἡ πυραμὶς εἶναι κανονική. Τὸ κέντρον 
τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ἀπέχει ἀφ᾽ ἑκάστης τῶν κορυφῶν του τὰ 


:Ξ: τῆς διαμέσου, ἥτις εἶναι. . ἴση πρὸς τὸ ὕψος αὐτοῦ" ὁ ποὺς ἑπο- 
μένως τοῦ ὕψους τῆς πυραμίδος θὰ ἀπέχῃ ἀφ᾽ ἑκάστης. κορυφῆς 
2 ἡ α 
2.5 γϑ--Ξ γϑ. 

Τὸ ὕψος τῆς πυραμίδος εἶναι κάθετος πλευρὰ ὀρθογωνίου τριγώ- 
νου, ἔχοντος ὑποτείνουσαν τὴν παράπλευρον ἀκμὴν β καὶ τὴν ἄλ- 
λην κάθετον πλευρὰν ἴσην πρὸς Ξ Υ3. 

'Επομένως: 


υν τ β'-- φ'.3-ρ.- Φ', υ--Ἴ 6». «' 


καὶ ν--τ ἐμβ. ἰσοπλεύρου τριγώνου Χ Υ... φΞ ᾿ 
ἊΝ 1 α α Ξ τε: αὖ “Ὁ ΣΣἘΥΕΕΣΘΙΡΟΕΣ. 
" νετς υτῆν- τ -φυτρθα. 


Πρόβλημα 7357 


1806. Ἑϊς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ κορυφῆς πυραμίδος πρέπει νὰ 
ἀχϑῇ ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὴν δέτιν της, ὥστε τὰ δύο μέρη εἷς ἃ 
ϑὰ διαιρῆται νὰ εἶναι ἰσοδύναμα ; 

"Ἂς εἶναι Π ἡ “πυραμὶς ὁλόκληρος, Π’ ἡ πυραμὶς μὲ βάσιν 
τὴν. τὸ ἣν καὶ υ,υ, τὰ δύο ὄψη τῶν πυραμίδων, Θὰ, ἔχωμεν 


ἜΓΞ- καὶ ἐπειδὴ αἱ πυραμίδες εἶναι ὅμοιαι: 
Π’ υ," 
τ Ὸν 
“ὥστε 
υ," 1 1 υ ι 
τὸ Ξε τ δε τσ υλ, ὦ, τε -τ-- καὶ υ, Ξευ. (0,7937...) 
Πρόβλημα 788 


1897. Νὰ διαιρεδῇ τὸ ὕψος δοϑείσης πυραμίδος κατὰ τρόπον, ὥστε 
γὴηλρμαὶν ἐκ τῶν σημείων τῶν διαιρέσεων ἐπίποδα παράλληλα πρὸς 


ἂν 
τὴν ἐν, ἢ περαμὶς νὰ διαιρῆται εἰς 8,4... Ϊ᾿ ἰσοδύναμα μέρη. 
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"Ἂς εἶναι Σ ἡ κορυφὴ τῆς πυραμίδος καὶ ΣΛ τὸ ὕψος αὐτῆς. 
Παριστῶμεν τὴν δοθεῖσαν μὲ Π. 


1) Διαίρεσις εἰς τρία ἰσοδύναμα μέρη. “Ας ὑποθέσωμεν ὅτι τὰ ζη- 
τούμενα σημεῖα τοῦ ὕψους εἶναι, κατὰ σειρὰν ἀπὸ τοῦ Σ, τὰ Α 
καὶ Β. Τὰ ἐκ τῶν Α καὶ Β᾽ παράλληλα ἐπίπεδα διαιροῦν τὴν πυ- 
ραμίδα εἰς τὴν Π, ἔχουσαν ὕψος ΣΑ, τὴν κόλουρον Κὶ, ἔχουσαν 
ὕψος ΑΒ καὶ τὴν κόλουρον Κὶί, ἔχουσαν ὕψος ΒΛ. 

᾿Επειδὴ τὰ τρία ταῦτα μέρη θὰ εἶναι ἰσοδύναμα, θὰ ἔχωμεν 


Π, -Ξ τ π, ἡ δὲ πυραμὶς ἡ ἔχουσα ὕψος ΣΒ, ἣν καλῶ Π,, θὰ 


εἶναι π,-- -ξ-π. Κατὰ τὰ περὶ ὁμοίων πολυέδρων θὰ ἔχωμεν : 
ϑ 
Πρ, ΣΑΡ 1 5. 1 
ΠΩΣ, ἢ ΡΟΣ ΝΟΣ χόα τ εν 


ϑ 
Π, ΣΒ 2 Ξ 2 
2) Διαίρεσις εἰς τέσσαρα ἰσοδύναμα μέρη. Ας εἶναι τὰ ζητούμενα ση- 
ππὰ ἐπὶ τοῦ ὕψους τὰ Α, Β καὶ Γ καὶ ἂς εἶναι ΣΑ ΞΞυ,, ΣΒ -Ξυ,. 
Γ-ευ,. Τὰ τέσσαρα μέρη θὰ εἶναι πάλιν ἰσοδύναμα καὶ ἂν κα- 
λέσωμεν Π,, Π,, Π, τὰς πυραμίδας αἵτινες ἔχουσιν ἀντιστοίχως 
ὕψη τὰ υ,, υς καὶ υ,, θὰ ἔχωμεν: 
τῖρ .  πἰς 2. τῆι 
π᾿ 4᾽᾿ π᾿ 4 π 
᾿Ἐργαζόμενοι ὡς ἄνω, λαμβάνομεν 
υι 1 1 
σλτ ΞΞ Ὥ- ἢ υ, Ξξ ΣΛ ΥΣ ᾿ 
3 
. 


.Ὁ 
ΣΛϑ 


! 
4] ν 
Ξ 
Ι 
Μ 
.-» 
Δίν 


καὶ ὁμοίως 


υ, -Σλ Υ͂Ξ. 


3) Διαίρεσις εἰς ν ἰσοδύναμα μέρη. "Ἀς εἶναι Α, Β,Γ,... Καὶ τὰ 
σημεῖα διαιρέσεως τοῦ ὕψους καὶ ἂς θέσωμεν ΣΑ -ευ, ΣΒ-ξΞυ,, 
ΣΓΞευ,, «τον, ΣΙ ΞΞυν.-- τ.. Τὰς πυραμίδας αἵτινες ἔχουσιν ἀντι- 


στοἰχὼς τὰ ἄνω ὕψη καλέσωμεν Π,, Π, . .. Π.--"- 
Θὰ ἔχωμεν: 
π, ας πὸ 2 ποτὰ ναι 
π΄ νι πο’ νρέοΠετυτ τ τ ν-- 


᾿Εφαρμόζοντες τὰ περὶ ὁμοίων πολυέδρων λαμβάνομεν 


8 ὃ ΌςὉςὉΌΟΌΟ 
υ, ΟΣΛΊΓΣ ὑρεσλ ΓΖ, ; ἀ νος ἘΚ ΞΤῚ 


ν 


λ 


Πρόβλημα 739 


2898. Ἑὶς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς κορυφῆς μιᾶς πυραμίδος πρέπει 
νὰ φέρωμεν ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν, ἵνα ἣ πυραμὶς τμηϑῇ 
εἰς δύο μέρη ἔχοντα λόγον ὅ πρὸς 8; 

Ἢ πυραμὶς Π’ ἣν θὰ ἀποκόψωμεν θὰ εἶναι τὰ ὩΞ τῆς ὅλης Π. 

Καλοῦντες τὰ ὕψη τῶν Π’ καὶ Π υ΄ καὶ υ ἀντιστοίχως, θὰ ἔχωμεν: 


8 
5 ,. ἸΓ5 
ὩΣ τ ἢ ὑπυΐξ. 


Πρόβλημα τοῦ Τ7ὶπιπιεγπιαης 739-- 1 


1898 α. Νὰ δρισϑῇ ἣ ϑέσις ἐπιπέδου τοιούτου, ὦστε τὸ ἄϑροισμα 
τῶν ἀποστάσεων ἑκάστου σημείου αὐτοῦ ἀπὸ τὰς τέσσαρας ἕδρας δοϑέν- 
τος τετραέδρου νὰ εἶναι σταϑερόν. 


“ας εἶναι ΑΒΓΔ τὸ δοθὲν στερεόν. ᾽Εὰν ἐπὶ τῶν ἀκμῶν ΔΑ, 
ΔΒ 'καὶ ΔΓ, ὁρίσωμεν τὰ σημεῖα Ε, Ζ καὶ Θ εἰς τρόπον, ὥστε τὰ 
τετράπλευρα ΑΕΖΒ, ΒΖΘΓ καὶ ΓΘΕΑ νὰ εἶναι ἰσοδύναμα με- 
ταξύ τῶν καὶ πρὸς τὴν ἕδραν ΑΒΓ, τὸ ἐπίπεδον τὸ ὁριζόμενον 
διὰ τῶν σημείων Ε, Ζ καὶ Θ θὰ εἶναι τὸ ζητούμενον. (4. ἀε 6., 
τόμ. ΧΝΙΙ, 1827---1828,. σ. 218, η9 5). 


Παρατήρησις. “ἵνα ὁρίσωμεν τὰ σημεῖα Ε, Ζ καὶ Θ, παριστάνο- 
μεν μὲ α, β, γ, ὃ τὰ ἐμβαδὰ τῶν ἑδρῶν τοῦ Ἰρτβσενρον, τῶν κει- 
μένων ἔναντι, ἀντιστοίχως, τῶν κορυφῶν Α, Β, Γ᾿ καὶ Δ. 

Θέτοντες διὰ συντομίαν : 


,κ--Ξδὺ δ- δ᾽ ὁ -ῦν 


αβγ 
Εὑρίσκομεν : 
- αλ ΒΕΙ βλ 
ΔΕ-ΞΔΑ. α--δ᾿ Δ2ΖΞ-ΔΒ. Β-- 
καὶ ΔΘ--δγ.--Ἶ Ν (μὴ 
τ: ἢ 


Σημείωσις. Ἢ ἐργασία αὕτη τοῦ Α. Τἱτπιπιεγτιαπθ, καθηγητοῦ 
τότε εἰς τὸ ᾿Αθήναιον τῆς Τοιμγπηαὶ, γενικαύόει τὸ ζήτημα καὶ περιέ- 
χεται εἰς 13 σελίδας, ἀπὸ 217 ἕως 229 τοῦ ὡς ἄνω τεύχους. 


106. Σημ. μετ. 1) Ἢ θέσις τοῦ ἐπιπέδου ΖΕΘ εἶναι ὡρισμένη δυνά- 
μαι τῆς σχέσεως ΒΓΘΖ ΞΞ ΓΑΕΘ ΞΞ ΑΕΒΖ --Ξ ΑΒΓ. θεωρῶ τυχὸν σημεῖον 
τοῦ ΕΖ2Θ, τὸ Μ' τὸ στερεὸν ΔΑΒΙ εἶναι ἄθροισμα τῶν ἑξῆς στερεῶν: τοῦ 
ΔΕΖΘ, τριῶν πυραμίδων ἐχουσῶν κοινὴν κορυφὴν τὸ Μὶ'ὶ καὶ δάσεις τὰς 
ΕΘΙΓΑ, ἘΖΒΑ, ΘΓΒΖ καὶ τῆς πυραμίδος ΜΑΒΙ, Καλοῦντες ἀντιστοίχως 
πὰ μήκη τῶν καθέτων, τῶν ἀγομένων ἐκ τοῦ Μ ἐπὶ τὰς ΒΖΘΙ, ΓΑΕΘ, 
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Πρόβλημα 740 


1899. Ἕν στερεόν, τοῦ ὁποίου τὸ σχῆμα ὑπενϑυμίζει τὸ σχῆμα 
σωροῦ σχίρων, στηρίζεται ἐπὶ τοῦ ἐδάφους διὰ 

τῆς βάσεώς του ΑΒΓΔ, σχήματος ὀρϑργωνίου, αἱ 
δὲ. τέσσαρες ἄλλαι ἕδραι του σχηματίζουν δὲν 
τῆς βάσεως γωνίας 4589. Νὰ εὑρεϑοῦν τὸ ἐμβα- 
δὸν τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας καὶ ὁ ὄγκος 
τοῦ στερεοῦ. Αἴ διαστάσεις τῆς βάσεως δίδονται. 


Τὸ στερεὸν εἶναι ἕν κολοβὸν τριγωνικὸν 
πρῖσμα. Διὰ νὰ προσδιορίσωμεν τὸν ὄγκον 
του, ἀρκεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὴν κάθε- 
τον αὐτοῦ τομὴν ἐπὶ τὸν ἀριθμητικὸν μέσον 
τῶν παραπλεύρων ἀκμῶν. 

"ἃς εἶναι ΡΜΝ ἡ κάθετος τομὴ καὶ ΑΒΓΔ 
ἡ ὀρθὴ προβολὴ τοῦ ϑτέρεοῦ ἐπὶ τοῦ ὁρι- 
ζοντίου ἐπιπέδου ΑΒΓΔ. Τὸ τρίγωνον ΖΗΒ 
εἶναι ὀρθογώνιον καὶ ἰσοσκελές" ἑπομένως : 


--η2--.δ. 
ΗΒ ΞΞ ΗΖ -- ΕΙΣ 
ὅπου β--ΑΒ, α-:ΞΑΔ καὶ γ--ΖΕὉ 
καὶ ὑῖξια θ᾽ 5 Β᾽ 


2 
Ὁμοίως, τὸ τρίγωνον ΜΡΝ εἶναι ἀρύρον ἰσοσκελές : 


-σν-- 8 -.Β.θ 6’ 
ῬΣ-ΌΣΝ-- -Ξ καὶ (ΜΝΡ)---- -Ἐ -- Ὁ. 


τρα: να Ξαξα-Ρ, δὲ, Θα- δ) 


ἘΖΒΑ, ΑΒΓ διὰ τῶν υα, υβ, ὕγ, υὸ ἀντιστοίχως καὶ υ τὸ ἐκ τῆς Α 
ὕψος ἐπὶ τὴν ΑΒΓ λαμδάνομεν τὴν ἰσότητα : 


Υκος ΔΕΖΘ {- -ξτ υς (ΒΖΘΓ) ἰ- ἘΞ υρ (5984) 


ΤᾺ τ υγ (8284) -Ἐ τ υὰ (ΑΒ) -- τ ὁ (ΑΒ). 
Ααμδάνοντες ὑπ᾿ ὄφιν ὅτι: 


Ὄγκος ΔΕΖΘ -- Σ, σταθερὰ ποσότης καὶ (8201 ΞΞ ΞΞ (ΕθΕ4)-- (ΕΖΒΑ) -- Ξε: 
ΞΕ (ΑΒΓ) ξ.- α ἡ ἀνωτέρω ἰσότης γράφεται : 


ΣΈ ΞΖυυα Ἐτξυρα ξ ξ υρα Ἐξ υῤα να 
ἢ να Ἐυρ Ἐν Ἔνο τευ - Σ.. 


Τὸ 3ον μέλος τῆς ἰσότητος εἶναι ΡΣ ἀπομένως καὶ τὸ ἴον. 
4) ᾿Εκειδὴ τὰ τρίγωνα Δ2Ζ0 καὶ ΔΒΓ, ΔΖ καὶ ΔΑΒ, ΘῈ καὶ ΑΓΔ 
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Ἥ παράπλευρος ἐπιφάνεια (ὁλικὴ ἐπιφάνεια πλὴν τῆς ἕδρας 
ΑΒΓΔ ἐφ’ ἧς στηρίζεται ἐπὶ τοῦ ἐδάφους) ἀποτελεῖται ἀπὸ δύο ἴσα 
τραπέζια ἰσοσκελῆ καὶ ἀπὸ δύο ἰσοσκελῆ ἴσα τρίγωνα. Τὸ ὄψος 
τῶν τριγώνων ἰσοῦται μὰ τὸ ὕψος τῶν τραπεζίων, τὸ δὰ ὕψος τοῦτο 
εἶναι ἡ ὑποτείνουσα ἰσοσκελοῦς ὀρθογωνίου τριγώνου, τοῦ ὁποίου 


ἑκάστη κάθετος πλευρὰ ἰσοῦται πρὸς . Θὰ ἔχωμεν ἑπομένως : 


᾿Εμβαδὸν τῶν δύο τριγώνων -Ξ ΞΕ : 


ὯΖ, 
ῳ-- 2Ρ᾽ ἢ υ--ἢ ΥΣ. 

5 

2 


᾿Ἐμβαϑὸν τῶν δύο τραπεζίων : 
2α--Βλ ΛΑΥ͂Σ. Βι2 
24(-ο: ) (ἔχ )τ «--͵α. 5. 
Ἢ παράπλευρος ἐπιφάνεια (ὡς ἐχαρακτηρίσθη ἀνωτέρω) ἔχει 
ν: 


ἐμβαδό 


ΕΥ͂Σ (ρα. 6 ΕΥΣ. οΥ̓Σ κω Υ2:. ΥΣ ΡΥ Σ. 


ἔχουν μίαν γωνίαν κοινὴν θὰ ὄχωμεν : 
ΔῈθ ΔΕ.Δθ 6-.-Ὁ ΔΕ.Δ0 


Ἅτ Δὰν 7 6 δ΄ ΔΑ ΔΤ 
ΔῈ2Ζ ΔῈ Δῷ , 1--ὃ ΔΕ: Δ2 
ΔΑΒ ΔΑ.ΔΒ ὙΎῪ 5ΞΡΞΛΔΑ.ΔΒ 
᾿Πολλακλασιάζοντες κατὰ μέλη λαμθάνομεν : 
(6- ὃ. -- ὃ ΔΕ' Δ40.Δ2 ω) 
ΠΟΥ τ ΔΑ" ΔΓ .ΔΒ᾽ 


Δ20. ΔΖ 40 η. 4: 44:20.. 
ΔΒΙ ΔΒ.ΔῈ. α ΔΒ. 
ν ἀρεῖς 42.199. . 
καὶ θέτοντος οἰς τὴν (1) τὴν τρὴν ΔΒ ἋΣ δὐρίσχομεν : 


.6--ὅα:- 455. «--ὃ 


δὴ τ 245 α 


τῷ το ξγαξε 


αἰότα τ ςὃ. 


πὰ 4 ἢ 


᾿Ὡ- τ ἢ 
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πρόβλημα 741 


1900. Ἰετραέδρον Ἔα εἶναι τρίγωνον σκαληνόν, μὲ πλευρὰς 
α, β καὶ γ' αἱ τρεῖς ἄλ ἀκμαὶ εἶναι ἴσαι καὶ τὸ μῆκος ἑκάστης ὃ. 
Νὰ ἐχφρασϑῇ ὁ ὄγκος τοῦ τειν αέδρῦν συναρτήσει τῶν α, β, γ καὶ δ. 


Τὸ ἐμβαδὸν Ε τῆς βάσεως δίδεται ἀπὸ τὸν γνωστὸν τύπον 
ΕξΥ τίττ-- α) (τ-- β) (τ-- Υ), 
ἡ ἀκτὶς δὲ Ἐ τοῦ περιγεγραμμένου κύκλου εἰς τὴν βάσιν δίδε- 
ται ὑπὸ τοῦ 
-οὩ ας γ 
40τίτ-- α)ίτ-- β) (τ -- 4Ε 


Τὸ ὕψος τῆς πυραμίδος εἶναι ἡ μία κάθετος πλευρὰ ὀρθογω- 
νίου τριγώνου, ἔχοντος ὑποτείνουσαν τὴν δ καὶ ὡς ἄλλην καθε- 
ἴον τὴν Ε. ι-Επομένως: 


υ-εγϑε- κ5- 7»... σ'β'γ᾽ 


16 Ε9 
ἴξεν- δ’ ΞΞἮ ατν» δ᾽! .- α'βνν -1 ϑπεατνότων, ἐσύνοννμνν ΚΝ 
"αὐ ν-- ἔς ΦΕἸΞΞΕ ΤΕ ΠΡ -- Ὁ γτξετετσξαες 
ἢ ν τε ἈΕῚ Ἰδτίτ-- αγίτ -- β) (τ -- Ὑ) δ᾽ - αν". 


Πρόβλημα 471--Ἰ 


1900 α. Δίδεται ἑξαγωνικὸν κανονικὸν πρῖσμα μὲ παραπλεύρους 
ἀκμὰς τὰς ΑΑ΄, ΒΒ΄... ΖΖ΄. Φέρομεν τὰ ἐπί- 
ΑΒΊ, ΓΔΈ, ΕΖ'Α, ὡς καὶ τὰ ΒΊΓΔ΄, 
.«ΔΈΖ', ΖΑΒ’ Τὰ ἐπίπεδα ταῦτα ἀποχόπτουν 
ἀπὸ τὸ πρῖσμα δξ τριγωνικὰς πυραμίδας. Νὰ 
μὰ “ ὄγκος τοῦ οὕτω κολοβωμένου 
δαί. α 1ον συναρτήσει τῆς πλευρᾶς ΑΒ 
το μα ϑοὸν καὶ δον συναρτήσει τῆς πλευρᾶς 
ΔΕ τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνον ΑΓΕ. Τὸ ὄνος 
τοῦ πρίσματρς εἶναι υ. 
Ἔκ τοῦ ὄγκου τοῦ πρίσματος 
ΑΒΓΔΕΖΧυ, 


πρέπει νὰ ἀφαιρέσωμεν ἕξ τριγωνικὰς πυ- 
βαμίδας, ἐχθῦσας ὄψος υ καὶ ἑκάστης τῶν ὁποίων ἡ βάσις εἶναι 
ση μπρὸς τὸ τρίγωνον ἌΒΓ. 

ἐδ κολο τοῦ ὁξαγώνου εἶναι 6Χ (ΑΒΓ) ἑπομένως, ἂν ν ὁ 
Ἔξ τοῦ κολοβωμένου πρίσματος, θὰ ἔχωμεν 


ν “- (ΑΒΓΔΕΖ) ( - 3) ΞΊΆΒΓΔΕΖ) ὑξευ. 


5.-..- “Ὁ 


»πποστς 


᾿ 


) Ἔστω ΑΒ -Ξα. Γνωρίζομεν ὅτι τὸ ἐμβαδὸν ἰσοπλεύ υ τρι- 
Ετοὴ Ἐλευρεε ἁ δίδεται ἐπῶν τὸν τόπον ἘΠῊΝ 


--- Ὁ 5’ ἑκομένως :(Α08) -Ξ -τς ΠΩ 
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3 8 
καὶ ἐμβαδὸν ἑξαγώνου --6 “-- 3.-- 5 75 ᾿ 
3α3}}ῷ3 2 
ΕΞΞ θοῦ δ, ἀνα τοι οΣ -Ξ- αϑ 
ν:-Ξ 2 Ξ  ὕτεαλὺυ 3 


2) Ἔστω ΑΕ --β καὶ ΑΕ --αΥὐ3. 


Θὰ εἶναι βεΞα Τ3, ἐξ ἧς α -Ξ Β.. εἰσάγοντες τὴν τιμὴν ταύτην 


13 
εἰς τὴν προηγουμένην ἔκφρασιν τοῦ ὄγκου ν, λαμβάνομεν: 
3 ἐξ 
ἍΌΞΞ ᾿- υΥ̓́ἢ. 


1900 β. Παρατήρησις. 1) Ἣ ἄνω ἕδρα τοῦ στερεοῦ εἶναι τὸ ἰσό- 
πλευρον τρίγωνον Β΄ Δ΄Ζ, ἡ δὲ κάτω ἕδρα εἶναι τὸ ἐπίσης ἰσό- 
πλευρον ΑΓΕ. Πᾶσα τομὴ παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις εἶναι 
ἐξάγωνον, ἔχον τρεῖς πλευρὰς ἴσας μεταξύ των καὶ παραλλήλους 
πρὸς τὰς πλευρὰς τοῦ ΑΓΕ καὶ τρεῖς ἄλλας ὁμοίως ἴσας μεταξύ 
τῶν καὶ παραλλήλους πρὸς τὰς πλευρὰς τοῦ Β΄ Δ΄Ζ΄. Ἡ μεγίστη 
τομὴ εἶναι ἡ ἴσον ἀπέχουσα τῶν βάσεων’ αὕτη εἶναι ἐἑξάγωνον 
κανονικὸν ΘΗΙΙΚΛ, ἑκάστη πλευρὰ τοῦ ὁποίου εἶναι τὸ ἥμισυ 
τῆς ΑΓ. 

Ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ἑξαγώνου τούτου εἶναι: 


6} -- -Ξ ρ' Υ3.. τοῦ δὲ (ΑΓΕ) -Ξ ΒΞ γπΑ 38" γΞ 
Μεταβάλλεται ἄρα τὸ ἐμβαδὸν τῆς τομῆς μεταξὺ τῶν ὁρίων 
"Ε ΥἹ καὶ ΕΣ βεγΥ3 


2) Δυνάμεθα νὰ θέσωμεν διάφορα ζητήματα ἀνάλογα πρὸς τὸ 
προηγούμενον. Θὰ ἐξετάσωμεν ταῦτα σχετικῶς μὲ τὸ κανονικὸν 
τετραγωνικὸν ἢ ὀκταγωνικὸν πρῖσμα. ᾿ 

1900 γ. Τετραγωνικὸν πρῖσμα. ᾿Απὸ ἕν πρῖσμα, ἔχον βάσεις τὰ 
᾿ ΑΒΓΔ καὶ Α'ΒΤ'΄ Δ΄, ἀφαιροῦμεν τὰς πυρα- 
εἴδας αἰσνδι ἐρδον ΔΑ Ἄρα ΤΠ ος Τὸ ἀπο- 
μένον στερεὸν εἶναι τετράεδρον ἔχον κορυφὰς 
τὰς Α, Γ, Β΄ καὶ Δ΄. ΕΥ̓ 

"Ἂς εἶναι α ἡ πλευρὰ τοῦ Ἐετραγονου, ὁ ὄγκος 
τοῦ πρίσματος εἶναι αὐ. υ καὶ ὁ ὄγκος τῶν. δύο 


πυραμίδων -Ξ- (ΑΒΓΔ) τΞ Ξε α". - . Ἑπομένως, 


Σ1. 4238. 


αἱ πρὸς ἀφαίρεσιν τέσσαρες πυραμίδες θὰ ἔχουν 


2 α" 


ἧγκον τυ καὶ τὸ ἀπομένον τετράεδῥον θὰ ἔχῃ ὄγκον -- Ξ- εὖ. 
Ὥστε: Τὸ τοεράεδρον οἴναι τὸ -Ἰ τοῦ πρίσματος (Ὁ 157), 
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1000 ἃ. ᾿Απὸ ἕν καν. ὀκταγωνικὸν πρῖσμα ἀφαιροῦμεν ὀκτὼ τρι- 


γωνικὰς πυραμίδας, ἐχούσας βάσεις ἴσας 
πρὸς τὸ τρίγωνον ΑΒΕ. ᾿Απομένει οὕτω 
στερεὸν ἔχον βάσεις τὰ τετράγωνα ΑΒΓΔ 
καὶ Ε΄Ζ᾽ΘΉ΄. Νὰ ὑπολογισθῇ ὁ ὄγκος 
τοῦ στερεοῦ τούτου συναρτήσει τῆς πλευ- 
ρᾶς α τοῦ τετραγώνου. 


τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου ΑΕΒ, τὸ ἀγόμενον 
ἐκ τοῦ Ε, ἰσοῦται πρὸς 


Σχ. 1227. 


ρ--ξ--Φ 2- Φ --Ξ 0 - "). (Ὁ) 


Τὸ κανονίκὸν ὀκτάγωνον ἔχει ἐμβαδὸν -- 


α 


-- 4((ΑΟΒΕ)--4(0Ε}. “Ὁ. -4 


Ὃ ὄγκος τοῦ ὀκταγωνικοῦ πρίσματος -- αἱ υΥ. 


᾿Εμβαδὸν τριγ. ΑΒΕ -Ξ- Ξ. . Ξι0τ- "τε Ξ (Υ7-- τ). 


ἴἤογκος τῶν ὀκτὼ πυραμίδων -- 


"2 


--8. 5 (Ὑ2-- 1. Ὁ --ἰξ αὐου(72-- ἡ. 


Αρα: 


α ,.“ν- 
2. καρ το κεν:: γ2 


ι2) 


(3 


ν ---ὄγκος τοῦ ἀπομένοντος στερεοῦ -- α' ουὐΥ̓́Ζ -- - αϑὸ (Υ2 --1), 


νΞΞ Ξυ ΥΣ 3 αὐ Ξε τ αϑυ (2.-- Υ2) : 


Προόβλημα 741--11 


(4) 


1500 ε. Δύο ἴσα τετράγωνα κεῖνται ἐπὶ δύο παραλλήλων ἐπιπέδων. 
Ἢ εὐϑεῖα, ἣ ἑνοῦσα τὰ κέντρα των, εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὰ παράλληλα 
ἐπίπεδα καὶ αἱ διαγώνιοι τοῦ ἑνὸς εἶναι κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ 
ἄλλου. Δι᾿ ἑκάστης τῶν πλευρῶν τοῦ ἑνὸς τετραγώνον καὶ τῆς ἀντιστοίχον 
χορυφῆς τοῦ ἄλλου φέρομεν ἐπίπεδα, εἰς τρόπον ὥστε νὰ σχηματίζηται 
στερεὸν μὲ παράπλευρον ἐπιφάνειαν ἀποτελουμένην ἀπὸ ὀκτὼ ἴσα τρί" 
γῶνα. Ζητεῖται νὰ προσδιορισϑῇ ὁ ὄγκος. τοῦ στερεοῦ, τοῦ περιεχομένον 
μεταξὺ τῶν δύο τετραγώνων καὶ τῶν ὀκτὼ παραπλεύρων τριγώνων. Γνω- 
οἰΐζομεν ὅτι ἡ πλευρὰ τῶν τετραγώνων εἶναι α καὶ τὸ ὕψος τοῦ 


στερεοῦ υ. 


Τὸ ζήτημα τοῦτο δὲν διαφέρει διόλου ἀπὸ τὸ θεωρηθὲν ἤδη 


(1900 δ)" θὰ ἔχωμεν 
ν - ΒΞ αὖ (2- Υ2). 


884. 


Δεν μεθα, νὰ φθάσωμεν εἰς τὸ αὐτὸ ἀποτέλεσμα ἐργαζόμενοι 
ὡς ἑξῆς: “ 

Τὸ ὀκταγωνικὸν πρῖσμα ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τοῦ τετρα- 
γωνικοῦ πρίσματος καὶ τεσσάρων τριγωνικῶν πρισμάτων ἐχόντων 
βάσιν ἵσην πρὸς τὴν ΑΒΕ. Αν ἀπ᾿ αὐτοῦ ἀφαιρέσωμεν ὀκτὼ τρι- 
γωνικὰς πυραμίδας, ἐχούσας βάσιν τὴν ΑΒΕ, θὰ ἔχωμεν τὸν ζη- 
τούμενον ὄγκον τ΄. Δηλ.: 


ν Ξε αὐ Ὁ 4.48Ε.υ -- 8. ἍΒΕ.-τ', 
Ξ αὐ ἘΞΞ ΑΒΕ. -- τ (3α᾽-[4 ΑΒΕ}. 


᾿Αλλ᾽ εἶναι : 4 ΑΒΕ)ΞΞα: ΟἽ -- 1), (βλ. προηγούμενον τύπον (3). 
Ἑπομένως: 


ν τοξιαυ 6 -ἘΥΣ- ) ἣν - - αὐ (2-} Υ7). 


Πρόβλημα 741--11] 


1900 ζξ. ἸΠαραλληλεπιπέδου ὅλαι αἱ ἔδραι εἶναι ρόμβοι, τῶν ὁποίων 
μία διαγώνιος ἰσοῦται μὲ τὴν πλευράν των. Νὰ εὑρεθῇ ὁ ὄγκος τοῦ 
παραλληλεπιπέδον. 


"Ας εἶναι Α ἡ κορυφὴ μιᾶς τριέδρου γωνίας τοῦ στερεοῦ, τῆς 
ὁποίας αἱ ἐπίπεδοι γωνίαι ΒΑΓ, ΓΑΔ καὶ ΔΑΒ εἶναι ὀξεῖαι. 
᾿Επειδὴ ἡ διαγώνιος τοῦ ρόμβου ἰσοῦται πρὸς τὴν πλευράν του, 
θὰ κεῖται αὕτη ἀπέναντι ὀξείας γωνίας (60 μοιρῶν) τοῦ σχήμα- 
τος, αἱ δὲ εὐθεῖαι ΒΓ, ΒΔ, ΓΔ καὶ ΑΒ θὰ εἶναι ἴσαι καὶ τὸ τε- 
τράεδρον ΑΒΓΔ κανονικόν. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸν ὄγκον τοῦ παραλληλεπιπέδου, πολλαπλα- 
σιάζομεν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ρόμβου, τοῦ ὁποίου τὸ ἰσόπλευρον τρί- 
γῶώνον ΒΑΓ εἶναι τὸ ἥμισυ, ἐπὶ τὸ ὕψος υ, τὸ ἀγόμενον ἐκ τοῦ Δ 
ἐπὶ τὴν ΒΑΓ. 


᾿Εμβαδὸν ρόμβου -- α᾽ γε 


ΕΣ 
ππ ὖΖ: 
γ3 
Ἑπομένως : ν- ΦΎταὙ8. οΥξ,. 


Πρόβλημα 741-11} 


1θ00η. Αἱ ἕδραι ἑνὸς παραλληλεπιπέδου εἶναι ρόμβοι ἴσοι, πλευ- 
ρᾶς α καὶ μία τῶν διαγωνίων του ἔχει μῆκος β. Νὰ ἐκφρασθῇ ὁ ὄγκος 
τοῦ στερεοῦ συναρτήσει τῶν α καὶ βὶ καὶ νὰ διερευνηϑῇ ἡ προχύπτουσα 
παράστασις. ς 

"Ἂς εἶναι Α ἡ κορυφὴ μιᾶς τῶν τριέδρων τοῦ στερεοῦ, τῆς 
ὁποίας ἀϊ τρεῖς ἐπίπεδοι κεῖνται ἀπέναντι τῆς διαγωνίου δ᾽ Ἔργα- 
ζόμενοι ὅπως εἰς τὸ προηγούμενον Τροβλημο, παρατηροῦμεν ὅτι 


ἔχομεν ἕν ἰσόπλευρον πίγώγον ΒΓΔ, τοῦ ὁποίου ἑκάστη πλευρὰ 
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εἶναι β, καὶ τρία τρίγωνα ἰσοσκελῆ, ὅπως τὸ ΒΑΓ, τοῦ ὁποίου 
ΑΒ -Ξ- ΑΓ --α καὶ ΒΓ -Ξβ. ᾿ 

Θὰ εὑρεθῇ ὁ᾽ ζητούμενος ὄγκος ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν τὸ 
2(ΒΑΓ) ἐπὶ τὸ ὕψος υ, τὸ ἀγόμενον ἐκ Δ ἐπὶ τὴν ΒΑΓ. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ὕψος υ σκεπτόμεθα ὡς ἑξῆς: 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸν ὄγκον τοῦ ΒΑΓΔ θὰ πρέπει ἢ νὰ πολλα- 


πλασιάσωμεν τὸ ἐμβαδὸν ΒΑΓ ἐπὶ Ξ- 


τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΒΓΔ ἐπὶ ξ΄ ὅπου κ τὸ ὕψος 
τὸ ἀγόμενον ἐκ τῆς Α ἐπὶ τὴν ΒΓΔ. 


, ἢ νὰ πολλαπλασιάσωμεν 


“Ὥστε: (ΒΑΓ) υ:Ξ(ΒΓΔ). κ, 
ἐξ ἧς ὉΞ (Αγ). () 


᾿Αρκεῖ ἑπομένως νὰ. ἐκφράσωμεν τὰ ΒΓΔ καὶ Καὶ συναρτήσει τῶν 
δοθέντων. 
᾿Εμβαδὸν ἰσοπλεύρου τριγώνου ΒΓΔ, ἔχοντος πλευρὰν β εἶναι 


Ὡς ΒΡ ἐς. 
Ε-- τ ὐ3 (2) 


Τὸ ὕψος κ εἶναι ἡ κάθετος πλευρὰ ὀρθογωνίου τριγώνου, ἔχον- 
τος ὑποτείνουσαν α καὶ τὴν ἑτέρον κάθετον ἴσην πρὸς. τὰ τ τοῦ 


ὕψους τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΒΓΔ. 
Αρα: 


2 : 5 2 βυω- 
-Ξ ὕψους ΒΓΔ τ -Σ Υ3 
καὶ ἑπομένως : 
3 3α:. -β᾽ 
κλτε α’ -- δ᾽ ἢ :-- ἘΞ ΞΕ. (3) 


Θέτοντες εἰς τὴν (1) τὰς εὑρέεθείσας τιμὰς τῶν κ καὶ (ΒΓΔ) 
λαμβάνομεν : ᾿ 


ΒΡ γϑ Υ3 α' -- β᾿ β᾽ τα ὝΒΕΕΗΤ ΤῊ 
ΝΕ ὅπ Ὴ ς τ γ3α π᾿ με γϑαρ--Βν 
"π- τ Ἴ5Ὰτὺ)' π΄ (ΒΑΓ) ς΄’: (ΒΑΓ) ᾿ (ἢ 


"Ογκος παραλληλεπιπέδου Ν᾽ -- 2(ΒΑΓῚ.υ. 
᾿Αντικαθιστῶντες εὑρίσκομεν 


ν τε 2(ΒΑΓ). θ᾽ 


6) 


Διορεύνησις. Ἢ πλευρὰ β πρέπει νὰ περιέχεται μεταξὺ Ο καὶ Ζα. 
ἊΑν θέσωμεν β --εα θὰ ἔχωμεν: 


ὅ,τι εὔρομεν δηλ. καὶ προηγουμένως. ΒΠ 
"αν ὁ ρόμβος εἶναι τετράγωνον, θὰ ἔχωμεν β --α Υ2 καὶ ὁ 
τύπος (5) δίδει 


καὶ ὅπως ἔπρεπε ἄλλωστε νὰ ἀνεμένομεν, ἀφοῦ τὸ παραλληλεπί- 
πεδον καθίσταται κύβος, ἔχων ἀκμὴν μήκους α. 


Πρόβλημα 742 


1001. Νὰ κατασκενασϑῇ τὸ ἀνάπτυγμα τῆς ἐπιφανείας ἑκάστου τῶν 
κυρτῶν κανονικῶν πολυέδρων. 


ες, Τὸ ζήτημα ἀνήκει εἰς τὴν ἁρμοδιότητα τοῦ Γεωμετρικοῦ σχε- 
δίου' τὰ ἀναπτύγματα ταῦτα εὑρίσκομεν εἰς τὰς ἀσκήσεις τῆς 
παραστατικῆς Γεωμετρίας, 3η ἔκδοσις, πὸ 483 καὶ ἑξῆς. 


Πρόβλημα 742--1 


1901 α. Πᾶν ἐπίπεδον κάϑετον ἐπὶ μίαν ἀκμὴν ὀρϑογωνίου τριέ- 
᾿δρον γωνίας τέμνει ταύτην κατ᾽ ὑρϑὴν γωνίαν. 


᾿ Καλοῦμεν ὀρθογώνιον τρίεδρον, τὴν τρίε- 
δρον τῆς ὁποίας ἡ μία δίεδρος εἶναι γωνία 
ὀρθή. Ἂν ΣΑΒΓ εἶναι ἡ στερεά, τῆς ὁποίας 
ἡ δίεδρος ΣΓ εἶναι ὁ δὴ: τὸ ἐπίπεδον ΣΓΑ 
εἶναι κάθετον ἔπὶ τὸ ΣΓΒ. 
Τὸ “Θεώρημα εἶναι προφανές, ἂν τὸ τέ- 
μνον ἐπίπεδον εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν ἀκμὴν 
τῆς ὀρθῆς διέδρου ΣΓ΄’ διότι τότε θὰ δώσῃ 
ὡς τομὴν τὴν ἀντίστοιχον γωνίαν τῆς διέδρου, 
, - ἥτις εἕναι ὀρθή. "ᾶς ὑποθέσωμεν τώρα ὅτι τὸ 
τέμνον ἐπίπεδον ΓΑΒ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν 
ἀκμὴν ΣΑ’ θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ἡ τομὴ ΑΓΒ 
εἵναι γωνία ὀρθή. 
Ἔξ ὑποθέσεως, τὸ ἐπίπεδον ΣΓΒ εἶναι 
' κάθετον ἐπὶ τὴν ἕδραν ΣΓΑ. Εἶναι ἄρα καὶ 
τὸ ἐπίπεδον ΒΓΑ κάθετον ἐπὶ τὴν ἕδραν ΣΓΑ, ἀφοῦ ἡ ΣΑ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΓΒ. 'Επομένως, καὶ τὸ διὰ τῆς ΣΑ διερχόμενον 
ἐπίπεδον ΣΓΑ θὰ εἶναι κάθετον ἐπὶ τὸ ΑΓΒ’ ἐπειδὴ δὲ τὰ δύο 
ἐπίπεδα ΣΓΒ καὶ ΒΓΑ εἶναι κάθετα ἐπὶ τὸ ΣΓΑ καὶ ἡ τομή των 
ΓΒ θὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὸ ΣΓΑ, ἄρα καὶ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν τοῦ 
ΣΓΑ, τὴν ΓΑ. Εἶναι ἑπομένως ἡ γωνία ΒΓΑ ὀρθή. 


Τεωμετρικπὸς τόσεος 742 -- 11 


ΡΟ, β, Ἐπὶ τῶν ἀκμῶν ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ μιᾶς τριέδρου λαμβάνομεν ἴσα 
μήκη ΑΑ΄ -- ΒΒ τε Γ΄ Ξε λ. Νὰ εὑρεϑδᾷ ὁ γεωμετρικὸς τόκος τὸν ὁποῖον 


Β 
Στ. ἔ».. Ἢ 
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διαγράφει τὸν κοινὸν σημεῖον τῶν τριῶν ἐπιπέδων ΒΓΑ΄, ΓΑΒ΄, ΑΒΓ΄, 
Ο, ὅταν ἢ τιμὴ τοῦ μήκους λ μεταβάλλεται. 

Τὸ κοινὸν σημεῖον Δ τῆς ΒΓ΄ καὶ ΓΒ’ διαγράφει εὐθεῖαν Δ, 
κειμένην ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΣΒΓ. Τὸ δὲ σημεῖον Ο παραμένει εἰς 
ἐν ὡρισμένον ἐπίπεδον, τὸ ὁριζόμενον ὑπὸ τῆς Δ καὶ τοῦ σημείου 
Α. Ὁμοίως τὸ Ο ἀνήκει εἰς τὸ ἐπίπεδον, τὸ διερχόμενον διὰ τοῦ 
Β καὶ τῆς εὐθείας Δ΄, ἣν διαγράφει τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν ΑΓ΄ καὶ 
ΓΑ: ὁ τόπος ἑπομένως τοῦ Ο εἶναι ἡ τομὴ τῶν δύο τούτων ἐπι- 
πέδων δηλ. εὐθεῖα. 


ο Σημείωσις. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει ὅταν λάβωμεν ἐπὶ τῆς ΣΑ τμῆμα 
αλ, ἐπὶ τῆς ΣΒ τμῆμα βλ καὶ ἐπι ΣΓ γλ, ὅπου α, β καὶ γ εἶναι 
τρεῖς ἀριθμητικοὶ συντελεσταὶ σταθεροὶ καὶ ἃ μῆκος μεταβλητὸν 
(Μαιπεϑβὶθ, 1893, ο. 206). 


Πρόβλημα 742--111 


1901 γ. Νὰ τμηϑῇ τρισορϑογώνιος στερεὰ γωνία εἰς τρόπον, ὥστε 
ἣ τομὴ νὰ εἶναι ἴση πρὸς δοϑὲν τρίγωνον. 


᾿Αναγόμεθα εἰς τὸ ἀντίθετον πρόβλημα. Τὸ ζήτημα συνίστα- 
ται εἰς τὸ νὰ ὁρισθῇ τὸ κοινὸν σημεῖον τριῶν σφαιρῶν (8 1822). 


Παρατήοησις. Δυνάμεθα νὰ τάμωμεν οἱἰανδήποτε δοθεῖσαν τρίε- 
δρον στερεὰν δι᾽ ἐπιπέδου εἰς τρόπον, ὥστε ἡ τομὴ ΑΒΓ νὰ εἶναι 
ἴση πρὸς δοθὲν τρίγωνον. Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι δυσκολώτερον 
τοῦ προηγουμένου, ἡ δὲ λόσις του μᾶς ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσωσιν βαθ- 
μοῦ οὐχὶ κατωτέρου τοῦ τετάρτου. (Βλ. Μαιμεϑ8ὶ8 1896 σ. 18, πο 7). 


ΖΣημείωσις. 1) Τὸ πρόβλημα ἀναφαίνεται ἀπὸ τοῦ 1754. Ὃ 
Εβίόνε, τῆς βασιλικῆς ἑταιρείας τοῦ Μοπίροι ἴεν ἐπεχείρησε νὰ τὸ 
λύσῃ, ἀλλὰ δὲν τὸ κατώρθωσε. Κατὰ τὸ 1773, ὁ αρταῆξε ἔλαβεν 
ὡς ἀγνώστους τὰς τρεῖς ἀκμὰς τοῦ τετραέδρου καὶ ἀνήχθη διὰ 
τὴν λύσιν του εἰς ἐξίσωσιν ϑου βαθμοῦ. ᾽Ο αὐτὸς σοφὸς εἰς τὰ 
1795 κατέληξε εἰς λύσιν ἐξισώσεως 4ου μόνον βαθμοῦ. 

Ὃ Μοηρε ἐπεξειργάσθη τὸ πρόβλημα διὰ τῆς παραστατικῆς 
Γεωμετρίας, καὶ καθώρισε τὴν μορφὴν τῆς τριέδρου ὡς τομὴν 
τριῶν σπειρῶν, μὲ ἄξονάς τὰς πλευρὰς τοῦ δοθέντος τριγώνου καὶ 
μεσημβρινοὺς τόξα δεχόμενα γωνίας ἴσας πρὸς τὰς ἕδρας τοῦ 
τριέδρου. 

Ρ Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν ἡ τρίεδρος ἔχει καὶ τὰς 
τρεῖς της γωνίας ἴσας, τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εὐκόλως εἰς τὴν 
κατασκευὴν ἐνὸς τετραπλεύρου, τοῦ ὁποίου γνωρίζομεν τὰς δύο 
διαγωνίους, μίαν πλευρὰν καὶ τὰς γωνίας τὰς ἴσας μεταξύ των, 
αἵτινες πρόσκεινται εἰς τὴν πλευράν, ἥτις εἶναι ἀπέναντι τῆς γνω- 
στῆς. ᾿Αρκεῖ, πράγματι, νὰ κατακλίνωμεν τὰς ἕδρας τῆς τριέδρου, 
τὴν μίαν ἐπὶ τῆς ἄλλης. 

2) Τὸ προηγούμενον πρόβλημα εἶναι μία ἰδιαιτέρα περίπτωσις 
τοῦ προβλήματος τοῦ Βτυπο ἂἀθ6 Ναρῖςββ : δέδονται ἕν. σημεῖον Α καὶ 
9 εὐθεῖαι εἰς τὸν χῶρον β καὶ Ὑ. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς -βὶ ἕν σημεῖον Β καὶ 
ἐπὶ τῆς Ὑ ἔν σημεῖον Γ᾽ εἰς τρόπον, ὦστε τὸ τρίγωνον ΑΒΓ νὰ εἶναι ὅμοιον 
πρὸς δοϑὲν τρίγωνον αβγ. 

Ὃ Βεγυπο, ὁ διατυπώσας τὸ πρόβλημα, καὶ κατόπιν οἱ Ουείεϊεὶ 
καὶ Ηεςξβεξίς προσδιώρισαν τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τούτου. 
(Μαιβοϑὶ5 1896, σ. 18 καὶ 19, πϑῬ 7 καὶ 8). 
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3) Πρόβλημα τοῦ σετροππο. δέδονται τρία σημεῖα Α, Β καὶ Γ κεί- 
μενα ἐκτὸς ἐπιπέδου ΠῚ καὶ ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον Ο τοιοῦτον, ὥστε τὸ 
ἄϑροισμα ΟΑ Ἔ ΟΒ -Ἐ ΟΓ νὰ εἶναι ἐλάχιστον. "τοι : Δίδεται ἡ βάσις 
ΑΒΓ ἑνὸς τετραέδρου καὶ ζητεῖται ἡ ϑέσις τῆς κορυφῆς τοῦ Ο ἐπὶ ἑνὸς δο- 
ϑέντος ἐπιπέδου κατὰ τρόπον, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν τριῶν παραπλεύρων 
ἀκμῶν του νὰ εἶναι ἐλάχιστον. (Α. ἀ6 α. τομ. ΧἼΙΙ, 1821] - 1822 σ. 380). 

Εἰδικὴ περίπτωσις. Τὸ ἐπίπεδον ΠΙ] νὰ εἶναι παράλληλον πρὸς ΑΒΓ. 

'Ὁρίζομεν τὸ ἰσογώνιον κέντρον τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. (Θεώρημα 
κροταθὸν ὑπὸ τοῦ Ἑετγπιαέ πρὸς τὸν Τοττίςς!:, 8 755). ἃς εἶναι 

. τὸ σημεῖον αὐτό, Φέρομεν εἰς τὸ σημεῖον τοῦτο κάθετον ἐπὶ τὸ 
ἐπίπεδον ΑΒΓ, μέχρι τὸ ἐπίπεδον Π. ᾽Αν Σ εἶναι τὸ σημεῖον 
τῆς τομῆς, τοῦτο θὰ εἶναι καὶ τὸ ζητούμενον. . 

Αἱ τρεῖς ἀκμαὶ τοῦ ΣΑΒΓ, αἱ ἀγομεναι ἐκ τοῦ Σ, εἶναι ἰσο- 
κλινεῖς πρὸς τὰ δύο ἐπίπεδα Π καὶ ΑΒΓ, αἱ ἐπίπεδοι γωνίαι τοῦ 
στερεοῦ περὶ τὸ Σ εἶναι ἴσαι μεταξύ των αἱ δὲ ΣΑ, ΣΒ καὶ ΣΓ 
εἶναι ἀνάλογοι πρὸς τὰς ΜΑ, ΜΒ καὶ ΜΓ. 

"Επειδὴ τὸ Μ ἔχει τὴν ἰδιότητα νὰ ἀπέχῃ ἀπὸ τῶν κορυφῶν τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ ἀποστάσεις τοιαύτας, ὥστε τὸ ΜΑ - ΜΒ - ΜΓ νὰ 
εἶναι ἐλάχιστον, ἕπεται ὅτι διὰ τὴν θέσιν ταύτην τοῦ Σ ἐπὶ τοῦ Π 
τὸ ἄθροισμα ΣΑ -Ἐ ΣΒ -ἘΣΓ γίνεται ἐλάχιστον. 


Σημείωσις. Τὸ ὡς ἄνω τετράεδρον πληροῖ τἀ ἐπιτάγματα τοῦ 
προηγουμένου προβλήματος. 

1879 α. ΝΝομίζομεν ὅτι τὸ γενικὸν πρόβλημα τὸ προταθὲν εἰς 
τὰ Α. ἀε α. ἔχει μείνει μέχρι τοῦδε (1911) ἄλυτον. 


Θεώρημα 742 --}» 


1001 ὃ. Δύο τρίγωνα ἴσα ΑΒΓ καὶ Α'ΒΊ΄ ἔχουν τυχοῦσαν ϑέσιν 
“πρὸς ἄλληλα εἰς τὸν χῶρον. ᾿Εὰν ὑπάρχῃ ἕν σημεῖον Ο τοιοῦτον, ὥστε 
τὰ τετράεδρα ΟΑΒΓ καὶ ΟΑ' Β Τ΄ νὰ εἶναι ἴσα, τὰ χάϑετα τότε ἐπίπεδα 
εἰς τὰ μέσα τῶν εὐθειῶν, τῶν ἑνουσῶν τὰς κορυφὰς τῶν ἴσων γωνιῶν 
τῶν ἴσων τριγώνων, διέρχονται διὰ τῆς αὐτῆς εὐθείας καὶ ἥτις τέμνει 
τὴν εὐθείαν καϑ' ἣν τέμνονται τὰ ἐπίπεδα τῶν δύο τριγώνων. (. Μ. Ε., 
τοῦ Γουροπαπιρβ, 1894, σ. 196, Ο. ἴδεν. 


Πολύγωνα ἢ πολύεδρα ἀστεροειδῆ 


"Εμβαδὸν τῶν ἀστεροειδῶν πολυγώνων 


πε Ἰπῷ ε. Ἐϊς τὴν σημείωσιν ταύτην εἰσάγομεν τὰ ἀκόλουθα 
α: 
ὁ Ρ'μ θὰ σημαίνῃ τὸ κυρτὸν πολύγωνον μὲ μ πλευράς. 
Τὸ Ρι..» » τὸ ἀστεροειδὲς πολύγωνον ποὺ θὰ προκύψῃ 
ἂν ἐνώσωμεν ἀνὰ 2 τὰς κορυφὰς τοῦ πρώτου. ᾿ 
Τὸ Ρ5. θὰ σημαίνῃ τὸ ἀστεροειδὲς πολύγωνον ποὺ θὰ προκόψῃ, 
ἂν ἐνώσωμεν ἀνὰ τρεῖς τὰς κορυφὰς τοῦ πρώτου. 


Γὸ Ρὰ θὰ σημαίνῃ τὸ ἀστεροειδὲς πολύγωνον ποὺ θὰ προκόψη 
ἂν ἐνώσωμεν τὰς κορυφὰς τοῦ πρώτου ἀνὰ ν, ὅπου ν «ξ. 
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1) Ὅταν κατασκευάζωμεν ἕν πολύγωνον ἀστεροειδὲς τοῦ εἴ- 
δους Ρὰ, αἱ διασταυρώσεις τῶν γραμμῶν ποὺ θὰ φέρωμεν διὰ 
τὴν κατασκευήν τοῦ θὰ μᾶς δώσουν ὅλα τὰ ἀστερειδῆ ΡΥ, 
ρ»ν: Ρ' ὶ 

ἄγ νεν Ρμν 


2) ᾿Αντιστρόφως, δοθέντος ἑνὸς κανονικοῦ κυρτοῦ πολυγώνου 


Ῥιμ, ἂν προθκτείνωμεν τὰ πλευράς του θὰ σχηματισθῶσι διαδοχι- 


κῶς ὅλι τὰ εἴδη τῶν ἀστεροειδῶν πολυγώνων Ρῥμ, Ρλμ... Ρῃ 
3) Εἰς ἕν ἀστεροειδὲς πολύγωνον Ρὰ, τὸ ἄθροισμα τῶν μ τρι- 


. 


γώνων, τῶν ἐχόντων βάσεις τὰς πλευρὰς τοῦ πολυγώνου καὶ ὅψος 
τὸ ἀπόστημα, θὰ ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν πολυγώνων τοῦ 
σχήματος ἢ : 

ἄθροισμα τριγώνου ΑΟΒ -- Σ(ΑΟΒ) Ξε Ρὺ - ΡΥΤηςο. ΡᾺ. 


Πράγματι, ἐὰν παραστήσωμεν μὲ α τὰ τρίγωνα τοῦ ἐσωτερικοῦ 
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πολυγώνου τοῦ Ρ'μ καὶ β, γ, δ, καὶ εἰ, τὰ διάφορα σχήματα τὰ 
περιεχόμενα εἰς τὸ ΑΟΒ, θὰ ἔχωμεν διὰ τὸ Ρδῆ,, λιχ. (σχ. 1), 
ΑΟΒ -Ξ3α - 28 -2Υ 
Σ (Α ΟΒ) Ξξ 33α - 22β - 22 γ 
Ρει ΞΕ 1Τα 
Ρ᾿, Ξ Τὰ ἘΠῚ 
ῬΡ ΞΕ Τα -Ἐ Τ1Β - 22γ 
ἐξ ὧν Σ(ΑΟΒ)-ΞΡΙ, ἜΡΡ, Έ ΡΆ... 
4) Σκεπτόμενοι ἀναλόγως, θὰ λάβωμεν διὰ τὰ σχήματα 2 καὶ 3. 
Σ (ΑΟΒ) Ξε Ρ'Ὼ -π Ῥηι δε Ρδι ΝΗ Ρι, Ὁ 
Σ (ΑΟΒ) Ξε Ξ Ριι Ἔ Ῥ ἜἬ Ρ5. Ἕ Ρωι Ἕ Ρὸ 
5) Γενικῶς, δι᾽ ἕν πολύγωνον κανονικὸν μ πλευρῶν ἔχομεν. 
Σ(ΑΟΒ) -Ξςι͵ρ'μ -ἘΡμ-Ἐ-.«- Ρὰ 


Ἰανονικὰ πολύεδρα αστεροειδῇ 


1901 Σξ. Τὰ ἀστεροειδῆ κανονικὰ πολύεδρα, 4 τὸν ἀριθμόν, ἐπε- 
νοήθησαν ἀπὸ τὸν ΡῬοΐϊπεοΐ (8 1832 α). 

Ἔκ τοῦ κυρτοῦ κανονικοῦ δωδεκαέδρου προκύπτει τὸ ἀστε- 
ἀομυθας δωδεκάεδρον μὲ 12 ἕδρας πεντάγωνα ἀστεροειδῆ καὶ 20 
κορυφάς. 

Ἔκ τοῦ κυρτοῦ κανονικοῦ εἰκοσαέδρου προκύπτουν τρία εἴδη 
ἀστεροειδῶν κανονικῶν πολυέδρων : ' 

Ἕν εἰκοσάεδρον μὲ 20 τριγωνικὰς ἕδρας καὶ 12 κορυφάς. 

Ἕν δωδεκάεδρον μὲ 12 κυρτὰς πενταγωνικὰς ἕδρας καὶ 12 
κορυφάς. 

Ἕν δωδεκάεδρον μὲ 12 ἔδραςΞεπεντάγωνα ἀστεροειδῆ καὶ 12 
κορυφάς. ᾿ 

Ἕκαστον τῶν κανονικῶν ἀστεροειδῶν ἔχει 30 ἀκμάς. 

Σχετικῶς βλέπε: Τγαῖϊίέ αἀ6 Οέονιέίνϊε τῶν Ἑσυομέ καὶ Οοπιδε- 
τουβθα, 7η ἔκδοσις, τόμ. ᾿ΐ, σ. 247 ἕως 259. 


ΒΙΒΛΙΟΝ Υι!Ι! 


Μέϑοδοι διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῶν ὄγκων 


1902. Ἢ Γεωμετρία τοῦ μέτρου ὀφειλεται εἰς τὸν ᾿Αρχιμήδη, 
ἐνῷ ἡ Γεωμδεδτρία τῆς ϑέσεως ἐκαλλιεργήθη κυρίως ὑπὸ τοῦ Εῤ- 
κλείδου καὶ τοῦ ᾿Απολλωνίου. 

Διὰ τὴν σπουδὴν τῶν ἐμβαδῶν τῶν ἐπιφανειῶν μὲ περίμετρον 
καμπυλόγραμμον, ὁ μέγας Συρακούσιος γεωμέτρης ἐφεῦρε τὴν 
μέθοδον τῆς ἐξαντλήσεως (ρας επδαιέΐου), Θὰ ἐφαρμόσωμεν τὴν 
μέθοδον ταύτην διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ παραβολικοῦ 
χωρίου. (βλ. ἐπμ., ὃ 2145). 

Ὃ Ομαναϊ!εεὶ ἐγενίκευσε τὰς σκέψεις τοῦ ᾿Αρχιμήδους, τὰς ἀπλο- 
ποίησεν καὶ ἐδημιούργησεν, ὑπὸ τὸ ὄνομα Μέϑοδος τῶν ἀδιαιρέτων, 
μία νέαν μέθοδον, γόνιμὸν μὲν εἰς ἀποτελέσματα ἀλλ’ οὐχὶ ἀπηλ- 

αγμένην σοβαρῶν ἐπιφυλάξεων ἐπὶ τῆς ἀξίας της. Διὰ τὸν μα- 
θηματικὸν τοῦτον, ἕν τρίγωνον, ἐπὶ παραδείγματι, εἶναι ἄθροισμα 
εὐθυγράμμων ἐπαλλήλων τμημάτων “καὶ τῶν ὁποίων τὰ μήκ 
σχηματίζουν ἀριθμητικὴν πρόοδον, μὲ πρῶτον ὅρον τὸ μηδὲν καὶ 
τελευταῖον τὴν βάσιν τοῦ τριγώνου. Ὁμοίως, δύο . τετράεδρα, 
ἰσοδυνάμων βάσεων καὶ ἴσων ὑψῶν, εἶναι ἰσοδύναμα, ὡς ἀποτε- 
λούμενα ἐξ ἀπειρίας ἐπιπέδων τομῶν, ἰσοδυνάμων ἀνὰ δύο. 

Σήμερον, ἀντὶ τῶν εὐϑειῶν τοῦ Οαυαϊϊεντὶ, ἐχουσῶν πάχος ἀπει- 
ροστόν, θεωροῦμεν ὀρθογώνια, κατασκευαζόμενα ἐπὶ παραλλήλων 
εὐθειῶν καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπ’ ἀλλήλων κειμένων, Εἰς τὸ 
ὅριον, ὅταν τὸ ὕψος ἑκάστου τῶν ὀρθογωνίων τείνῃ εἰς τὸ μηδέν, 
τὸ ὅριον τοῦ ἀθροίσματος τῶν ἐμβαδῶν αὐτῶν δεχόμεθα ὅτι δίδει 
τὸ ἐμβαδὸν τῆς θεωρουμένης ἐπιφανείας. ᾿ 

Ὁμοίως, εἷς κῶνος δύναται νὰ βεώρηθῇ ὡς ὅριον ταῦ ὀθροί- 
σματος κυλίνδρων μὲ βάσεις παραλλήλους τομὰς τοῦ κώνου καὶ 
εἰς ἴσας ΝΣ ἀλλήλων ἀποστάσεις, ὅταν τὸ κοινόν τῶν ὕψος -τείνῃ 
εἰς τὸ μηδέν, δα 

Διὰ τὴν σύγκρισιν δύο ὄγκων ἀρκεῖ νὰ ουγρίνῷ εν ἀντιστοί- 
χοὺυς τομάς αὐτῶν’ οὕτω, ἐκ τοῦ ὄγκου τῆς σφαίρας δυνάμεθα νὰ 
συναγάγωμεν τὸν ὄγκον τοῦ ἀλλειψοειδοῦς (6., πϑ 912). Διὰ τὸν 
ἀπ᾽’ εὐθείας ὅμως ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου ἑνὸς τὐἠν»υῶ θὰ πρέ- 
πει νὰ εὕρωμεν τὸ ὅριον πρὸς τὸ ὁποῖον τείνει τὸ ἄθροισμα τῶν 
ὄγκῶν τῶν στοιχειωδῶν κυλίνδρων, οἵτινες κατασκευάζονται ἐπὶ 
τῶν διαφόρων τομῶν. Καὶ αὐτὸς εἶναι ὁ σκοπὸς τῆς Μεϑόδου τῆς 
ἀϑροίσεως (Ο., π9 943). ᾿ 

Ἢ Στοιχειώδης ΓΆλγεβρα ἐπαρκεῖ διὰ τὴν εὔρεσιν τῶν ἀθροισμά- 
τῶν τούτων καὶ τὸν ὑπολογισμὸν τῶν ἐμβαδῶν καὶ ὄγκων πολλῶν 
ἐπιπέδων ἐπιφανειῶν καὶ στερεῶν' τὸ γενικὸν ὅμως πρόβλημα ἐξε- 
τάζεται ὑπὸ τοῦ κλάδου τοῦ ᾿Απειροστικοῦ Λογισμοῦ, τοῦ φέρον-. 
τος τὸ ὄνομα ᾿σλοκληρωτικὸς Λογισμός. ᾿ 

Ἔν τούτοις, παρὰ τὰς μεγίστας ὁπηρεοίας ϑὰς ὁποίας πρὸσέ- 
φερον αἱ μέθοδοι τῶν ᾿ἹκεἰθηΐϊιΣ καὶ Νεότωνοξ διὰ τὸν ὁπολογὶ- 
κω τῶν ἐν λόγῳ ἀϑροισμᾶτων, εἴμεθα πολλάκις ἠναγκασμένοι 

ἱκανοποιούμεθα μὲ μόνον τὴν κατὰ προσέγγισιν δῦρεσιν αὐτῶν. 


Γεωμεφρία 6 
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1908 α. Σημείωσις. Βλ. ἄρθρον τοῦ Ρ4υ1] Τάππεττ : δμῦ ἰ65 ογὲ- 
σὶπος ἀμ οαἰομὶ ἐη[πιἐβιπιαὶ εἰς Νοίίοηβ ἀὸ Μαϊμέπιαίίᾳιιε5 τοῦ [1.165 
Ὕδππεγν, ἀκολουθούμεναι καὶ ὑπὸ Νοίϊοπϑ μἰδίογίσιιε8Β τοῦ Ῥααὶ 
Ταππογν (1904, σ, 339). 


σγκοι καὶ σχέσεις 


Θεώρημα 743 


1909. 'Ο ὄγκος ὀρϑοῦ κυκλιχοῦ κυλίνδρου εἶναι γινόμενον τῆς πα 
ραπλεύρου ἐπιφανείας καὶ τοῦ ἡμίσεος τῆς ἀκτῖνος τῆς βάσεως αὐτοῦ. 

Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι ἐπέκτασις τῆς ἀναλόγου ἰδιότητος 
ἑνὸς κανονικοῦ πρίσβατος (8 1848). 

Ὃ κύλινδρος δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς κανονικὸν πρῖσμα, ἔχον 
ἀπειρίαν παραπλεύρων ἑδρῶν. 


Παρατήρησις. ᾿Επειδὴ ἡ παράπλευρος ἐπιφάνεια εἶναι 2 πρυ, τὸ 
γινόμενόν της ἐπὶ τὸ ἥμισυ τῆς ἀκτῖνος εἶναι 2πρυ. Ξ ΞΞ πρῖυ, 
κατὰ τὸν γνωστὸν τύπον. 

Θεώρημα 744 


1904. 'Ο ὄγκος ἑνὸς ὀρϑοῦ κυκλικοῦ κυλίνδρου ἰσοῦται πρὸς τὸ γι- 
νόμενον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ ὀρϑογωνίου, διὰ περιστρο- 
φῆς τοῦ ὁποίου παράγεται τὸ στερεόν, ἐπὶ τὸ μῆκος 
τῆς περιφερείας, ἣν νηάφει τὸ σημεῖον τομῆς τῶν 
διαγωνίων αὐτοῦ. 

ἊΑν ρ,ιυ εἶναι αἱ διαστάσεις τοῦ ὀρθογω- 
νίου, τὸ ἐμβαδόν του εἶναι ρ.υ καὶ τὸ μῆκος 


τῆς περιφερείας 2π. Ξ. Ξε πρ. Ἕπομένως : 


γψεξἕερυχ πρ ΞΞ πρϑυ. 


1904“. Παρατήρησις. “Ὃ ὄγκος ἑνὸς κοίλον κυλίν- 
δρσυ (κυλινδρικὸς δακτύλιος) ἰσοῦται πρὸς τὴν ἐπιφά- 
᾿ψβίαν τοῦ παράγοντος τὸ στερεὸν ὀρϑογωνίου ἐπὶ τὴν 
περιφέρειαν, ἣν γράφει τὸ κέντρον τοῦ ὀρϑογωνίου (σχ. 1229). ᾿ 
᾿Πράγματι, τὸ στερεὸν αὐτὸ εἶναι διαφορὰ δύο κυλίνδρων ἐχόν- 
τῶν τὸ αὐτὸ ὕψοςυ: 


Υ -- παιρὺ -- πΒιυ το πυ (ΑἹ --- ΒΙ) (ΑΙ - Β)) 


Σχ. 1229. 


ἢ ν ΞΞ- πυᾷὰβ. 2 ΘΗ -Ξ- (ΑΒΓΔ). 2 πμ. 
Θεώρημα 7485 


1906. Ἑὶϊς τὸν ὀρϑὸν κυχλικὸν κύλινδρον, ἡ χυρτὴ ἐπιφάνεια Ἑ ἔχε 
ἸδῸν πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν βάσεων, ὃν τὸ ὕψος αὐτοῦ πρὸς ἐν 
ἀκτῖνα 

Πράγματι, 

᾿ ὩΣ ν --βάσις Χ ὕψοςξεΒι.υ 
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καὶ Χ' -- κυρτὴ ἐπιφάνεια Χ ᾿- ἀκτῖνος -Ξ ᾿ Ε.ρ. 
1 
“Αρα Βυ-Ξ » Ἐρ, 
ΣΈ ΝΣ 
ε 28 ΣΡ 
Θεώρημα 746 


1906. Εἰς ὀρϑὸν κυκλικὸν κύλινδρον, ἡ τομὴ αὐτοῦ Σ κατὰ τὸν 
ἄξονα ἔχει λόγον πρὸς τὴν βάσιν Β, ὃν καὶ τὸ ὕψος υ πρὸς τὸ τέταρ- 
τον τῆς περιφερείας Γ τῆς βάσεως. 

Ἢ τομὴ Σ εἶναι διπλασία τοῦ παράγοντος τὸ στερεὸν. ὀρθο- 
γωνίου. Ἑπομένως : 


θυ πρ᾿ 2πρ ἘΞ τὸ 
Μ Σ 2ρυ 40υ τ 
Παρατήρησις. Ἐἰς τὸν ἐκ περιστροφῆς κῶνον εἶναι: 
Στ δος 
πιΦ -ἢ 
Β ἐτ 


Θεώρημα 747 


1907. ᾿Εὰν τὸ ὕψος κυλίνδρου ἰσοῦται πρὸς τὴν διάμετρον αὐτοῦ, 
ὃ ὄγκος εἶναι ἶσος πρὺς τὴν ὁλικὴν ἐπιφάνειαν πολλαπλασιασμένην 
ἐπὶ τὸ τρίτον τῆς ἀκτῖνος αὐτοῦ. 

᾿Θεωρήσωμεν τὴν ἐγγεγραμμένην σφαῖραν εἰς τὸν κύλινδρον 
καὶ τοῦτον ὡς ἀποτελούμενον ἐκ δύο μερῶν: 

1) Ἔκ δύο κώνων μὲ κοινὴν κορυφὴν τὸ κέντρον τῆς σφαίρας 
καὶ βάσεις τὰς τοῦ κυλίνδρου" τὸ ὕψος ἑκατέρου εἶναι ἡ ἀκτὶς 
τῆς: σφαίρας ἢ τοῦ κυλίνδρου. ᾿ 

2) Ἔκ τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγομένου διὰ περιστροφῆς περὶ τὸν 
ἄξονα τοῦ κυλίνδρου τριγώνου, ἔχοντος βάσιν τὴν ᾿ὰ Δ τειραΥ, τοῦ 
κυλίνδρου καὶ κορυφὴν τὸ κέντρον τῆς αφαίρας. ὄγκος αὐτοθ. 
εἶναι γινόμενον τῆς κυρτῆς ἐπιφανείας τοῦ κυλίνδρου ἐπὶ τὸ τρί- 
τον τῆς ἀκτῖνος αὐτοῦ. 'Επομένως : 


ν-- 2[3-5 ἔμωι 2ρ. ἘΠΕ ἘΈΡΕΞΗ: 
η  - ᾿ πρὴ τ ᾿ ΡΕΞ ὁλικὴ ἐπιφάνεια Χτε- Ὑ. ἀκτῖνος. 


Θεώρημα 748 


1908.. Ὁ ὄγκος ὀοϑοῦ κυκλικοῦ κώνον εἶναι γινόμενον Ἶ 
ἐπιφανείας του ἐπὶ τὸ τρίτον. ΤῈ ἀποστάσεως. τοῦ κένερου τε ἔνε 
ἀπὸ τῆς Ἡδυεθιίους τῆς ἐὐιφανείας ταύτης. . 
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Εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ ὄγκου τοῦ στερεοῦ, τοῦ παραγο- 
μένου ὑπὸ τριγώνου στρεφομένου περὶ ἄξονα διερχόμενον διὰ μιᾶς 
κορυφῆς του καὶ κείμενον εἰς τὸ ἐπίπεδον τοῦ τριγώνου. ᾿Αποτε- 
λεῖ δὲ ἐπίσης καὶ ἐπέκτασιν τῆς ἤδη ἀποδειχθείσης ἀναλόγου 
ἰδιότητος κανονικῆς πυραμίδος (8 1849). 


Θεώρημα 749 
1909. Ὃ ὄγκος κώνου περιγεγραμμένου εἰς σφαῖραν εἶναι ἴσος πρὸς 
τὸ γινόμενον τῆς ὁλικῆς του ἐπιφανείας καὶ τοῦ -- τῇ ἀκτῖνος τῆς 
σφαίρας. 


Ὡς καὶ προηγουμένως (8 1907), δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν τὸν 
κῶνον ὡς ἀποτελούμενον: - 

1) Ἔξ ἑνὸς κώνου μὲ κορυφὴν τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης 
σφαίρας καὶ βάσιν τὴν τοῦ δοθέντος κώνου, καὶ 

2) Ἕκ τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγομένου διὰ στροφῆς περὶ τὸν 
ἄξονα τοῦ κώνου τριγώνου, ἔχοντος κορυφὴν τὸ κέντρον τῆς σφαί- 
ρας καὶ βάσιν μίαν γενέτειραν τοῦ κώνου. 

Εἴναι, ἑπομένως, ὁ ὄγκος τοῦ κώνου ἴσος πρὸς τὸ γινόμενον 
τῆς ὁλικῆς του ἐπιφανείας καὶ τοῦ τρίτου τῆς ἀκτῖνος τῆς σφαίρας. 


Θεώρημα 750 


1910. Ὁ ὄγκος κώνου εἶναι ἶσος πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ τ τῆς ἐπι- 
φανείας τοῦ τριγώνου τοῦ παράγοντος τὸ στερεὸν ἐπὶ τὴν περιφέρειαν 
τῆς βάσεως τοῦ κώνου. 

Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου τούτου εἶναι ΕΣ ρυ καὶ 2πρ τὸ μῆ- 


κος τῆς περιφερείας τῆς βάσεως" τὸ τρίτον τοῦ γινομένου αὐτῶν 
ἑπομένως εἶναι 
1 


1 Ί 
ἀξπ ρος, ὠτὸς Ξε --- "0. 
ν--- Φ Ρυ.2πρ 5. πρὴυ 


Θεώρημα 7651 
1911. "Ἢ ὄγκος κολούρον κώνου περιγεγραμμένον εἰς σφαῖραν εἶναι 


ἴσος πρὸς τὸ γινόμενον τῆς ὁλικῆζῆς του ἐπιφανείας καὶ τοῦ τρίτου τῆς 
ἀκτῖνος τῆς σφαίρας. 


'ῶς καὶ προηγουμένως (85 1907, 1909)... 
Θεώρημα 762 


1912. Οἱ ὄγκοι δύο τυχόντων στερεῶν, περιγεγραμμένων εἰς ἴσας 
σφαίρας, εἶναι πρὸς ἀλλήλους ὡς αἱ ὁλικαί τῶν ἐπιφάνειαι Ἐ καὶ Ε΄. 


Ἐπειδή: 
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Θεώρημα 788 


1918. "Ἐὰν ἢ πλευρὰ Δ κολούρου κώνου εἶναι ἄϑροισμα τῶν ἀκτί- 
νων καὶ ρ΄ τῶν βάσεών του, τὸ ὕψος αὐτοῦ ν 
εἶναι διπλάσιον τοῦ μέσου ἀναλόγου μήκους τῶν 
ἀκτίνων ο, ο΄. Ὁ δὲ ὄγκος του εἶναι ἴσος μὲ τὴν 
ὁλικὴν ἐπιφάνειάν Ε;, πολλαπλασιασμένην ἐπὶ τὸ 
ἕκτον τοῦ ὕψους αὐτοῦ. 


1) Ἢ πλευρὰ ἃ εἶναι ὑποτείνουσα ὀρθογω- 
νίου τριγώνου μὲ καθέτους πλευρὰς υ καὶ 
ρΡ--ρ΄ ἄρα 


υ5 --ἡ Ἀ5---ἰρ --- ρ΄)" ΞξΞ (ρ -Ἐρ1)" -- (ρ --- ρ)} ΞΞ 4ρρ΄. 


Σχι 1520. 
ἢ υ τε 2 ἴρρ΄. 
2) τ τ ὺ8. 8 ἘΥ̓ΒΕῚ -- -ἰ πὸ [ρ»Ἐ ρὉ-ἘρρΊ 
καὶ Ε - πρ᾿ -Ἐπρϑ-Ἐλπίρ-Ἐ ρ7-- 
τε π[ρ' Ἐρ ἘΓρ-Ἐ ρ΄}  2π[ρ' Ἐρ΄ ἘρρΊ. 
Ἑπομέως -τ τυ ἢ ν- Ξε". 


1914. Παρατήρησις. Διὰ πάντα κόλουρον κῶνον περιγεγραμμένον 
εἰς σφαῖραν, ἡ πλευρὰ αὐτοῦ ἢ γενέτειρα εἶναι ἄθροισμα τῶν 
ἀκτίνων τῶν βάσεων. Καὶ ἀντιστρόφως, ἐὰν λτερ -Ἐρ΄, ἐγγράφε- 
ται σφαῖρα εἰς τὸν κόλουρον τοῦτον κῶνον. 


Θεώρημα 764 
1916. "Ἐὰν τὸ ὕψος κολούρου χώνου εἶναι τετραπλάσιον τῆς διαφο- 


οᾶς τῶν ἀχτίνων τῶν βάσεων, ὃ ὄγκος αὐτοῦ εἶναι ἣ διαφορὰ τῶν 
ὄγχων τῶν δύο σφαιρῶν μὲ ἀκτῖνας τὰς τῶν βάσεων. 


Διὰ τὸ πρόβλημα τοῦτο καὶ διὰ τὰ ἀνάλογα πρὸς αὐτό, δια- 
πιστοῦμεν συνήθως τὴν ταυτότητα τῶν λαμβανομένων τύπων πρὸς 
ἄλλους γνωστοὺς καὶ παρέχοντας τὰς ἰδίας ποσότητας. Οὕτω 


ν το ιζ' πῦρ" Ἐρ΄’ ἘρρΊ-- -ξ- πίρ -- ρἽ [ρ᾽ Ἑ ρ΄: ἘΡΡΊ. 


. 4 4 ᾿ 
ἣ ν᾿ τῷὸῊ -φ πρ'-- -τ΄ πρ’. 
Θεώρημα 7565 


͵ - 


1916. "Ἐὰν εἰς τετράεδρον ἐγγράφεται σφαῖρα ἐφαπτομένη τῶν ἀκ- 
μῶν του, τὸ ἄϑροισμα δύο ἀπέναντι ἀκμῶν εἶναι τὸ αὐτὸ καὶ διὰ τὰ 
τρία ζεύγη ἀπέναντι ἀκμῶν. 

Ἐπειδὴ αἱ ἐκ τῶν κορυφῶν αὐτοῦ ἀγόμεναι ἐφαπτόμεναι τῆς 
ἐν λόγῳ σφαίρας εἶναι ἴσαι, κλπ., ὡς διὰ περιγράψιμον, ἐν τῷ 
ἐπιπέδῳ, τετράπλευρον. 


Θεώρημα 76δ8--1 


1917. "Ἐὰν εἰς ἑξάεδρον ἐγγράφεται σφαῖρα ἐφαπτομένη τῶν ἀχμῶν 
αὐτοῦ, αἱ δώδεκα ἀχμαὶ διαιροῦνται εἰς τρεῖς τετράδας εὐϑειῶν συν- 
δεουσῶν, ἀνὰ δύο, τὰς κορυφὰς τῶν ἀπέναντι ἑδρῶν. Τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ἀχμῶν ἑκάστης τετράδος εἶναι τὸ αὐτὸ καὶ διὰ τὰς τρεῖς τετράδας. 

᾿Ἐἀν α-Ἐβ΄-Ἐγ-Ἐ 8 -Ἐ α΄ - β΄ -Ἐ γ΄ - δ᾽ εἶναι τὸ ἄθροισμα τῶν 
ὀκτὼ τμημάτων ἐπὶ τῶν τεσσάρων ἀκμῶν μιᾶς τετράδος, τὸ αὐτὸ 
ἄθροισμα εὑρίσκομεν καὶ διὰ τὰς δύο ἄλλας τετράδας. 


θεώρημα 766 


1918. Δίδονται σφαῖρα καὶ σταϑερὸν σημεῖον᾽ ἐὰν διὰ τοῦ σημείον 
ἀχθοῦν τρία τυχόντα ἐπίπεδα, κάϑετα ἀνὰ δύο, ταῦτα τέμνουσιν. τὴν 
σφαῖραν κατὰ τρεῖς κύχλους, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν 
εἶναι σταϑερόν. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 30). 
Θεώρημα 767 


.1919. Τὸ μεταξὺ δύο ὁμοχέντρων σφαιρῶν, ἀκτίνων α καὶ βῥ, περιε- 
χόμενον στερεὸν εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸν κόλουρον κῶνον, μὲ βάσεις 
μεγίστους κύκλους τῶν δύο σφαιρῶν χαὶ ὕψος τετραπλάσιον τῆς διαφο- 
ρᾶς τῶν ἀχτίνων αὐτῶν. 

4 4 4 
ν Ξε τ παρ -τπβξε τ πᾷ -- β) (α" - β᾽ -Ὁ αβ)-Ξξ 


Φ πιά(α- β)[α’-Ἐ"- «β]. 


Θεώρημα 768 


1920. Τὰ στερεὰ τὰ παραγόμενα διὰ δια- 
δοχιχῶν περιστροφῶν ἑνὸς ὀρϑογωνίου περὸ 
τὰς πλευράς του, ἔχουν ὄγκους ἀντιστρόφως. 
ἀναλόγους τῶν ἀντιστοίχων πλευρῶν. 

ν --πα!β, ν΄ -- πβα: 
ἄρα: 
ΜῈ ςς τα, 
ν΄ β᾽ 


Θεώρημα 765δ8-- 


1021. Τὸ αὐτὸ 'διὰ τυχὸν παραλληλο- 
γραμμον. 

Τὸ στερεὸν τὸ παραγόμενον διὰ περι- 
στροφῆς τοῦ παραλληλογράμμου περὶ τὴν 
πλευράν του ΑΒ -Ξβ εἶναι ἰσοδύνάμον 
πρὸς τὸ παραγόμενον ὑπὸ τοῦ ὀρθογὼω- 

ου ΔΓῊ στρεφομένου περὶ τὴν ΠΗ-Ξβ: 


νρ-- πυβ καὶ ἀναλόγως γα -- πίϑα, 
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ὅπου υ," τὰ ἐπὶ τὰς ΑΒ, ΑΔ ὄψη τοῦ παραλληλογράμμου. “Ὥστε 


ἀφοῦ (ΑΒΓΔ) -Ξ αἰ -- βυ καὶ ἘΞ τ΄ 


Θεώρημα 769 
1022. "Ἀν να, νρ, Νὺ εἶναι οἱ ὄγκοι τῶν στερεῶν, τῶν παραγομέ- 


νῶν διὰ διαδοχικῶν περιστροφῶν ἑνὸς ὀρϑογωνίου τριγώνου περὶ τὴν 
ὑποτείνουσαν καὶ τὰς καϑέτους αὐτοῦ πλευράς, ϑὰ εἶναι 


ἅ!, ἐς δ ὐ 
ἢ να, νρ᾿ ν.3 
"Ἔστω υ τὸ ἐπὶ τὴν ὑπότείνουσαν ὕψος. "Ἔχομεν 


. πυϑὰ .- πΉβ -  πρβΎ 
αξε τ, γρεετ τ, γε: --ς 


καὶ ἡ δεικτέα σχέσις ἀνάγεται εἰς τὴν 
βγ". γ'β᾽ Ξε 0α᾽β᾽γ" (θ᾽ -Ἐ γ}) Ξε υἐα!β}γ"ϑ 


ἢ τὴν β4γ' ΞΞ- αἰυ", 
ἀληθῆ, ἀφοῦ 2Ε--βγ-Ξαυ. 
ἤλλλη. ἀπόδειξις, κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ Οιυιαϊη : 
- Ὁ Ὄ Υ 
νατα2πε: τ, νρτζπε. Ὁ ΕΣ -- 2πε. -ἢ : 


1 Ί 1 γ'-β᾽». α 


ΓΤ Ὑν Ἐν τ γε“ Βεγ: 
δηλ. τὴν ἀληθῆ βγτξεαυ-Ξ2ῈΕ. 
Θεώρημα 760 
.1923. Μεταξὺ τῶν ἀκτίνων ο καὶ α κώνου καὶ ἐγγεγραμμένης εἰς 
αὐτὸν σφαίρας ὑφίσταται ἡ σχέσις 
«1 ἘδοΣ 1. ᾿Ξ 
α' ο" αν 


ὅπου ν τὸ ὕψος τοῦ χώνον. 


(Ῥοδίος, Αγομίυεβ ἀεὲ πιαϊμένολαίφμοε οἱ, ἀδ Δ 
φηνδίφμο, 1877, σ. 313). ; 

Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων τοῦ σχήματος 
λαμβάνομεν 


Ἁ« γυ (υ---2α) α τὰ 2α 
» τὺ ! τ τ᾽ Σχ. 4549. 
δέω ἀὐκο το ΣΤ Οὐ 


100( 


Θεώρημα 761 


1924. ᾽Αν ν΄, Ε καὶ Καὶ εἶναι ἀντιστοίχως ὁ ὄγκος ὀρϑοῦ κυκλικοῦ 
κυλίνδρου, ἣ ὁλικὴ ἐπιφάνεια καὶ ἣ κυρτὴ αὐτοῦ ἐπιφάνεια, ϑὰ εἶναι 


8 πν 3 -Ξ  ΚΞ(Ε -- Κ᾿). 
᾿Επειδή: 
Αἱ ξξ  πρῦυ, 8πν-- 8πΡριυ".,. 


ΞΕΖ2Ζπρυ, [Κ3-- 4 πῖρϑυ", 
Ετξπρυ - 2πρ᾽, Ε--Κ ͵πμ--Ξ-Ξ-2πρ' 
καὶ 8 πλ" ΞΞ 4 πρ᾽". 2 πρ" ΞΞ ΚΊ(Ε -- Κ᾽. 
Θεώρημα 762 
1926. 'Ομοίως, διὰ κῶνον ἐκ περιστροφῆς εἶναι 


9πι Ξ-ΞΕ{(Ε -- Κα) (2Κ -- ΕἸ. (Ποβεοτ) 
᾿Επειδή 
ν --8 9, κι πργρήπευν,, Ε τε πρ Υρ' :Ὲ υ" -Ἐ πρ’, 
9πνλ ΞΞ πρευ!, Ε--ῆὑ -- πρ᾽, 
2Κ--Ε --ἰ πρΥρή-υϑ -- πρ', 
καὶ 


Ε.( --- κ) ἕΚ--Ελ)- - (πρ Υρξξοϑ -Επρϑ) (πρ') (πρ ἸρξΞΕ᾽ -- πρ")-- 


Ξ- πρου3 :Ξ σξι 9πλ. 
Θεώρημα 7628--ἴ 


1926. Διὰ δοϑέντος σημείου ἐπὶ τοῦ ἄξονος χώνου (Κ) ἐκ περιστρο- 
φῆς φέρομεν τυχὸν ἐπίπεδον. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα ἐῶν ἀντιστρόφων 
τῶν μηκῶν τῶν, ἀπὸ τῆς κορυφῆς μέχρι τοῦ ἐπιπέδου, τμημάτων ἀπέ- 
ναντι (διαμετρικῶν) γενετειρῶν εἶναι σταϑερόν. 


(Μέϑοδοι, 8. 280). 
Θεώρημα 762 --Π 


1927. '᾿Εὰν ὁ ἀνωτέρω κῶνος εἶναι ὀρϑός, μὲ ὁδηγὸν τυχοῦσαν 
καμπύλην ἔχουσαν. κέντρον, καὶ ϑεωρήσωμεν δύο σταϑερὰς ἀπέναντι γε- 
γετείρας αὐτοῦ, τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀνειστρόφων τῶν ἰδίων ἐπ᾽ αὐτῶν 
μηχῶν εἶναι σταϑερόν, διὰ πᾶν ἐπίπεδον διερχόμενον διὰ τοῦ σταϑεροῦ 
σημείου ἐπὶ τοῦ ἄξονος. 


Διὰ πάντα ὀρθὸν κῶνον μὲ ὁδηγὸν καμπύλην ἔχουσαν κέντρον, 
τὸ ὕψος αὐτοῦ εἶναι διχοτόμος πάντοτε τῆς γωνίας δύο ἀπέναντι 
γενετειρῶν. Θὰ ἔχωμεν ἑπομένως 


1 
κα Τ ΚΒ “59. 
ὅπου Α, Β αἱ τομαὶ τῶν γενετειρῶν καὶ τοῦ τέμνοντος ἐπιπέδου.. 
᾿Επειδὴ ἡ σταθερὰ αὕτη ποσότης ἑξαρτᾶται ἐκ τῆς γωνίας τῶν 
θεωρουμένων γενετειρῶν (8 280), μεταβαλλομένου τοῦ ζεύγους 
τούτον» γενετειρῶν, μεταβάλλεται καὶ ἡ τιμὴ ταύτης. 


ΤΟΟΙ͂ 


θεώρημα 7638 


1928. Ἢ ἐπιφάνεια τῆς σφαίρας ἔχει λόγον πρὸς τὴν ὁλικὴν ἐπι- 
φάνειαν τοῦ περιγεγραμμένου εἰς αὐτὴν ἴσο- ᾿ ᾿ 

πλεύρου χώνου ἴσον πρὸς το . Τὸν αὐτὸν λό- 
γον ἔχουν καὶ οἱ ὄγκοι τῶν ἰδίων στερεῶν. 
(᾿Αρχιμήδηθ. 

"Ισόπλευρος λάγεται εἷς" κῶνος ἐὰν ἡ 
τομή τοῦ δι’ ἐπιπέδου διερχομένου διὰ 
τοῦ ἄξονος εἶναι ἰσόπλευρον τρίγωνον. 

Ἔστω α ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας. Ἢ ἀκτὶς 
ΑΒ τῆς βάσεως εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς γενε- 
τεῖρας ΒΓ καὶ ἴση πρὸς ΔΕ’ εἶναι δὲ ἡ 
ΔῈ πλευρὰ ἰσοπλεύρου τριγώνου ἐγγε- 
γραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν ἀκτῖνος α 
(κατὰ τὸ σχῆμα). ᾿Επομένως 


ΑΒ -- ΔῈ --αὺὐ 3, ΔΕ:--3α". 
ΓΑρα ΓΟ.--4α», ΓΟ --2Ζα καὶ ΓΑ --3α 
καὶ Ὅλ. ἐπ. κώνου -- πΑΒ’ Ἐπ. ΑΒΓΔ --9 πα". 


Ὁ λόγος τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαίρας πρὸς τὴν ὁλικὴν ἐπιφά- 
νειαν τοῦ κώνου εἶναι 


᾿ἅπα᾽, 4 
9πα Ὁ. 


Ὃ ὄγκος τοῦ κώνου εἶναι 
ἐσ ας 1 -Ξ 9 ΄ 
ν Ξ τ΄ παΑΒ: . ΓΞ Ξ παϑ' 


καὶ ὁ τῆς σφαίρας : ν΄ ΞΞ Ξ παρ, “Ὥστε. 


Θεώρημα 768--1 


1928 α. τι ἐπιφάνεια τοῦ περιγεγραμμένον χυλίνδρον εἰς σφαῖραν 
Ξἶναι, μέση ἀνάλογος τῆς ἐπιφανείας ΄ τῆς σφαίρας καὶ τῆς τοῦ περιγε- 
γραμμένου εἰς αὐτὴν ἰσοπλεύρον κώνου. Ὁμοίως διὰ τοὺς ὄγκους. 

Πράγματι, ἐὰν ἕν πολύεδρον, κῶνος ἢ κύλινδρος εἶναι περιγε- 
γραμμένον εἰς σφαῖραν, οἱ. ὄγκοι τῶν. στερεῶν τοὐτῶὧν χουν λό-. 
γον, ὃν καὶ αἱ ἀντίστοιχοι ὁλικαὶ’ ἐπιφάνειαί των.. ἜΟΡΕ 

"Ἐὰν λοιπὸν παραστήσωμαν. διὰ 4' ἐπὶφ' μονάδων τὴν ἐξίψα- 
νειαν τῆς σφαίρας, ἡ. τοῦ 'κυλίνδρου εἶναι δ, καὶ ἢ τοῦ κώνου 9 
ἐπιφ. μονάδες. ᾿Αλλ᾽ εἶναι τ ἑ ᾿ 


ΕΟ 
δ΄ 8 


“Ὥστε “.. ὁ 


Θεώρημα 763--} 


1928 β. Ἢ ἐπιφάνεια τοῦ εἰς σφαῖραν περιγεγραμμένου κυλίνδροι 
εἶναι ὁ μέσος ὅρος τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαίρας ταύτης καὶ τῆς ἐπιφα- 
νείας τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸν κύλινδρον σφαίρας. 


Θεώρημα τοῦ "Αρχιμήδους 768--111 


1928γ. Πᾶσα σφαιρικὴ ἐπιφάνεια προβάλλεται κατὰ ἰσοδύναμον 
ἐπιφάνειαν ἐπὶ τοῦ περιγεγραμμένου εἰς αὐτὴν κυλίνδρου, ὅταν αἱ προ- 
βάλλουσαι συναντοῦν τὸν ἄξονα τοῦ κυλίνδρου καὶ εἶναι κάϑετοι ἐπ’ 
αὐτόν. 

᾿Επειδὴ αἱ ἀντίστοιχοι σφαιρικαὶ καὶ κυλινδρικαὶ ζῶναι εἶν..- 
ἰσοδύναμοι, ὡς ἰσοὔψεϊῖς. Οὕτω διατυποῦται τὸ κύριον θεώρημα 
τοῦ ᾿Αρχιμήδους" ἐξ αὐτοῦ μεταβαίνομεν εὐκόλως εἰς τὴν κατω- 
τέρω βασικὴν διατύπωσιν : 


1928 δ. Πᾶσα σφαιρικὴ ἐπιφάνεια ΑΒΓ΄.. προβάλλεται κατ᾽ ἰσοδύ- 
ναμον ἐπιφάνειαν Α΄ Β΄ Τ΄... ἐπὶ ἐπιπέδον ἐφαπτομένου τῆς σφαίρας, ὅταν 
ἕκαστον σημεῖον Α, Β, Γ... τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαίρας προβάλλεται ἐπὶ 
τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέδον εἰς Α΄, Β΄, Γ΄... διὰ κυκλικῶν τόξων ΑΑ΄, 
ΒΒ΄.:. ἐχόντων ὡς κοινὸν κέντρον τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ρ. 


Θεωρήσωμεν ἐπὶ τῆς σφαίρας σφαιρικὴν ζώνην μὲ μίαν βά- 
σιν, ἔχουσαν τὸ σημεῖον Ρ ὡς κορυφὴν καὶ ΡΑ ὡς χορδὴν τοῦ 
παράγοντος αὐτὴν τόξου. Ἢ ἐπιφάνεια τῆς ζώνης εἶναι πί(ΑΡ)" καὶ 
ἡ τοῦ κύκλου (Ρ, ΡΑ΄ -Ξ- ΡΑ) ἴση πρὸς αὐτὴν -- πίΡ Α΄)" ΞΞ π(Ρ.}. 


1928 ε. Πᾶσα σφαιρικὴ ἐπιφάνεια ΑΒΓ΄.. προβάλλεται κατ᾽ ἰσοδύ- 
νάμον ἐπιφάνειαν Δ΄ Β Τ΄... ἐπὶ περιγεγραμμένου εἰς τὴν σφαῖραν κώνου. 
ὅταν ἕκαστον σημεῖον Α, Β, Γ... προβάλλεται ἐπὶ τῆς κωνικῆς ἐπιφα- 
γείας διὰ κυκλικῶν τόξων ΑΑ᾽, ΒΒ΄.., ἐχόντων κέντρον τὴν κορυφὴν 
Κ τοῦ κώνον. 


(Βλ. Μαιβιεεὶς, 1905, σ. 203, ἄρθρον τοῦ (.Ε. νναβίεε]5). 


Παρατήρησις. Τὰ θεωρήματα 88 1928 β καὶ γ εἶναι εἰδικαὶ περι- 
πτώσεις, πάλαι γνωσταί, τοῦ θεωοήματος τῆς 8 1928 δ. ᾿Ιδοὺ ἡ γε- 
νίκευσις τούτου: ἷ 


1928 ζ. Πᾶσα σφαιρικὴ ἐπιφάνεια ΑΒΓ"... ἔχει σταϑερὸν λόγον πρὸς 
τὴν προβολήν τῆς Α΄ Τ΄... ἐπὶ κώνου ἐκ περιστροφῆς, τοῦ ὁποίου ὁ 
ἄξων διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας, ὅταν τὰ σημεῖα αὐτῆς 
Α, Β, Γ-... προβάλλωνται εἰς Α΄, Β΄, Γ΄ διὰ 
κυχλικῶν τόξων ἐχόντων κοινὸν κέντρον τὴν 
κορυφὴν Καὶ τοῦ κώνου. (Μαΐίμεδὶ8, αὐτ.). 


Θεώρημα 764 


1929. Εἰς τὸ κανονικὸν τετράεδρον, ἣ ἀχτὶς 
τῆς ἐφαπτομένης τῶν ἕξ ἀκμῶν σφαίρας εἶναι 
μέση ἀνάλογος τῶν ἀκτίνων τῆς ἐγγεγραμμέ- 
νῆς καὶ τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τετράεδρον 
σφαίρας. (Βοβίοτ, δ΄. Α., 1874, σ. 568). 

"Ἔστω Ο τὸ κέντρον τοῦ τετραέδρου. 
Τοῦτο εἶναι κοινόν, προφανῶς, κέντρον 
.ὧν τριῶν θεωρουμένων σφαιρῶν, μὲ ἀκτῖνας ΟΑ διὰ τὴν περι- 


ἐν 
Σχ, 1135. 
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γεγραμμένην, ΟΘ διὰ τὴν ἐγγεγραμμένην καὶ ΟΕ διά τὴν ἐφα- 
πτομένην τῶν ἀκμῶν’ ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα ΟΕ -Ξ ΟΚ, εἶναι κάθετος 
ἐπὶ τὴν ΒΓ καὶ δὴ εἰς τὸ μέσον αὐτῆς. ἱ 
Ἔκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγῴνων ΟΑΚ καὶ ΟΕΘ, λαμ- 
βάνομεν 
ΟΑ ΟΚ ΟΕ ᾿ 
ΕΓ ΞΘ - ὅ8 ἢ ΟΑ.ΟΘ6-ΕΟ ροξΕ". 


Θεώρημα τοῦ διγγαπεῖε 764-- 


1929. Ἢ ἀπόστασις ὃ τῶν κέντρων τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ τῆς 
περιγεγραμμένης εἰς τετράεδρον σφαίρας δίδονται ὑπὸ τοῦ τύπου 


85 -- (Ε --ρ)" -- 4ρ". (α) 


Διὰ τὴν παρεγγεγραμμένην εἰς τὸ τετράεδρον καὶ εἰς τὴν στε- 
ρεὰν γωνίαν Α αὐτοῦ, θὰ εἶναι 


δ᾽. ΞΞ (Ε Ἔρα) --4ρ'α. (0) 
(Δη. ἀ. δνᾳ., τόμ. ΧΙΝ, 1823 -- 1824, σ. 56). 


Θεώρημα 7656 


1930. "Ἔστω σφαῖρα ἔχουσα κέντρον Ο καὶ ϑεωρήσωμεν μεταβλητὴν 
σφαῖραν διερχομένην διὰ τοῦ σημείου Ο. 
Δείξατε ὅτι, οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἣ ἀκτὶς 
Ὁ τῆς δευτέρας σφαίρας, ἣ ὑπὸ τῆς πρώ- 
τῆς σφαίρας ἀποτεμνομένη ἐπὶ τῆς δευτέ- 
ρας σφαιρικὴ ζώνη ἔχει σταϑερὸν ἐμβα- 
δόν. (Ν. Α-, 1851). 


"Ἔστω α ἡ ἀκτὶς τῆς δοθείσης σφαί- 
ρας, Γ τὸ κέντρον τῆς δευτέρας οφαί- 
ρας. Θὰ εἶναι 


ΟΔ -- 20Γ -Ξ2ρ. 


᾿Επειδὴ Ν Ὶς 
σφ. ζώνη ΑΟΒ Ξ2πρ. ΟΗ, ἐν. 
θὰ πρέπει νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ ὕψος Ν : 
ΟἩ τῆς ζώνης ταύτης. Ι ππὸ 
Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΑΔ Ὡς τς 
λαμβάνομεν : τι ἐμᾷ 


ΟΔ. ΟΗ ΞΞΟΑτ-ξ αῬ ἢ 2ρ. ΟΗ-Ξαϑ9. 
ΓΑρα: σφ. ζώνη. ΑΟΒ -Ξ- πα --- σταθ. 
Ἢ; Ἢ ἀποτεμνομένη σφαιρικὴ ζώνη εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς μέγιστον 
κύκλον τῆς σταϑερᾶς σφαίρας ἢ ἰσοδύναμος πρὸς τὴν ἐπιφάτδιαν τῆς σφαί- 
ρας μὲ διάμετρον τὴν ἀκτῖνα τῆς σταϑερᾶς. 
Θεώρημα 766--1 


1051. Δίδονται δύο ὁμόχεντροι σφαῖραι μὲ ἀκτῖνας α καὶ β (α"» β). 
᾿ΕἘπὶ πάσης σφαίρας διερχομένης διὰ τοῦ κέντρου τῶν δύο πρώτων, ὅοί- 
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ζεται ὑπ᾽ αὐτῶν σφαιρικὴ ζώνη μὲ δύο βάσεις, τῆς ὁποίας τὸ ἐμβαδὸν 
εἶναι σταϑερόν, οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἧ ἀκτὶς τῆς μεταβλητῆς σφαίρας. 
Ἐπειδή: 
σφαιρικὴ ζώνη --Ξ πί(αϑ -- β5). 


Θεώρημα τοῦ Μαεϊαιγὶη 766. 


1982. Ὃ ὄγκος σφαιρικοῦ τμήματος εἶναι ἴσος πρὸς τὸν ὄγχον χυ- 
λίνδρου, ἰσουύψοῦς πρὸς τὸ τμῆμα καὶ ἔχοντος 
βάσιν τομὴν τῆς σφαίρας ἴσον ἀπέχουσαν τῶν 
βάσεων τοῦ τιμήματος, ἠλαττωμένον κατὰ ᾿ τὸν 
ἥμισυ ὄγκον τῆς σφαίρας μὲ διάμετρον τὸ ὕψος 
τοῦ τμήματος. 

"Ἔστωσαν μ, ν αἱ ἀκτῖνες τῶν βάσεων 
τοῦ τμήματος, σ ἡ ἀκτὶς τῆς μέσης τομῆς, υ 
τὸ ὕψος καὶ ρ ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας. 

Μεταξὺ τῶν μηκῶν μ, ν, σ καὶ υ ὑφίστα- 
ται ἡ σχέσις (8 1449): Ξ 


μεν" -- 20 --2. (:} 
Ὃ γνωστὸς τύπος τοῦ ὄγκου σφαιρικοῦ τμήματος 
Ἵν τ -ξ πὺ" ἘΦ πὸ μ’ Ἐν»), 
γράφετάι διαδοχικῶς 
1 


ν᾿ τῷ --- πυ" ἘΠῚ τυ(2ο--2..55}- 
δ 2. 4 


1 1 
Ξξῷ --- 3 3). .- ...- 8- 
ε τὸ Ἤ που “ τῷ 


1 : 
ΞΞ 3.) “- ...... 8 ον ᾿ 
πσῆυ -- τα πο". Ο. Ε. δ. 


Παρατήρησις, 'Ε«ἀν αἱ βάσεις τοῦ τμήματος ἴσον. ἀπέχουν τοῦ 
κέντρου, δηλ. ἐὰν σΞ-ρ, λαμβάνομεν: 


ν ΞΞ- πρῦ -- ΤΣ τὸν : 
καὶ ἐὰν πρὸς τούτοις υ -Ξ 2ρ, 
ΝΝ 
ν Ξαπρ'.2ρ τοῖς π.(2ρ)" τ “5. πρ', : 
δηλ. τὸν ὄγκον τῆς σφαίρας. 
Θεώρημα 766--1 , 

1938 α. Ἑϊς δύο τυχούσας σφαίρας, τὰ Ἰσοῦψῃ καὶ τῆς αὐτῆς, μέσης 
τομῆς σφαιρικὰ τμήματα εἶναι ἰσοδύναμα. ᾿ ' 

᾿Επειδὴ ὁ προηγούμενος τύπός εἶναι ἀνεξάρτητος-τῆς. ἀκτίνος 
τῆς σφαίρας. ᾿ 
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1085 α. Σημείωαις. "Αλλη ἀπόδειξις τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Μαοϊαωγίη 
δ 1932}. “Οἴαν καταφεύγωμεν εἰς τὸν 'Ολοκληρωτικὸν Λογισμὸν 
ἀ τὸν ὑπολογισμόν τοῦ ὄγκου δοθέντος στερεοῦ, συνηθίζομεν νὰ 
τοποθετοῦμεν τὴν ἁ χὴν τῶν ἀξόνων τῶν συντεταγμένων εἰς τὸ κέν- 
τρον τοῦ’ στερεοῦ (ὅταν ὑπάρχῃ τοῦτο) ἢ εἰς τὴν κορυφὴν ἑνὸς 
μεσημβρινοῦ. Διὰ τὴν σφαῖραν λ.χ., ἀναχωροῦμεν ἐκ τῆς ἐξισώ- 
σεὼς χ'τί γ᾽ ΞΞρ᾽ (ἑνὸς μεγίστου κύκλου (Γ) «αὐτῆς) καὶ λαμβά- 
νομεν τὸν ὄγκον ἑνὸς σφαιρικοῦ τμήματος, τοῦ ὁποίου μία βάσις 
διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου. ᾿Ακολούθως καὶ τῇ βοηθείᾳ ἀλγεβρι- 
κῶν ὑπολογισμῶν, κατὰ τὸ μᾶλλον ἢ ἧττον ἐπιπόνων, ἀναγόμεθα 
εἰς τὸ σφαιρικὸν τμῆμα μὲ δύο τυχούσας βάσεις, θεωροῦντες αὐτὸ 
ὡς τὸ ἄθροισμα ἢ τὴν διαφορὰν δύο. σφαιρικῶν τμημάτων μὲ κοι- 
γὴν βάσιν τὸν κύκλον (Γ). 
Ἤ, ἀναχωροῦντες ἐκ. τῆς ἐξισώσεως χϑ -ἰ- γ -- 2ρχ Ξ-Ξ0 (ἡ ἀρχὴ 
Ο τῶν ἀξόγων ἐπὶ περιφερείας μεγίστου πάλιν κύκλου, ὁ ἄξων. 
.ΟΧ κατὰ 'διάμετρον αὐτοῦ), φθάνομεν πάλιν εἰς τὸν τύπον τοῦ 
σφαιρικοῦ τμήματος μὲ δύο βάσεις καὶ ἀκολούθως εἰς τὸν τύπον 
τοῦ τυχόντος σφαιρικοῦ τμή- 
ματος, θεωροῦντες αὐτὸ ὡς 
διαφορὰν δύο τμημάτων μὲ 
μίαν βάσιν.᾽ 
Ὃ ταχύτερος πάντως 
τρόπος ὑκολογισβοῦ τοῦ 
ὄγκου τοῦ τυχόντος σφαιρ. 
τμήματος εἶναι ὁ ἀπ’ εὐ- 
θείας, συναρτήσει. τοῦ ὅ- 
ψοὺς καὶ τῆς μέσης αὐτοῦ 
'τομῆς΄ κατότιν, δι᾽ ἁπλῶν 
πάντοτε μετασχηματισμῶν, 
δυνάμεθα νὰ εὔρωμεν. τὸν 
τύπον συναρτήσει. τῶν βά- 
σεὼν κλπ. 
1ον Παράδειγμα. “Ἔστω 
ὅτι ζητεῖται ὁ ὄγκος σφαι-᾿ 
ρικοῦ τμήματος μὲ δύο τυ- 
χούσας βάσεις καὶ μὲ δια- . 
μέτρους (σχ. 1237 α) τὰς ΑἈ΄ και ΒΒ΄. . 
 Ἡ ἀξίσωσις τοῦ μεσημβρινοῦ ΒΑ Α΄ Β΄, διὰ ἀρχὴν ἀξόνων Ο τὸ 
μέσον τοῦ ὕψους, πρ ΞΞἘ, εἶναι ᾿ : 


α -- λ)"-Ἐγ"τερ᾽ ἢ γλτερ'--λ᾽ τ 2λχ -- αν, (0) 


ὅπου ΚΟ --λ᾿ εἶναι “ἡ ἀπόστασις τοῦ κέντρου τοῦ μεσημβρινοῦ 
ἀπὸ τῆς ἀρχῆς Ο. 
Διὰ χ -Ξὸ λαμβάνομεν : 


“γϑῆξε σῖξερϑ -- 5, 


δηλ, τὸ τετράγωνον τῆς ἀκτῖνος τῆς μέσης τομῆς ΜΜ΄. 
Τὸ ἐμβαδὸν τῆς τυχούσης τομῆς ΤΤ' (χ) εἶναι 


πτγ,᾽ --π(ρ" --λῖ Ἐ2λχ -- χῇ τὸ πίον -2λχ -- χἢ) () 
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καὶ ὁ ὄγκυς τοῦ σφαιρικοῦ τμήματος ΑΑ' ΒΒ τὸ ὡρισμένον ὁλο- 
κλήρωμα 


Μία παράγουσα τῆς ὀλοκληρωτέας συναρτήσεως εἶναι ἡ 


π (ω"- Ἔλκ᾽-- ἘΦ) (3) 


καὶ ἑπομένως : 
ἱ 
Ξ 
χϑ 
ΝΥ [τ(ον Ἔλα" --Ξ) ] , 
Ἂ; 
2 


ἥ, μετὰ τὰς πράξεις, 
5“ 


ν»εῆπ (ο" στ)’ κ.4) 
δηλ. ὁ γνωστὸς τύπος τῆς 8 1932. Ἔκ τούτου ἕπεται εὐκόλως ὁ 
τύπος τοῦ ὄγκου συνᾳρτήσει τῶν βάσεων κλπ τοῦ τμήματος. 
3ον παράδειγμα. “Υπολογισμὸς τοῦ ὄγκου τμήματος (μὲ δύο βάσεις) 
διχώνου ὑπερβολοειδοῦς, παραγομένου διὰ στροφῆς τῆς ὑπερβολῆς κ"---γ"ξεαῦ 
πδρὶ τὸν πρωτδύοντα ἄξονα αὐτῆς. : 
Ἢ ἐξίσωσις τοῦ μεσημβρινοῦ τοῦ στερεοῦ, διὰ. ἀρχὴν ἀξόνων 
πάλιν τὸ μέσον τοῦ ὕψους " τοῦ τμήματος, εἶναι 
᾿ σ᾽ Ξε χϑ- 2λχ -λϑ -- αὐ, 
(ὅπου λ -Ξ ἀπόστασις κέντρου μεσημβρινοῦ ἀπὸ τῆς ἀρχῆς Ο Ὁ α). 
Διὰ τ ΞΕ0 λαμβάνομεν ὁμοίως 
γῖἾ ΞΞ σ᾽ Ξ:λ --- αῦ, 
δηλ. τὸ τετράγωνον τῆς ἀκτῖνος τῆς μέσης τομῆς. 
"Τὸ ἐμβαδὸν τῆς τυχούσης τομῆς (Χ) ε ναι 
᾿ πγ᾽ῦ Ξε πία" τ 2λχ -Ἐ σ5), 
καὶ ὁ ὄγκος τοῦ τμήματος : 
᾿ , Ὦ ᾿ 


:᾿᾿Ὁ : 
διε τ [γᾶς ΞΞ- π[α’ τ ἐλχ -ἘῸ3 ἀχ -- 
Ἐππον τ . 
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Μετὰ τὰς πράξεις εὑρίσκομεν : 
ν τε π[σνῃ Ἔτὸ]: 6) 


Παρατήρησις. Ὃ ὄγκος τοῦ τμήματος μὲ δύο βάσεις ἑνὸς ἰσο- 
πλεύρου ἐκ περιστροφῆς μονοχώνου ὑπερβολοειδοῦς, δίδεται ὑπὸ 
τοῦ ἰδίου τύπου (5), καθὼς καὶ ὁ ὄγκος κολούρου κώνου, τοῦ 
ὁποίου αἱ γενέτειραι ἔχουν κλίσιν πρὸς τὸν ἄξονα 459. ᾿Εκ τού- 
τῶν συμπεραίνομεν, ὅτι τμήματα .τῶν δύο τούτων στερεῶν εἶναι 
ἰσοδύναμα, ἐὰν ταῦτα εἶναι ἰσοὐψῆ. καὶ ἔχουν ἰσοδυνάμους 
μέσας τομάς. (Δρρεπαϊοο αἰ Εσοτοῖοοβ ἀκ αἐονιόίγὶθ, τιὸ 848). 


Θεώρημα 767 


1984. "Ἐὰν ὀρϑογώνιον καὶ ἰσοσχελὲς τρίγωνον περιστραφῇ περὶ 
εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς τὴν ὑποτείνουσαν αὐτοῦ καὶ διερχομένην διὰ 
τῆς 'χορυφῆς τῆς ὀρϑῆς γωνίας, τὸ παραγόμενον στερεὸν εἶναι ἰσοδύνα- 
μον πρὸς τὴν σφαῖραν μὲ διάμετρον τὴν ὑποτείνουσαν τοῦ τριγώνον. 


1) Εἶναι ἁπλῆ συνέπεια τοῦ θεωρήματος ἐν Ο6., τπϑ 583. 

2) ᾿Αποδεικνύεται ἐπίσης διὰ τοῦ θεωρήματος τῶν Πάππου -- 
Ου]Ἱάϊπ. (6., π9 904). 

3) Ὁ ἀνωτέρω ὄγκος συνάγεται καὶ ἐκ τοῦ ὄγκου τοῦ στερεοῦ, 
τοῦ παραγομένου διὰ περιστροφῆς ὑπερβολικοῦ τμήματος περὶ 
τὸν μὴ διαπερῶντα τὴν καμπύλην ἄξονα αὐτῆς. (6., πὸ 978). 


1938 α. Συμπληρώματα ἐπὶ τοῦ ϑεωρήματος τοῦ ᾿Αρχιμήδους. Αἱ στοι- 
χειώδεις ἀποδείξεις τὰς ὁποίας ἐδώσαμεν κατέστησαν κοινὸν 
κτῆμα καὶ: συνεπλήρωσαν ἐπιτυχῶς τὸ ϑεώρημα τοῦ "Αρχιμήδους, τὸ 
σχετικὸν πρὸς τὴν σφαῖραν καὶ τὸν περιγεγραμμένον εἰς αὐτὴν 
κύλινδρον. 

Οὕτω, διὰ τὸ τυχὸν σφαιρικὸν τμῆμα : 

1) Ἢ ζώνη αὐτοῦ εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὴν ἀντίστοιχον κυ- 
λινδρικὴν ζῶνην. . 

2) Ἑ κάστη βάσις τοῦ τμήματος εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὴν βά- 
σιν τοῦ κυλίνδρου, ἠλαττωμένην κατὰ τὴν ἀντίστοιχον τομὴν τοῦ 
διχώνου κώνου, τοῦ ἐγγραφομένου εἰς τὸν κύλινδρον. 

3) Τὸ σφαιρικὸν τμῆμα εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ἰσοὐὔψὲς κυ- 
λινδρικὸὰν τμῆμα, ἡλαττωμένον κατὰ τὸν ἀντίστοιχον κόλουρον 
κῶνον [πρώτου ἢ δευτέρου εἴδους] (155). ἷ 
᾿ς Παρὰ τὴν ἄκραν ἁπλότητα τῶν ἀποδείξεων τῶν προτάσεων 
τούτων, θὰ πρέπει νὰ ἀναγνωρισθῇ ὅτι αὗται ἐμφανίζονται ὡς 
ἅπλαϊ συνέπειαι τῶν τύπων οὖς λαμβάνομεν διὰ τοῦ ὁλοκληρωτικοῦ 
λογισμοῦ, 

]ΠΙαράδειγμα. Διὰ τὸ σφαιρικὸν τμῆμα τοῦ ὁποίου μία βάσις εἶναι 
μέγιστος τῆς σφαίρας κύκλος, ἡ τομὴ αὐτοῦ “εἰς ἀπόστασιν κα ἀπὸ 
τοῦ κέντρου ἔχει ἐμβαδὸν ᾿ 

᾿ πγὐεε πίρ᾽ --αῦ) 


0108. Σήμ. μ8δ:τ. Ἐῶνος δευτέρου εἴδους εἶναι τρῆμα διχώνου κώνου 
μεταξὺ δύο παραλχήλων, καὶ δὁκατέρωθεν τῆς κορυφῆς τοῦ κώνου τομῶν 
αὐτοῦ ΑΒ, ΓΔ. ᾽Ἂν ὑ΄οἶναι ἡ ἀπόστασις τῶν τομῶν καὶ Ἔ, Β᾽ τὰ ὀμδαδά 


τῶν, ὁ ὄγκος ποῦ στερεοῦ τούτου. εἴναι ν-- Ἰ υ [Β - Β’ -- [ΒΒ]. 


ΠΣ ς πὶιδ 
καὶ ἑπομένως Χ τῷ τ[φ’ -- χἢ) ἂχ Ξξ πρῈῈ -- π᾿ τὰ 


ὃ 
"πρ88 εἶναι ὁ ὄγκος τοῦ ἰσοῦύψοῦς πρὸς τὸ σφ. ιἢμα κυλινδρικοῦ 


τμήματος, Τῆς Ὁ, πιῦ δὲ εἶναι ὁ ὄγκος ἰσοὐὔψοῦς ἐπίσης 


πρὸς τὸ τμῆμα κώνου καὶ ἔχοντος ἀκτῖνα βάσεως ἃ -- δηλαδή, ὡς 
ἐκ τοῦ σχήματος ἀμέσως φαίνεται, τμῆμα τοῦ διχώνου κώνου τοῦ 
ἐγγεγραμμένου εἰς τὸν περιγεγραμμένον εἰς τὴν σφαῖραν κύλινδρον. 
ες Διὰ τμῆμα τυχόντος ἐλλειψοειδοῦς, λαμβάνομεν : 


- πβγ τ) 
Δ ΞΞ αϑ Ξ)" 


ὅπου α, β,γ οἱ ἡμιάξονες τοῦ στερεοῦ καὶ αἱ βάσεις τοῦ τμήμα- 


τος κάθετοι ἐπὶ τὸν ἄξονα 2α περιστροφῆς. τΕΥ, .αὮ τῷ πβγ εἶναι. 
5» 
καὶ πάλιν ὁ ὄγκος τοῦ ἰσοὐψοῦς κυλινδρικοῦ ΝΣ καὶ ΠΝ 


ὁ ὄγκοςτοῦ ἰσοῦψοῦς κωνικοῦ τμήματος. 
Διὰ τὰ ὑπερβολοειδῆ ἔχομεν ἀναλόγους τύπους 
Θεώρημα 767--1 


1986 β. Ὅ ὄγκος τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγομένου διὰ τῆς κινήσεως 
εὐθνγράμμου τμήματος ΓΔ (σχ. 1281 β) μήχους λ, τοῦ ὅποίονυ τὰ ἄκρα 


ν 


Σχ. 123318 
γράφουν δύο εὐθείας ΑΧ, ΒΥ, ἀσυμβάτους, ὀρϑογωνίους καὶ ἐχούσας 


ἀπ’ ἀλλήλων ἀπόστασιν ΑΒ -- 29 -- ΕΣ (91), εἶναι ἴσος πρὸς τὸν ὄγκον 
τῆς σφαίρας μὲ διάμετρον ΑΒ. 


107. Σημ. μεν, Καὶ ὄχι ὡς ἐν τῷ κειμένῳ τ 
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"Αρκεῖ νὰ ἀποδειχθοῦν ἴσαι αἱ τομαὶ ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέ- 
δων τῆς ἐν λόγῳ σφαίρας καὶ τῆς ἐπιφανείας (5), τῆς παραγομέ- 
νης ὑπὸ τῆς κινητῆς εὐθείας (95). : 

Πᾶσα τομὴ τῆς ἐπιφανείας (5) εἶναι ἔλλειψις (Ε), μὲ ἡμιάξονας 

ἀ-τεμΓπρ΄--}, βερτΓ' Ξρ-Ἐ Β, 
ὅπου Η ἡ ἀπόστασις τῆς τομῆς (Ε) ἀπὸ τοῦ μέσου Ο τῆς ΑΒ (99). 
᾿Επομένως : 
ἐμβαδὸν ἐλλείψεως (Ε)-Ξ παβ Ξε πίρ5 -- 85). 

. Ἡ ἀντίστοιχος τῆς (Ε) τομὴ (Κ) τῆς σφαίρας ἔχει ἀκτῖνα 

γρ᾽.-πῷῦ, !ΓΑρα: 
ἐμβαδὸν περιφερείας ([{) ΞΞ πί(ρ᾽ -- 85), 

ἤτοι αἱ τομαὶ (Ε) καὶ (Κ) εἶναι ἰσοδύναμοι. 


"Εγγοαφὴ καὶ ϑέσις 


Θεώρημα 768 


1956. Ἑὶς πᾶν ὀρθὸν τριγωνικὸν πρῖσμα, δύναται νὰ ἐγγραφῇ καὶ 
νὰ περιγραφῇ κύλινδρος ἐκ περιστροφῆς. 

Πράγματι, εἰς ἑκάστην τῶν βάσεων τοῦ πρίσματος δύνανται 
νὰ ἐγγραφοῦν ἢ νὰ περιγραφοῦν περιφέρειαι ἴσαι καὶ παράλληλοι. 
Οἱ κύλινδροι μὲ ὁδηγὸν τὴν μίαν τῶν περιφερειῶν τούτων καὶ γε- 
νετείρας παραλλήλους πρὸς τὰς παραπλεύρους τοῦ. πρίσματος 
ἀκμὰς εἶναι προφανῶς οἱ ἐν τῇ ἐκφωνήσει ἀναφερόμενοι. 


Θεώρημα γ68--1 
1937. Δοϑέντων τριῶν ἐπιπέδων, τεμνρμένων ἀνὰ δύο καὶ παραλ- 


λήλων πρὸς τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν, ὑπάρχουν τέσσαρες κυκλικοὶ κύλινδροι 
ἐφαπτόμενοι αὐτῶν. 


Πράγματι, τὰ τρία ταῦτα ἐπίπεδα δύνανται νὰ θεωρηθοῦν ὡς 
αἱ παράπλευροι ἕδραι ἑνὸς ὀρθοῦ τριγωνικοῦ πρίσματος, μὲ βάσιν. 


108. Σημ. μετ. Ἐπειδὴ οἱ ἀντίστοιχοι στοιχειώδεις ἰσοὔφεϊς κὺ- 
λινδροι θὰ εἶναι ἰσοδύναμοι καὶ τὰ ἀντίστοιχα ὅρια ὁλοκληρώσεως τὰ 
αὑτὰ Ο... 2. ; Ἔηον ᾿ ' 

109. Σημ. μετ. ᾿Επεοιδὴ ἡ τομὴ αὔτη θὰ τόμνῃ τὴν οὔθεῖοα ΓᾺἕᾺ εἷς 
σταθερὸν σημεῖον Μ καὶ ἡ καμπύλη (Ε) (σχ. 1281 6' τὸ σημεῖον μ΄ δι 
τῆς ΔΙ᾽ εἶναι μὴ) θὰ εἶναι ἴσῃ πρὸς τὴν γραφομένην ἂγ τῷ ἐπιπόδῳ ΔΒΓ 
ὑπὸ τῆς προδολῆς μ τοῦ Μ ἐκ’ αὐτό. ᾿λλλὰ τὸ μῆκος ΔΙ" εἶναι σταθε)»ἐν 
(ἴσον πρὸς 2 ρ, ἕνεκα τοῦ ἰσοσκελοῦς ὀρθογωνίου τριγώνου ΔΙ 1), «τὸ τ΄ 
᾿μδῖον μ σταθορὸν ἐπίσης σημεῖον ἐπ᾽ αὐτοῦ---καὶ κατὰ στοιχειώδη Ὁ. 
σιν τῆς ᾽ν. Τεωμετρίας, τὸ σημεῖον μα θὰ γράφει ἔλλειψιν μὲ ἡμιάβονᾳς, 

᾿α ΕΞ Μβ τερ τ, δ: μά ξε Μμεξμγ", 


ὅπου μ΄ ἡ προδολὴ τοῦ ἐπὶ τὴν ΓΙ. ᾿ Ι 
Αρα: α Ἐθε:ΞΡΎ-ρΤι Ξ ΓΡ' ΞΞ 2. 
Γεωμετρία θά 


ἼΟΤΟ 


κάθετον τομὴν (Κ) τῶν τριῶν ἐπιπέδων. Οἱ κύλινδροι μὲ ὁδηγοὺς 
τὰς τέσσαρας περιφερείας, αἵτινες ἐγγράφονται εἰς τὸ τρίγωνον 
(Κ), καὶ γενετείρας παραλλήλους πρὸς τὴν κοινὴν διεύθυνσιν τῶν 
δοθέντων ἐπιπέδων, εἶναι προφανῶς οἱ ἐν τῇ ἐκφωνήσει ἀνα- 
φερόμενοι. 

᾿ Θεώρημα 769 


1938. Εἰς πᾶσαν τρίεδρον γωνίαν ἐγγράφεται καὶ περιγράφεται κῶ- 
νος ἐκ περιστροφῆς. 

Διὰ τὸ πρῶτον πρόβλημα, ἀρκεῖ νὰ ἀχθῇ ἡ κοινὴ τομὴ ΚΙ τῶν 
διχοτομούντων ἐπιπέδων τὰς διέδρους τῆς γωνίας Καὶ καὶ νὰ ἀχθῇ 
ἐπίπεδον ΑΒΓ κάθετον ἐπὶ τὴν ΚΙ]. Ἢ ἐγγεγραμμένη περιφέρεια 
εἰς τὸ τρίγωνον τοῦτο εἶναι ἡ ὁδηγὸς τοῦ ζητουμένου κώνου μὲ 
κορυφὴν Κὶ. 

Διὰ τὸ δεύτερον, λαμβάνομεν ἐπὶ τῶν ἀκμῶν ἴσα μήκη ΛΑ, 
ΚΒ, ΚΓ καὶ περιγράφομεν περιφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. Αὕτη 
εἶναι ἡ ὁδηγὸς τοῦ ζητουμένου περιγεγραμμένου κώνου μὲ κο- 


ρυφὴν Κ. 
Θεώρημα 770 


1939. Διὰ τριῶν εὐθειῶν διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον καὶ 
μὴ κειμένων ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ, διέρχονται τέσσαρες κῶνοι ἐχ περι- 
στροφῆς μὲ δύο χώνας ἕκαστος. 


᾿Επειδὴ αἱ τρεῖς αὗται εὐθεῖαι μετὰ τῶν προεκτάσεών των 
σχηματίζουν, ἀνὰ δύο, τοῖα ἐπίπεδα καὶ ὀκτὼ στερεὰς γωνίας, 
κατὰ κορυφὴν ἀνὰ δύο. Οἱ περιγεγραμμένοι κῶνοι μὲ δύο χώνας 
εἰς ἕκαστον ζεῦγος κατὰ κορυφὴν τριέδρων εἶναι οἱ ἐν τῇ ἐκφω- 
νήσει ἀναφερόμενοι. 


1940. Παρατήρησις. Πλεῖστα τῶν θεωρημάτων ἐπὶ τῶν τριγώνων 
ἔχουν τὰ ἀνάλογά τῶν εἰς τὰ τρίεδρα. “ΠΗ περιφέρεια τῶν ἐννέα ση- 
μείων Δ. χ. εἰς τρίγωνον ΤΥ ΤΙΘΆΡΙΧΕῚ εἰς κῶνον διερχόμενον διὰ ἐν- 
νέα ὡρισμένων εὐθειῶν ἐπὶ τῶν ἑδρῶν τοῦ τριέδρου. 


Θεώρημα 771 


1941. Διὰ τεσσάρων σημείων Α, Β, Γ᾽, Δ μὴ κειμένων ἐν τῷ .- «ᾧ 
ἐπιπέδῳ, διέρχεται σφαῖρα καὶ μία μόνον. 


Τὰ δοθέντα σημεῖα ὁρίζουν δύο 
τρίγωνα, ΑΒΓ καὶ ΑΓΔ, Διὰ τῶν ση- 
μείων Ε, Ζ, Θ, μέσων τῶν διὰ τοῦ Α 
πλευρῶν τῶν τριγώνων τούτων, φέρο- 
μεν τὰς ΕΗ, ΘΗ καὶ ΕἸ, ΖΙ καθέτους 
ἐπ’ αὐτὰς καὶ εἰς τὰ ἀντίστοιχα ἐπί- 
πεδα κειμένας, ὡς καὶ τὰς εὐθείας 
ΗΝ, [ΙΜ καθέτους ἐπὶ τὰ ἐπίπεδα 
ὃ : ταῦτα. Ἐπειδὴ τὰ σημεῖα Η καὶ Ι εἶναι 
τὰ κένόρα τῶν περιφερειῶν ΑΒΓ καὶ ΑΓΔ, αἱ ἀχθεῖσαι τελευταῖαι 
κἀθετοῦ βῖναι οἱ τόποι τῶν κέντρων τῶν σφαιρῶν τῶν διερχομένων 
διὰ τῶνδθημείων Α, Β, Γ καὶ Α, Γ, Δ, ἀντιστοίχως. 

Οἱ τῷῆοι. οὗτοι τέμνονται εἰς σημεῖον Ο. Πράγματι, τὸ ἐπίπε- 
δον ΙΕΗΞεῖϑαι προφανῶς κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΓ, ἄρα καὶ ἐπὶ τὰ δι᾽ 
αὐτῆς διερχόμενα ἐπίπεδα ΑΓΒ καὶ ΑΓΔ. Περιέχει ἑπομένως τὰς 
ἐπ᾽ αὐτὰ καθέτους ΗΝ καὶ ΓΜ. 
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᾿Επειδὴ δὲ αἱ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ κείμεναι εὐθεῖαι αὗται τέ- 
μνονται-- ἄλλως τὰ τέσσαρα σημεῖα Α, Β, Γ, Δ θὰ ἔκειντο ἐν τῷ 
αὐτῷ ἐπιπέδῳ -- ἕπεται ὅτι τὸ κοινὸν αὐτῶν σημεῖον Ο εἶναι τὸ 
κέντρον τῆς διὰ τῶν σημείων Α, Β,Γ, Δ διερχομένης σφαίρας. 

2) ᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΗΝ εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον 
ἀπεχόντων ἀπὸ τὰ Α, Β, Γ καὶ ἡ εὐθεῖα ἱΜ ὁ τόπος τῶν σημείων 
τῶν ἴσων ἀπεχόντων ἀπὸ τὰ Α, Γ, Δ, τὸ κοινὸν αὐτῶν σημεῖονο 
εἶναι τὸ μόνον δι’ ὃ ΟΑ -- ΟΒ -- ΟΓ -- ΟΔ. 

'Ἑπομένως... 


1942. Παρατηρήσεις. 1) Τὰ τέσσαρα σημεῖα Α, Β, Γ, Δ δύνανται 
νὰ θεωρηθοῦν ὡς κορυφαὶ τετραέδρου. ΓΑρα: Εἷς τὸ τυχὸν τετράε- 
ὅρον περιγράφεται σφαῖρα καὶ μίαν μόνον. 

2) Αἱ ἀνάλογοι τῶν ΗΝ καὶ ΙΜ εὐθειῶν, αἱ ἀγόμεναι ἐπὶ τὰς 
ἄλλας ἕδρας τοῦ τετραέδρου, διέρχονται διὰ τοῦ ἰδίου σημείου Ο. 
'Ἑπομένως : 

Εἰς πᾶν τετράεδρον, αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὰς ἕδρας εἰς τὰ κέντρα τῶν περι- 
γεγραμμένων εἷς αὐτὰς περιφερειῶν διέρχονται διὰ τοῦ. αὐτοῦ σημείου. 


Θεώρημα 772 


1948. Εῤς πᾶν τετράεδρον ἐγγράφεται σφαῖρα. 


Τὸ κέντρον ταύτης εἶναι τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν ἕξ διχοτομούν- 
τῶν ἐπιπέδων τὰς διέδρους τοῦ τετραέδρου (8 1833). 

᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον τοῦτο ἴσον ἀπέχει τῶν ἕξ ἐδρῶν, ἡ 
σφαῖρα μὲ κέντρον αὐτὸ καὶ ἀκτῖνα 'τὴν ἀπόστασίν του ἀπὸ τῆς 
τυχούσης ἔδρας θὰ ἐφάπτεται καὶ τῶν ἕξ ἑδρῶν. 


Θεώρημα 772 --Ἰ 


1949 α. "Ἐὰν εἰς τετράεδρον τὰ ἀϑροίσματα ἀντικειμένων ἀχμῶν 
εἶναι τὰ αὐτά, αἱ ἐγγεγραμμέναι περιφέρειαι εἰς τὰς ἔξ ἕδρας ἀνήκουν 
εἰς τὴν αὐτήν, ἐφαπτομένην τῶν ἕξ ἀχμῶν, σφαῖραν. (4. ἀ. ἄενᾳ.» τόμ. 
Ν, 1814 - 15, σ. 304, πρόβλημα Ἰἱ], 1. - Β. Ὀυτταηά6).. 


᾿Επειδή, λόγῳ τῆς τεθείσης συνθήκης, αἱ περιφέρειαι αὗται 
ἐφάπτονται, ἀνὰ δύο, ἑκάστης ἀκμῆς εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον - αἱ 
κάθετοι ἑπομένως εἰς τὰ κέντρα αὑτῶν ἐπὶ τὰς ἀντιστοίχους 
ἕδρας τέμνονται ἀνὰ δύο, κλπ. 


Θεώρημα 778 


1944. Δύο σφαῖραι δύνανται νὰ ἔχουν πρὸς ἀλλήλας πέντε διαφό- 
ρους ϑέσεις. Δι᾿ ἑκάστην ϑέσιν, αἱ συνθῆκαι διὰ τὰς ἀκτῖνας καὶ τὴν 
διάκεντρον εἶναι αἱ ἴδιαι, ὡς καὶ διὰ δύο περιφερείας. 

Πράγματι, διὰ περιστροφῆς δύο περιφερειῶν, εἰς μίαν τυχου- 
σαν θέσιν αὐτῶν, περὶ τὴν διάκεντρον, παράγονται δύο σφαῖραι 
εἰς ἀντίστοιχον θέσιν ἐκείνης τῶν δύο περιφερειῶν κείμεναι. 


Θεώρημα 774 
1046. 'Ἐὰν τρεῖς σφαῖραι τέμνωνται ἀνὰ δύο, τὰ ἐπίπεδα τομῆς 


διέρχονται διὰ τῆς αὐτῆς: εὐθείας, καϑέτου ἐπὶ τὸ διακεντρικὸν τῶν 
τριῶν σφαιρῶν ἐπίπεδον. ᾿ ἡμάμν. 
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Πράγματι, τὸ ἐπίπεδον. τοῦτο Π τέμνει τὰς τρεῖς σφαίρας κατὰ 
τρεῖς μεγίστους κύκλους αὐτῶν καὶ τῶν ὁποίων αἱ κοιναὶ χορδαὶ 
διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ρ. ᾽Εὰν δὲ διὰ τῶν τριῶν χορ- 
δῶν φέρωμεν ἐπίπεδα κάθετα ἐπὶ τὸ διακεντρικὸν ἐπίπεδον, λαμ- 
βάνομεν τὰ τρία ἐπίπεδα τομῆς τῶν σφαιρῶν’ ταῦτα ϑὰ τέμνων- 
ται κατὰ τὴν διὰ τοῦ Ρ κάθετον εὐθεῖαν ἐπὶ τὸ Π. 


Παρατήρησις. Τὸ κοινὸν σημεῖον ῬΡ τῶν τριῶν χορδῶν εἶναι τὸ 
ριζικὸν κέντρον τῶν τριῶν περιφερειῶν, Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δὲν 
εἶναι παρὰ εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς γενικωτέρου. (0., πϑ 839, 49). 


Θεώρημα 774-- 


1948 α. "Ἔστωσαν ΑΧ, ΒΥ δύο ἀσύμβατοι εὐϑεῖαι, ΑΒ ἣ χοινὴ αὖ- 
τῶν κάϑετος καὶ ΓΔ εὐθύγραμμον τμῆμα σταϑεροῦ μήκους α, τοῦ ὁποίον 
τὰ ἄχρα ὀλισϑαίνουν ἐπὶ τῶν εὐθειῶν ΑΧ, ΒΥ. Δείξατε ὅτι ἧ περιγε- 
γραμμένη σφαῖρα εἰς τὸ τετράεδρον ΑΒΓΔ διατηρεῖ πάντοτε σταθερὰν 
τὴν ἀκτῖνα. 


"Ἔστω Ρ τὸ κέντρον τῆς ἐν λόγῳ σφαίρας, Κὶ, Δ τὰ μέσα τῶν 


Σχ. 1888 α 


ΒΓ, ΑΔ καὶ κέντρα τῶν περὶ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ καὶ 
ΑΒΔ περιγεγραμμένων περιφερειῶν. Κατὰ τὴν δ 942, 2, τὸ. σήμετον 
Ῥ' εἶναι τομὴ τῶν καθέτων ΡΚ, ΡΛ ἐπὶ τὰς ἕδρας ΑΒΓ καὶ ΑΒΔ. 
- Θεὼρῆσωμέν τὸ τετράπλευρον ῬΚΟΛ, τοῦ ὁποίου τὸ ἐπίπεδον 
᾿εἶναι πάράλληλον προφανῶς πρὸς τὰς ΑΧ, ΒΥ καὶ τέμνον τὴν 
ΑΒ ἐϊὶς τὸ μέσον αὐτῆς Ο. "Ἂν Γ΄’ εἶναι ἡ προβολὴ τοῦ σημείου Γ΄ 
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ἐπὶ τὸ διὰ τῆς ΒΥ’ παράλληλον πρὸς τὴν ΑΧ ἐπίπεδον (Π), ἐπειδὴ 
ΑΓ Α' ΒΔ ᾿ ) : 

οΚ Ξε ξα-. ΟΛ -- τσ’ τὰ τρίγωνα ΔΒΓ’ καὶ ΛΟΚ 

εἶναι ὅμοια καὶ ΛΙ -- Ξ:: ΔΓ’ Ἐξ γα» -- 483, ὅπου 28 --Ξ ΑΒ. 


"Επειδὴ δὲ τὸ τρίγωνον ΔΒΓ΄' μεταβάλλεται εἰς τρόπον, ὥστε 
ἡ μὲν γωνία Β αὐτοῦ νὰ μένῃ ἀμετάβλητος, ἡ δὲ ἀπέναντι αὐτοῦ 
πλευρὰ ΔΓ’ νὰ διατηρῇ σταθερὸν μῆκος, κατὰ τὸ θεώρημα τῆς 
8 ΤΟ2 α, ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας μένει 
ἐπίσης σταθεράΞ- λ. Τὸ αὐτὸ ἑπομένως θὰ συμβαίνῃ καὶ διὰ τὸ 
ὅμοιον πρὸς τὸ ΔΒΓ΄ τρίγωνον ΔΟΚ καὶ διὰ τὸ ὀποῖον ἡ περιγε- 
γραμμένη εἰς αὐτὸ περιφέρεια διέρχεται διὰ τοῦ Ρ -- ἀφοῦ τὸ τε- 
τράπλευρον ΟΚΡΛ εἶναι δισορθογώνιον. 


Εἶναι ἄρα: ΟΡ-ε-λ 
καὶ Ἑ ΞξΞ ἀκτὶς τῆς σφαίρας ΑΒΓΔ ΞΡΑΞΞ γχ: Ἔπρ, 
δηλαδὴ σταθερά. 


Παρατήρησις. ᾿Π περιβάλλουσα τῶν ἴσων τούτων σφαιρῶν εἶναι 
σπεῖρα, ἔχουσα ἀκτῖνα τοῦ γενήτορος κύκλου ἴσην ἐπίσης πρὸς ΕΗ. 


1946β. Σημείωσις. Θεωρήσωμεν τὴν πλέον ἐνδιαφέρουσαν πε- 
ρίπτωσιν, καθ᾽ ἢν αἱ εὐθεῖαι ΑΧ, ΒΥ εἶναι ὀρθογώνιοι καὶ 
ΓΔ --(ΑΒ). ΤΖίταρβ. σημείωσιν εἰς 8 1935 β). 

Ἕκαστον σημεῖον τῆς κινητῆς εὐθείας ΓΔ γράφει ἔλλειψιν ἐπὶ 
ἐπιπέδου παραλλήλου πρὸς τὸ τῶν ΑΧ, ΒΥ καὶ τῆς ὁποίας τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀξόνων εἶναι σταθερὸν καὶ ἴσον πρὸς ΑΒ. ᾿ 

Ἢ παραγομένη ἐπιφάνεια ἔχει πολὺ τὸ ἐνδιαφέρον. (δι εν οἴσο8 
εἰε ἀέοτι. ἀοϑογὶριϊυο, 4η ἔκδ., σ, 883 --- 888, ηο8 1232, χ, ς, 2). 

Τὸ περίγραμμα (ςουΐουτ Δρρασεηϊ), τῆς ἐπιφανείας ἐπὶ παντὸς 
ἐπιπέδου καθέτου ἐπὶ τὴν ΑΒ εἶναι ἀστροδιδὴς (8 793 α)’ ἐπὶ ἐπιπέ- 
δου καθέτου ἐπὶ τὴν ΑΧ ἢ ΒΥ ζεῦγος εὐϑειῶν καὶ ἐπὶ ἐπιπέδου πα- 
φαλλήλου πρὸς τὴν ΑΒ καὶ πρὸς τὸ διχοτομοῦν ἐπίπεδον τὴν γω- 
νίαν τῶν εὐθειῶν ΑΧ, ΒΥ, ἰσόπλευρος ὑπεοβολή. 

Ὃ ὄγκος ὁ περιεχόμενος ἐντὸς τῆς ἐπιφανείας τῆς παραγομέ- 
νης ὑπὸ τῆς εὐθείας ΓΔ εἶναι ἴσος πρὸς τὸν τῆς σφαίρας μὲ διά- 
μετρον ΑΒ (8 1935 β). 

2) Ἢ διατύπωσις τοῦ θεωρήματος τῆς 1945 α ειναι τοῦ Οἰΐο 
ΒδοκΙοπ (1861) (Μαιμοϑὶθ, 1901, σ. 272, τι9 23). Οὗτος δίδει καὶ τὴν 
ἀκόλουθον πρότασιν : 

1) ᾿Εὰν εἰς δύο σταϑερὰ σημεῖα Α, Β δοϑείσης σφαίρας ϑεωρήσωμεν 
χορδὰς ΑΓ, ΒΔ, καϑέτους ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ σχηματιζούσας σταϑερὰν γω- 
νίαν πρὸς ἀλλήλας ἀλλὰ μεταβλητῶν διδυϑύναδων [εἰς τὰ ἀνείστοιχα ἐπίπεδά 
των], ἡ ἀπόστασις τῶν ἄχρων Γ, Δ αὑτῶν παραμένει σταϑερά. 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, τὰ σημεῖα Γ καὶ Δ γράφουν ἐπὶ τῆς 
σφαίρας κύκλους ἴσους, παραλλήλους, καὶ κινοῦνται ἐπ’ αὐτῶν μὲ 
τὴν ἰδίαν ταχύτητα. Ἑ πομένως, ἡ εὐθεῖα ΓΔ παράγει κατὰ τὴν 
κίνησιν ὑπερβολοειδὲς ἐκ περιστροφῆς. 

Δυνάμεθα νὰ ἔχωμεν καὶ τρίτην, ἀνάλογον τῶν προηγουμένων, 
πρόταοιν: 

Ἄ "Ἐὰν δύο εὐθεῖαι ΓΧ, ΔῪ στρέφωνται περὶ δύο σταϑερὰ σημδῖα Γ 
καὶ Δ εἷς τρόπον, ὥστε ἥ γωνία τῶν νὰ παραμένῃ. σταϑερά, καϑὼς καὶ ἡ 
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ἐλαχίστη αὐτῶν ἀπόστασις ΑΒ, ἡ σφαῖρα ΑΒΓΔ ϑὰ διατηρῇ πάντοτε στα- 
ϑεοὰν ἀκτῖνα. ᾿ 

Παρατήοησις. Ἔστω ΓΓ΄ μῆκος τυχούσης διευθύόνσεως ἴσον πρὸς 
τὴν ἐλαχίστην ἀπόστασιν ΑΒ -Ξ- 2Ὰ (Σχ. 1238 α). ᾽Εκ τοῦ σχήμα- 
τος γίνεται φανερὸν ὅτι ἂν ΓΧ εἶναι τυχοῦσα εὐθεῖα κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΓΓ΄, τὸ διὰ τῆς (σταθερᾶς) ΓΓ’ ἀγόμενον ἐπίπεδον (ΠῚ) καὶ 
κάθετον ἐπὶ τὴν (σταθερὰν) ΓΓ΄' εἶναι παράλληλον πρὸς πάσας 
τὰς εὐθείας ΓΧ. 

"Ἔστω Γ΄ Β παράλληλος τῆς ΓΧ ἐν τῷ ἐπιπέδῳ τούτῳ καὶ ΔΥ 
εὐθεῖα αὐτοῦ σχηματίζουσα μετὰ τῆς Γ΄ Β γωνίαν φ. ᾿Επειδὴ ἡ 
ἐλαχίστη ἀπόστασις τῶν εὐθειῶν ΓΧ καὶ ΔΥ εἶναι προφανῶς 
ΑΒ -Ξ-- 21 καὶ ΔΓ -ε-α, τὸ σχῆμα ΑΒΓΔ εἶναι τὸ τῆς προτάσεως 
(8 1945 α). 

“Ὅταν ἡ εὐθεῖα ΑΓΧ στρέφεται περὶ τὸ Β διατηρουμένη κά- 
θετος πάντοτε ἐπὶ τὴν ΓΓ΄, τὸ σημεῖον Β γράφει κ. τόξον διὰ τῶν 
Δ καὶ Γ΄ δεχόμενον γωνίαν φΦ, τὸ δὲ κάθετον τμῆμα ΑΒ -Ξ2Ἀ 
ἐπὶ τὸ (Π) γράφει τὴν παράπλευρον ἐπιφάνειαν τμήματος κυλιν- 
δρικῆς ἐπιφανείας. ᾿ 

3) Μολονότι, εἰς τὰς τρεῖς προγουμένας προτάσεις, ἡ εὐθεῖα 
ΓΔ γράφει ἑκάστοτε διαφόρους ἐπιφανείας, ἡ ἀπόδειξις αὐτῶν 
παραμένει πάντοτε ἡ ἰδία. 


. Θεώρημα 778 


1946. Δίδονται σφαῖρα (Γ) καὶ ἐπίπεδον (Π). Δείξατε ὅτι αἱ σφαῖραι 
μὲ κέντρα τὰ σημεῖα Α τοῦ ἐπιπέδου καὶ ἀκτῖνας ἴσας πρὸς τὰς ἐκ 
τῶν σημείων τούτων ἐφαπτομένας τῆς σφαίρας διέρχονται διὰ σταϑεροῦ 
σημείου. (Ν. 4., 1868, σ. 42, ν᾿ ᾿ττοτίο ϑ4ππ41). 

᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν μεσημβρινὴν τομὴν τοῦ οχήματος διὰ 
ἐπιπέδου διερχομένου διὰ τῆς 
καθέτου ΓΡ ἐκ τοῦ κέντρου Γ 
τῆς σφαίρας ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον (Π). 
᾿Επειδή, ἐὰν τὸ θεώρημα εἶναι 
ἀληθές, τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν 
σφαιρῶν (Α) θὰ εὑρίσκεται, λόγῳ 
συμμετρίας, ἐπὶ τῆς καθέτου 
ταύτης. 

"᾿ἂς λάβωμεν λοιπὸν ΡΜΕΞΡΒ 
καὶ ἂς δείξωμεν ὅτι διὰ τυχοῦ- 
σαν ἐφαπτομένην ΑΔ θὰ εἶναι 


δ. .. 


ἜΡΆΣΘ. ΑΜ --ΑΔ. 


᾿᾽Ας θέσωμεν ΓΡ -Ξ α, ΓΒ ΞΞρ’ θὰ ἔχωμεν 
ῬΜϑ- ΡΒ -- αὐ -- ρ' καὶ ΡΜ'Ῥ-ἘΡΑΞ--- α' -Ἐ ΡΑ’--ρ;, 
ἢ ΜΑΞ-:-- ΓΑΞ-- ρ5 ΞΞ ΑΔ", 
Εἶναι ἑπομένως ΜΑ Ξ-- ΔΑ καὶ ἡ σφαῖρα (Α) μὲ ἀκτῖνα ΑΔ 
διέρχεται διὰ τοῦ σταθεροῦ σημείου Μ. 


Παρατηφήσεις. 1) Ἢ εὐθεῖα ΑΡ εἶναι ὁ ριζικὸς ἄξων τῆς περι- 
φερείας ΓΔΒ καὶ τοῦ σημείου - περιφερείας (Μ, ρ:-Ξ:0), τὸ δὲ 
ἐν πε δον (Π) τὸ ριζικὸν ἐπίπεδον τῆς σφαίρας (Γ) καὶ τοῦ οη- 
μείου Μ. 


1015 


2) ΑἹ σφαῖραι (Α διέρχονται φυσικα καὶ διὰ τοῦ συμμετρικοῦ 
Μ’ τοῦ σημείου Μ πρὸς τὸ ἐπίπεδον (Π). 


Θεώρημα 776 


1947. Ἕν ἑξάεδρον εἶναι ἐγγράψιμον εἰς σφαῖραν ταν αἱ ἔδραι 
του εἶναι ἐγγράψιμα τετράπλευρα. 


Θεωρήσωμεν δύο τῶν περιφερειῶν τῶν ἑδρῶν, τὰς ΑΒΓΔ καὶ 
ΕΒΓΖ μὲ κέντρα Μ, Ν᾽ ἀντιστοίχως. ΑἹ κά- 
θετοι εἰς τὰ Μ,Ν ἐπὶ τὰ ἐπίπεδα ΑΒΓΔ Ἷ 
καὶ ΒΓΖΕ κεῖνται ἐπὶ τοῦ εἰς τὸ μέσον τῆς 
ΓΔ καὶ καθέτως ἐπ᾽ αὐτὴν ἀγομένου ἐπιπέ- 
δου καὶ τέμνονται προφανῶς εἰς τὸ κέντρον 
Ο σφαίρας (Σ), διερχομένης διὰ τῶν δύο θεω- 
ρουμένων περιφερειῶν (8 1941). 

Ἧ τομὴ τῆς σφαίρας ταύτης καὶ τῆς ἕδρας 
ΔΓΖ, θὰ πρέπει νὰ περιέχῃ ἀναγκαίως καὶ 
τὴν κορυφὴν Θ ἐπὶ τῆς ἕδρας ταύτης, ὡς τε- 
τάρτην κορυφὴν ἐγγραψίμου τετραπλεύρου, 
τοῦ ὁποίου τρεῖς κορυφαὶ κεῖνται ἤδη ἐπὶ τῆς 
τομῆς ταύτης. ᾿Αναλόγως, καὶ ἡ κορυφὴ ἢ : 
θὰ πρέπει ὁμοίως νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς τομῆς τῆς σφαίρας (Σ) καὶ 
τῆς ἕδρας ΑΒΕ. 

Ἤτοι, ἡ σφαῖρα (Σ) διέρχεται καὶ διὰ τῶν ὀκτὼ κορυφῶν τοῦ 
ἐἑξαέδρου καὶ τοῦτο εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς αὐτήν. 


Θεώρημα 776--] 


1947 α. Ἐὰν ἐκ τεσσάρων σφαιρῶν ἑκάστη ἐφάπτεται τῶν τριῶν 
» πῷῳ - - -- ΕΒΕ! “- “- ᾿ 
ἄλλων, τὰ ξξ σημεῖα ἐπαφῆς κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς σφαίρας. 


(Α. ἀ. ἀογρολλιο, 1814 - 15, σ. 32 καὶ 301,1. - δ. Ὠττγαπά6), 
Τὸ θεώρημα τοῦτο δὲν διαφέρει τοῦ τῆς 8 1943 α. 


Θεώρημα 777 


1948. ᾽Εὰν ἐπίπεδον πολύγωνον εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς σφαῖραν Ο. 
τὰ εἰς τὰς κορυφὰς τοῦ πολυγώνου ἐφαπτόμενα 
ἐπίπεδα τῆς σφαίρας τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον. 


Ἔστω ΑΒΓΖ τὸ πολύγωνον καὶ Λ τὸ κέν-. 
τρον τῆς τομῆς τῆς σφαίρας (Ο) διὰ τοῦ ἐπι- 
πέδου του. ᾿Εὰν Τ εἶναι ἡ τομὴ τῆς εὐθείας 
ΟΛ καὶ τοῦ εἰς τὸ Α ἐφαπτομένου αὐτῆς 
ἐπιπέδου, τὰ σημεῖα Ο, Τ, Α κεῖνται ἐπὶ τοῦ 
αὐτοῦ διὰ τῆς ΟΤ μεσημβρινοῦ ἐπιπέδου. 
Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΑΤ λαμ- 
βάνομεν ᾿ 


ΤῸΝ 


ΣΧ. 1210. 


ἐφ] 


ΟΤ.ΟΛ-ἄΟΑϑΞ ε3 
ΟΑΞ 
ἢ ΟΤ -- Ὃκ Ξ σταθ. 


Εἶναὶ "δηλ. ἡ ἀπόστασις ΟΤ σταθερά, 
οἱασδήποτε οὔσης τῆς κορυφῆς τοῦ ἐγγεγραμμένου ἐπιπέδου. 


Σκ. 131}. 
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Διέρχονται ἑπομένως τὰ εἰς τὰ σημεῖα ταῦτα ἐφαπτόμενα τῆς 
σφαίρας ἐπίπεδα διὰ τοῦ σημείου Τ. 


Θεώρημα 777-- 1 


1949. ᾿Εὰν ἐπίπεδον πολύγωνον εἶναι περιγεγραμμένον εἰς σφαῖραν, 
τὰ διὰ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ ἐφαπτόμενα ἐπίπεδα τῆς σφαίρας διέρχον- 
ται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


᾿Επειδὴ ταῦτα εἶναι τὰ εἰς τὰς κορυφὰς Α, Β,Γ.... τοῦ πο- 
λυγώνου τῶν σημείων ἐπαφῆς καὶ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν σφαῖ- 
ραν, ἀγόμενα ἐφαπτόμενα ἐπίπεδα (8 1948). 


Θεώρημα 778 


1950. ᾿Ἐὰν αἱ ἀπέναντι ἀχμαὶ ἑνὸς ἐγγεγραμμένου εἰς σφαῖραν 
ὀκταέδρου κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου, αἱ τρεῖς διαγώνιοὶ τοῦ στε- 
ρεοῦ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

Ἰὰ εἰς τὰς κορυφὰς τοῦ ὀκταέδρου τούτου ἐφαπτόμενα τῆς σφαίρας 
ἐπίπεδα σχηματίζουν ἑξάεδρον περιγεγραμμένον εἰς αὐτὴν χαὶ τοῦ ὁποίου 
αἱ ἔδραι, ἀνὰ τέσσαρες, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείον. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 32). 
Θεώρημα 778-- 


1061. Τὰ ἐκ σημείου Τ᾽ ἀγόμενα ἐφαπτόμενα ἐπίπεδα σφαίρας ἐφά- 
πτονται αὐτῆς κατὰ τὰς κορυφὰς ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὴν ἐπιπέδου πο- 
λυγώνου. 

Θεώρημα 778--Π| 


1962. Ἢ καμπύλη ἐπαφῆς σφαίρας καὶ περιγεγραμμένου εἰς αὐτὴν 
κώνου εἶναι περιφέρεια. 


Θεώρημα 778--111 


1962 α. 1) ᾿Εὰν αἱ διαγώνιοι ἑνὸς ὀκταέδρον εἶναι γάϑετοι ἐπ᾽ ἀλ- 
λήλας καὶ διέρχωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου (0), τὰ ὀρϑόκεντρα τῶν 
ἑδρῶν του κεῖνται ἐπὶ μιᾶς σφαίρας (Σ). (5. Θιεἰπετ). 

νυ (Βλ,. 7ην ἔκδ. τῶν Θεωρημάτων καὶ Προβλημάτων τῆς Στοιχ. 
Τερρετρίας τοῦ (αίαΐαπ, ΤἼέογέννε ΧΙΣΨΝ, σ. 4065 ἢ Μαίμεϑι8, 1904, 
σ. ,. λύσις τοῦ Αὐταπιεβου). 

4) ᾿Εὰν τὸ ἐν λόγῳ ὀκτάεδρον εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς σφαῖραν 
χέντρου ὦ, ἡ σφαῖρα (Σ) διέρχεται καὶ διὰ τῶν κέντρων βάρους τῶν 
ἑδρῶν, τὸ δὲ κέντρον τῆς διαιρεῖ τὴν ἀπόστασιν Οὠω εἰς λόγον Τ' 
Ὁ. Νεῦθεῖς, Μαιποδῖν, 1904, σ, 258, ζήτ. 1479). Διὰ τὰς λύσεις, 
(βλ. 5..2068 λ, μ, ν). 


Θεώρημα 779 
1968. Ἑὰν εἷς κύλινδρος εἰσέρχεται ἐντὸς σφαίρᾳς διὰ κύκλου, ἐξέρ- 
ἐχεται ταύτης ἐπίσης διὰ κύκλου. 


ἡ, ᾿Θεωροῦντες τὴν τομὴν τοῦ σχήματος δι᾿ ἐπιπέδου διερχομένου 
διὰ τρῦ κέντρου τῆς σφαίρας, τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου εἰσόδου καὶ 
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παραλλήλου πρὸς τὰς γενετείρας τοῦ κυλίνδρου, παρατηροῦμεν 
ὅτι αἱ καμπύλαι εἰσόδου καὶ ἐξόδου εἶναι 
προφανῶς συμμετρικαὶ πρὸς τὸ ἐπίπεδον 
τοῦ μεγίστου κύκλου, τὸ κάθετον πρὸς τὸ 
ἀχθὲν καὶ τὰς γενετείρας τοῦ κυλίνδρου. 

Εἶναι δηλ. ἡ καμπύλη ἐξόδου ἐπίσης 
περιφέρεια. 

Θεώρημα 780 
1964. Ἢ ἀντιπαράλληλος πρὸς τὴν βάσιν 


πλαγίου κυκλικοῖ κώνου τομὴ αὐτοῦ εἶναι 
περιφέρεια. 


Ἔστω ΣΑΒΓ ὁ κῶνος καὶ ΔΕΖ ἡ ἐν 
λόγῳ τομή ἡ γωνία ΣΔΖ -ΞΕΓ, ΣΖΔεΞΑ, 
τὸ τετράπλευρον ἑπομένως ΑΓΖΔ ἐγγρά- 


ψιμον καὶ τρὶς. ΤΣ Σχ. 1285. 
ΣΓ  ΣΔ΄ 


᾿Επὶ τῆς δευτέρας χώνης τοῦ κώνου ἃς λάβωμεν τμήματα 
ΣΖ΄ΞΞ ΣΖ, ΣΔ’-:- ΣΔ. Θὰ ἔχωμεν 


ΣΑ ΣΖ' 
ΣΓ ΣΔ΄. 


καὶ ἡ τομὴ ΔΈ΄Ζ΄ θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒΓ καὶ ἕπο- 
μένως νυ’ “λική. ᾿Επειδὴ δὲ αἱ τομαὶ ΔΕΖ, ΔΈ΄“Ζ΄ 
εἶναι σ.. -ερικαὶ πρὸς τὸ διὰ τῆς κορυφῆς Σ 
ἐπίπεδον, τὸ κάθει. : ἐτ-ὶ τὰ ' διχοτάμον τῆς γω- 
νίας ΑΣΓ, εἶναι φανερὸν οτι ἡ τε ΔΕΖ θὰ 
εἶναι ἐπίσης κυκλική. 


Παρατηρήσεις. 1) Ἢ βάσις. ΑΒΓ μετὰ τυχού- 
οῆς ἀντιπαραλλήλου πρὸς αὐτὴν τομῆς ἀνήκουν 
εἰς τὴν αὐτὴν σφαῖραν. 

2) Τὸ θεώρημα ἀποδεικνύεται κατὰ πολλοὺς 
τρόπους, λ.χ. καὶ ὡς συνέπεια“ τοῦ ἑπομένου 
θεωρήματος. Κρίνομεν ὅμως ἁπλουστάτην τὴν 
ἀνωτέρω ἐκτεθεῖσαν. 


Σημείωσις. Βλέπε καὶ (οδϑι)ηποσγαρ)ιὶθ, ὑπὸ 
Ἐν 1. πὸ 70. ι Σ:. 120. 


Θεώρημα 781 


19δδ. "Ἐὰν εἷς κυκλικὸς κῶνος εἰσέρχεται ᾿εἰς σφαῖραν διὰ περιφε- 
φείας, ἐξέρχεται ταύτης ἐπίσης διὰ περιφερείας, 


“Ἔστω ΑΒΓ ὁ κῶνος μὲ βάσιν τὴν περιφέρειαν ΑΜΒ΄ θὰ δεί- 
ξωμεν ὅτι ἡ καμπύλη ἐξόδου ΔΝῈΕ εἶναι περιφέρεια. 

Ἔκ τῆς κορυφῆς Γ φέρο εν κάθετον ΓΡ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τῆς 

σεῶς, ὡς καὶ διά τοῦ ἰάμετρον τῆς βάσεως ΑΒΡ, εἰς δὲ τὸ 
πίπεδον ΑΓΡ φέρομεν τὴν ΕΘ κάθετον ἐπὶ τὴν ΓΕ. 

ΓΕστω τέλος ΓΜ τυχοῦσα γενέτειρα τοῦ κώνου καὶ δ᾽ τὸ δεύ- 
τερον σημεῖον τομῆς της: μετὰ τῆς σφαίρας. - ἧ 
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" ἢ Θὰ ἔχωμεν: 
ΓΜΟΓΝΈΓΑ.ΓΕΞΕ:ΓΡ.ΓΘ, 


ἐν. τῶν ὁμοίων τριγώνων ΓΑΡ, ΓΘΕ. Εἶναι ἑπομένως τὰ τρίγωνα 
ΓΜΡ, ΓΘΝ ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γω- 
νίαν κοινὴν καὶ τὰς περιεχούσας αὐ- 
τὴν πλευρὰς ἀναλόγους: ἀλλ᾽ εἶναι 
ΓΡΜ -- 905, ἄρα καὶ ΓΝΘ -- 909, 
2) ᾿Ανήκουν κατὰ ταῦτα τὰ σημεῖα 
Ε, Ν, Δ εἰς σφαῖραν (Σ) διαμέτρου ΓΘ 
καὶ κατὰ συνέπειαν εὑρίσκονται ἐπὶ 
τῆς περιφερείας, καθ᾽ ἣν τέμνονται ἡ 
δοθεῖσα σφαῖρα καὶ ἡ σφαῖρα αὕτη (Σ). 
δ ]]αρατήρησις. ᾿Επειδὴ εἶναι ἐπίσης : 
ΓΕ.ΓΑ -Ξ- ΓΒ. ΓΔ, ἡ περιφέρεια ΕΝΔ εἴ- 
ναι ἀντιπαράλληλος τομὴ κώνου, τοῦ 
ΓΑΜΒ. “ὥστε καὶ πάλιν: 
Αἱ ἀντιπαράλληλοι πρὸς τὴν βάσιν κυξπλι- 
κοῦ κώνου τομαὶ αὐτοῦ εἶναι περιφέρειαι. 


Θεώρημα 782 


1966. Διὰ δύο περιφερειῶν (ΑΒ), (ΓΔ) σφαίρας διέρχονται δύο κῶ- 
νοι, ἔχοντες τὰς περιφερείας ταύτας ὡς παραλλήλους ἢ ἀντιπαραλλή- 
λους τομάς. 


Διὰ τῶν κέντρων τῆς σφαίρας καὶ τῶν δύο περιφερειῶν φέρο- 
μεν ἐπίπεδον, κάθετον, ὡς γνωστόν, ἐπὶ 
τὰ ἐπίπεδα τῶν δύο περιφερειῶν. Ἔστω 
ΑΒΓΔ τὸ ἐπίπεδον τοῦτο’ αἱ ΑΒ, ΓΔ εἴ- 
ναι διάμετροι τῶν περιφερειῶν. 

Φέρομεν τὰς εὐθείας ΑΔΣ, ΒΓΣ καὶ 
ΑΡΓ, ΒΡΔ. Τὰ σημεῖα Σ καὶ Ρ εἶναι αἱ 
κορυφαὶ τῶν ἐν τῇ ἐκφωνήσει κώνων. 

Πράγματι, ὁ κῶνος ΣΑΒ Δ. χ., ὁ εἰσερ- 
χόμενος εἰς τὴν σφαῖραν διὰ τῆς περιφε- 
ρείας ΑΜΒ, θὰ ἐξέρχεται αὐτῆς κατὰ πε- 
ριφέρειαν (8 1955), ἔχουσαν διάμετρον ΓΔ 
καὶ τῆς ὁποίας τὸ ἐπίπεδον. θὰ εἶναι κά- 
θετον ἐπὶ τὸ ΣΑΒ. Συμπίπτει ἑπομένως ἡ 
περιφέρεια αὕτη ἐξόδου πρὸς τὴν δοθεῖ- 
σαν περιφέρειαν (ΓΔ). 


1957. Παρατήρησι. Πᾶσα γενέτειρα 

Σχ. 1245. ΣΝΜ, τέμνει τὴν σφαῖραν εἰς σημεῖα ἀν- 

τιομόλογα, ἐπειδὴ. αἱ χορδαὶ ΑΜ, ΔΝ εἴ- 

ναι ἀντιπαράλληλοι. Καὶ ἀπ’ εὐθείας ἄλ- 

λῶστε ἀποδεικνύεται τοῦτο, ἀφοῦ ΣΜ. ΣΝ --ΣΑ. ΣΔ -- δύναμις 
τοῦ Σ πρὸς τὴν σφαῖραν. 

Δυνάμεθα ἀκόμη νὰ εἴπωμεν : τὸ ἐπίπεδον ΑΣΜ τέμνει τὴν 
σφαῖραν κατὰ περιφέρειαν, εἰς ἣν εἶναι ἐγγεγραμμένον τὸ τετρά- 
πλευρον ΑΜΝΔ' εἶναι ἄρα αἵ πλευραὶ ΑΜ, ΔΝ αὐτοῦ ἀντιπα- 
ράλληλοι. οἱ 

Λαμβάνομεν, οὕτω, σημεῖα ἀντιομόλογα Μ, Ν, ϑεαράσντες τὰ 
σημεῖα τομῆς τῆς σφαίρας καὶ τυχούσης γενετείρας ΣΝΜ, Διὰ 
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τὴν σπουδὴν τῶν περιφερειῶν τῶν γραφομένων ἐπὶ τῆς σφαίρας, 
χρησιμοποιοῦμεν τὰ κένερα ὁμοιότητος Γ, Γ᾽ καὶ 1. 1΄, (Βλ. ἐπμ., 
8. 1962). 

Θεώρημα 788 


1968. "Ἐὰν ἣ βάσις πυραμίδος εἶναι ἐγγράψιμον πολύγωνον, πᾶσα 
σφαῖρα (Σ) διερχομένη διὰ τῆς βάσεως τέμνει τὰς ἀκμὰς τῆς πυραμίδος 
κατὰ τὰς κορυφὰς ἐγγραψίμου ἐπίσης πολυγώνον. Νε : 

"Ἔστωσαν Α, Β, Γ... αἱ κορυφαὶ τοῦ πολυγώνου τῆς βάσεως, 
(Λ΄, Β΄, Γ΄... σημεῖα τομῆς τῆς σφαίρας (Σ) καὶ τῶν ἀκμῶν ΣΑ, 
ΣΒ, ΣΓ.. Τὰ σημεῖα ταῦτα ἀνήκουν εἰς τὴν καμπύλην ἐξόδου 
τοῦ κώνου (Σ -- Α, Β, Γ..»), μὲ βάσιν τὴν περιφέρειαν (ΑΒΓ΄...), 
καὶ κεῖνται ἑπομένως ἐπὶ περιφερείας (5 1955). 


Θεώρημα 784 


1969. Θεωρήσωμεν τὰς περιφερείας σφαίρας, τὰς διερχομένας διὰ 
δύο δοδέντων σημείων Α καὶ Β αὐτῆς καὶ τεμνουσῶν δοϑεῖσαν ἄλλην 
περιφέρειαν τῆς σφαίρας. Δείξατε ὅτι οἱ μέγιστοι κύχλοι τῆς σφαίρας, 


ἂχ, 1246. 


οἱ διερχόμενοι διὰ τῶν σημείων τομῆς τῆς σταϑερᾶς περιφερείας μετὰ 
τῶν μεταβλητῶν περιφερειῶν, τέμνονται κατὰ τὴν αὐτὴν διάμετρον. 

Ἔστω ΓΔΘΗῊ ἡ δοθεῖσα περιφέρεια, ΓΔ ἡ χορδὴ-- τομὴ αὐτῆς 
μετὰ μιᾶς τῶν μεταβλητῶν περιφερειῶν. 

ΑἹ εὐθεῖαι ΑΒ, ΓΔ, ὡς κείμεναι εἰς τὸ ἐπίπεδον τῆς δευτέρας 
διὰ περιφερείας, τέμνονται εἰς σημεῖον Σ. 

1) Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι πᾶσα ἄλλη κοινὴ χορδὴ ΘΗ͂ διέρχεται 
τοῦ σημείου Σ. ᾿ 

Ἕνεκα τῆς σφαίρας, ἢ τῆς περιφερείας ΑΒΓΔ, θὰ ἔχωμεν 

ΣΑ.ΣΒΈΣΓ.ΣΔ. 


Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΣΘ καὶ καλέσωμεν Η τὸ σημεῖον, καθ᾽ ὃ 
αὕτη συναντᾷ τὴν περιφέρειαν ΒΑΘ καὶ Η’ τὸ σημεῖον καθ᾽ ὃ 
(ἔστω ὅτι) συναντᾶ τὴν περιφέρειαν ΔΓΘ. Θὰ ἔχωμεν ῃ 

ΣΘ. ΣΗ --- Σὰ .ΣΒ -Ξ-ΣΓ . ΣΔΈΣΘ.ΣηΗη.: 


Δηλ. τὰ σημεῖα Η καὶ ΗἩ΄ συμπίπτουν. : Ἶ 

2) Συνδέομεν τὸ σημεῖον Σ μετὰ τοῦ κέντρου τῆς σφαίραις διά; 
τῆς εὐθείας ΣΕΟΕ΄. Τὰ ἐπίπεδα, τὰ ἀγόμενα διὰ ἑῆς ΣΕΕ’ καὶ 
ἑκάστης κοινῆς χορδῆς, δίδουν ἱπεριφερείας ΕΑΒΕ’, ΕΔΓΕ", ΕΗΘΕ’ 
διερχομένας φυσικὰ 'διὰ τῆς διαμέτρου ΕΕ΄ τῆς σφαίρας. 
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1960. Πόρισμα, ᾿Εὰν εἰς σφαῖραν δύο περιφέρειαι αὐτῆς ΑΤΒ, 
ΗΤΘ ἐφάπτωνται, ἧ κοινὴ ἐφαπτομένη αὐτῶν διέρχεται διὰ τοῦ σημείου 
τομῆς Σ τῶν κοινῶν χορδῶν ΑΒ, ΓΔ’ ὁ δὲ μέγιστος κύκλος ἘΤΕ΄ ἐφά- 
πῖδται τῶν περιφερειῶν ΑΤΒ καὶ ΓΤΔ. 


Θεώρημα 784-- 


1961. Τὸ αὐτὸ ϑεώρημα (ξ 1909), ὅταν τὰ σημεῖα Α, Β δὲν ἀνή- 
κουν εἰς τὴν σφαιρικὴν ἐπιφάνειαν. 


Ἔστω Σ τὸ σημεῖον καθ᾽ ὃ ἡ εὐθεῖα ΑΒ τέμνει τὸ ἐπίπεδον 
τοῦ δοθέντος κύκλου (Κ). Πᾶν ἐπίπεδον (Π) διὰ τῆς εὐθείας ΑΣΒ 
τέμνει τὴν σφαῖραν κατὰ περιφέρειαν (Λ), ἡ δὲ τομὴ τοῦ (Π) καὶ 
τοῦ ἐπιπέδου τοῦ δοθέντος κύκλου διέρχεται διὰ τοῦ Σ καὶ εἶναι 
ἡ κοινὴ χορδὴ τῶν "κύκλων (Κ) καὶ (Λ). ΓΑρα... 


Θεώρημα 785 


1962. Δοϑεισῶν δύο περιφερειῶν μιᾶς σφαίρας (0) ὁρίζονται δύο 
κέντρα ὁμοιότητος αὐτῶν. Οἱ 
μέγιστοι κύχλοι, οἱ διερχόμε- 
νοι διὰ τῶν τοῖ' ἑνὸς ἢ τοῦ 
ἄλλου τῶν κέντρων τούτων, 
τέμνουν τὰς δοϑείσας περιφε- 
ρείας κατὰ ζεύγη ὁμολόγων 
σημείων, τοιαῦτα, ὥστε αἱ 
εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι αὐτὰ 
ἀνὰ δύο, διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείον. 


Ἔστω Σ ἡ ἐξωτερικῶς 

Σχ, 1217 τῆς σφαίρας κορυφὴ τοῦ 

κώνου τοῦ διερχομένου διὰ 

τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν. Τὰ σημεῖα τομῆς Ε, Ε’ τῆς σφαίρας 

(Ο) καὶ τῆς εὐθείας ΣΟ εἶναι, ἐξ ὁρισμοῦ, τὰ ἐξωτερικὰ κένερα 
ὁμοιότητος τῶν δύο περιφερειῶν. 

᾿Επὶ πανίζὸς μεγίστου κύκλου: διερχομένου διὰ τῆς εὐθείας ΕΕ΄ 

ὁρίζονται σημεῖα ὁμόλογα. Πράγματι, ἡ τυχοῦσα γενέτειρα ΣΜΝ 

τοῦ κώνου τέμνει τὴν σφαῖραν εἰς τὰ σημεῖα Μ, Ν, διὰ τὰ ὁποῖα 


ΣΜ.Ο ΣΝ -ΞΕΣῈ .ΣεΕ', 


καὶ ἑπομένως τὰ σημεῖα Ε, Μ, Ν, Ε΄ ἀνήκουν εἰς μέγιστον τῆς 
σφαίρας κύκλον. 


"Αντισερόφως. 1) Πᾶς μέγιστος κύκλος ΕΜΕ΄ ὀρίζει δύο σημεῖα 
Μ, Ν, διὰ τὰ ὁποῖα ἡ εὐθεῖα ΜΝ διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Σ. 
Ν Ἵ: Αἱ χορδαὶ ΑΜ, ΔΝ εἶναι ἀντιπαράλληλοι (8 1957). 

᾿Εὰν αἱ γενέτειραι ΣΑ, ΣΜ πλησιάζουν συνεχῶς πρὸς ἀλλή- 
λας, αἱ ἀντιπαράλληλοι χορδαὶ ΑΜ, ΔΝ θὰ ἔχουν ὡς ὄὅρια τὰς 
ἐφαπτομένας τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν εἰς τὰ Μ καὶ Ν. Εἶναι, 
ἑπομένως, καὶ αἱ ἐφαπτόμεναι αὗται ἀντιπαράλληλοι πρὸς τὴν 
εὐθεῖαν ΣΝΜ. ᾿Ομοίως ἀποδεικνόομεν, ὅτι καὶ αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς 
,.τὰ Μ, Ν τοῦ μεγίστου κύκλου ΕΜΝΕ’ εἶναι ἀντιπαράλληλοι" 
τοῦτο. ἄλλωστε συμβαίνει πάντοτε διὰ χορδὴν περιφερείας καὶ τὰς 
ἐφαθέοθενος εἰς τὰ ἄκρα αὐτῆς. 

3) Ἡ γωνία τῶν εἷς τὸ σημεῖον Μ ἐφαπτομένων εἶναι ἴση μὲ 
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τὴν τῶν εἰς τὸ Ν ἐφαπτομένων (δ 241). Τέμνει, ἄρα, ὁ μέγιστος κύ- 
πλος τὰς δοθείσας περιφερείας κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν. 


Παρατήρησις. Ἢ διάμετρος ΙΟΡΙ΄ ὁρίζει μετὰ τῆς σφαίρας τὰ 
ἐσωτερικὰ κέντρα 1. 1΄ ὁμοιότητος τῶν δύο περιφερειῶν. 


1062 α. Σημείωσις. Τὸ 1853 εἰς τὰ Ν. 4., σ. 113, ὁ Α. Μαπηβεῖίπι 
ἐδημοσίευσεν ὡραῖον ἄρθρον: [Γύδιε ἀδ8 οεηίγ 68 (68 οἱγοοη ἐγοποῦϑ 
σομβαπί 80ιι8 ἀ68 αηρίο8 ἐθαιμ ἰγοὶδ οἱγοοπίέγοποεβ ἀοηηέο8. 

Θεωρεῖ κατὰ πρῶτον δύο μικροὺς κύκλους τῆς σφαίρας, διατυ- 
᾿πῶνει τὰ θεωρήματα τῶν 85 1956, 1959, 1962 καὶ μεταβαίνει ἀκο- 
λούθως ἐκ τῶν κύκλων τῆς σφαίρας εἰς τοὺς κύκλους ἐπιπέδου, τῇ 
βοηθείᾳ τῆς στερεογραφικῆς προβολῆς (δ 244). 


Θεώρημα 78δ85--1 


1962 β. Αἱ τομαὶ κώνου καὶ κυλίνδρου, ἀμφοτέρων ἐκ περιστροφῆς, 
ἀνήχουν εἰς μίαν καὶ τὴν αὐτὴν σφαῖραν, ὅταν ὁ ἄξων τοῦ κώνου εἶναι 
γενέτειρα τοῦ κυλίνδρου. 


(Ευϊιοίϊη ἀθ6 ϑεῖονιςεθ Μαίβ. ἐῤ ῬΑψοϊηυίο8 ἐϊόνηεηίαϊγοθ τοῦ 1,. 
Οέτατά, 1898 - 99, η5 4, σ. 60, πο 464). 


᾿Θεώρημα 788-- 11 


1962. Σημεῖον Μ, εὑρισκόμενον ἀρχνκῶς εἰς σημεῖον Α τοῦ ἰση- 
μερινοῦ ἐπιπέδου σφαίρας 
. (0), ἄρχεται κινούμενον, 
μετὰ σταϑερᾶς γωνιώδους 
ταχύτητος, κατὰ μῆχος με- 
σημβρινοῦ ΑΡ τῆς ἐπιφα- 
γείας, ἐνῶ ταυτοχρόνως 
τὸ ἐπίπεδον ΑΡ στρέφε- 
ται περὶ τὸν ἄξονα ΟΡ 
᾿'μετὰ τῆς ἰδίας σταϑερᾶς 
γωνιώδους ταχύτητος. 

Δείξατε ὅτι ἢ προβολὴ 
-τῆς τροχιᾶς τοῦ σημείου 
Μ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ 
ἰσημερινοῦ εἶναι περιφέ- 
ϑδαν ΟΣ διάμετρον 


Σχ. 1948. 


"Ἔστω μ ἡ ὀριζόν- 5, 
, πος προβολὴ τοῦ κινητοῦ σημείου εἰς τὴν θέσιν Μ, ΡΟΑ, ἡ ἀντί- 
στοῖχος τοῦ θέσις τοῦ μεσημβρινοῦ ἐπιπέδου. ᾿Επειδὴ αἱ γω- 
νιώδεις ταχύτητες εἶναι αἱ: αὐταί, τὸ ἰσημερινὸν τόξον ΑΑ, εἶναι 
ἴσον μὰ τὸ τόξον ΑΙΜΞΞΑΝ καὶ κατὰ συνέπειαν τὰ τρίγωνα 
ΟΜΜΟ, Αμὸ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὴν πλευρὰν μὸ φοιην, τὴν 
πλευρὰν ΜΟ -Ξ- ΟΑ καὶ τὴν γωνίαν ΑΟΑ, ΟΝ -- ΑΟΝ. 
οἱ Ἐπειδὴ τό. πρῶτον τρίγωνον εἶναι ὀρθογώνιον εἰς μ καὶ τὰ 
“δεύτερον θὰ εἶναι ὀρθογώνιον εἰς τὸ ἴδιον σημεῖον καὶ ὁ τόπος. 
τοῦ. σημείου μ θὰ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΟΑ. ὙΠ Ὰ 
, 1062 δ. Σημείωσις. 1) '᾿Επανευρίσκομεν τὸ γνωστὸν θέμα: τοῦ 
σχεδίού τῶν Εαδγοίοεθ ὧδ Οἐέαοηιέίπὶε ἀεβονὶρίϊνο, ων 1153, ἐπὶ τοῦ 
προβλήματος ἰοῦ γί υϊαηϊ. ἢ ὮΝ ή 
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Ἧ προβολὴ τῆς τροχιᾶς--τῆς ὁποίας τὸ τμῆμα ΑΘΡΗΑ εἶναι 
τὸ ἥμισυ---ὠπὶ τοῦ ἐπιπέδου κατατομῆς ΑΝΡ εἶναι παραβολικὸν 
τόξον, ἐπὶ δὲ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ μεσημβρινοῦ ΒΔΡΕΓ᾽ (καθέτου ἐπὶ 
τὸ πρῶτον) εἷναι καμπύλη, γνωστὴ ὑπὸ τὸ ὄνομα “ημνῖσκος τοῦ 
ἀέγοηο. 


Σφαιρικὰ τρίγωνα 


Θεώρημα 786 
1963. Εἰ: πᾶν σφαιρικὸν τρίγωνον, ἀπέναντι μεγαλυτέρας πλευρᾶς 
εὑρίσκεται μεγαλυτέρα γωνία’ καὶ ἀντιστρόφως. 
Θεωρήσωμεν τὸ κεντρικὸν τρίεδρον (Ὁ τὸ κέν- 
τρον τῆς σφαίρας) ΟΑΒΓ. Ἐὰν α»γ, θὰ ἔχω- 
μεν ἐπίσης ἕδρα ΒΟΓ » ἕδρας ΒΟΑ καὶ ἑπομέ- 
νὼως (8 1781) 


Ὁ : “΄΄ Ἂᾶ 
Σχ. 1229. δίεδρος ΟΑ» διέδρου  ΟΓ ἤαΑ»ΤΓ. 


᾿Αντιστρόφως, ἐὰν ᾶ-» ΩΣ ἕπεται δίεδρος ΟΑ Ὁ διέδρου ΟΓ, 
ἄρα ἕδρα ΒΟΓ « ἕδρας ΒΌΑ ἢ τοξ. ΒΓ.» τοξ. ΒΑ. 


1968 α. Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τὸ σχετικὸν πρὸς τὸ ἐμβαδὸν 
τοῦ σφαϊρικοῦ τριγώνου (6. πὸ 607), διετυπώθη ὑπὸ τοῦ ΑἸδθετὶ 
Οἰτγασζᾶ εἰς "Αμστερνταμ, τὸ 1629, ἀλλὰ ἡ ἀπόδειξίς του δὲν εἶναι 
αὐστηρά. Κατὰ τὸν Γαρταπρε, τὸ θεώρημα θὰ πρέπει νὰ ἀποδοθῇ 
εἰς τὸν σανα!ετὶ, ὅστις τὸ ἐδημοσίευσεν καὶ τὸ ἀπέδειξεν τὸ 1627. 

Ἧ θεώρησις τοῦ πολικοῦ ἢ παραπληρωματικοῦ τριγώνου ἑνὸς σφαι- 
ρικοῦ τριγώνου ὀφείλεται εἰς τὸν 5πε|11ὰ5, 1627. Προηγουμένως 
αὐτοῦ, ὁ Οἰγτατά τὸ .1626 καὶ ἀκόμη καὶ ὁ νἱόϊε (άποθ. 1603) εἶχον 
θεωρήσει τρίγωνον σχετιζόμενον καθ᾽ ὡρισμένον τρόπον πρὸς δο- 
θὲν σφαιρικὸν τρίγωνον" ἐν τούτοις τὸ ἀντίσεροφον τοῦτο τρίγωνον 
τοῦ νἱ]ἱέξε δὲν παρουσιάζει τὰ πλεονεκτήματα τοῦ γνωστοῦ πολι- 
κοῦ τριγώνου. (Αρογφιι μἰβίονίψιιο, σ. 54 καὶ 546 καὶ Ν. Α., 1855, σ. 
152, βιογραφικὸν σημείωμα τοῦ Ῥτουβεῖ). 


Θεώρημα 786-- 


1964. Ἑϊς πᾶν σφαιριχὸν τετράπλευρον περιγεγραμμένον εἰς περιφέ- 
φειαν, τὸ ἄϑροισμα δύο ἀπέναντι πλενρῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν δύο ἄλλων. ᾿ 

ΑἹ πλευραὶ τοῦ τετραπλεύρου εἶναι τόξα μεγίστων κύκλων. 

Ἡ ἐπίδειξις εἶναι ἀνάλογος ἐκείνης διὰ τὸ ἐπίπεδον τετρά- 
πλευρον (8 744): ἐπειδὴ τόξα μεγίσίων κύκλων, ἀγόμενα ἐκ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου καὶ ἐφαπτόμενα τοῦ αὐτοῦ μικροῦ κύκλου τῆς 
σφαίρας, εἶναι ἴσα. 


Θεώρημα τοῦ σενσοππε 787 


1066. “Ἐν σφαιρικὸν τετράπλευρον εἶναι περιγράψιμον, ἐὰν τὸ 
ἄϑροισμα δύο ἀντικειμένων πλευρῶν του εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῶν δύο ἄλλων. 

(Απηαῖϊθβ ἀθὸ Μαϊμένιαείψυιεβ, τόμ. Κ΄, 1814 - 15, σ. 384 καὶ τόμ. 
ΟΊ, σ. 49, λύσις ὑπὸ 1.-Β. θυτγγαπάε), 
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Ἧ πρότασις ἀποδεικνύεται διὰ τῆς εἰς ἄτοπον ἀπαγωγῆς, ὡς 
καὶ εἰς τὴν ᾿Επιπεδομετρίαν (8 745). ᾿ 


Παρατήρησις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ ἀργσοππο εἶναι τὸ ἐναλλακτὸν ἐκεί- 
νου τοῦ ὑμόποαις ἀ᾿ ΑἸπιοτιὲ (π9 1967). Μεταβαίνομεν ἀπὸ τοῦ ἑνὸς 
εἰς τὸ ἄλλο τῇ βοηθείᾳ τῆς ἐννοίας τοῦ παραπληρωματικοῦ πολι- 
κοῦ τριγώνου. 

“Ὑποθέσωμεν λ. χ. ὅτι α, β, γ, ὃ εἶναι πλευραὶ ἑνὸς σφαιρικοῦ 
τετραπλεύρου, δι᾽ ἃς α- γΞβ-Ἐδ. Διὰ τὸ παραπληρωματικὸν 
τετράπλευρον θὰ εἶναι 

Α΄ -Ἐ Γ' -Ξ Β΄ -- Δ΄. 


Πράγματι, 

Α’ Ξξ 1809 --- α, Β΄ -Ξ 1809 --- ΡΒ, Γ΄ ΞΞ 1809 -- Ὑ, Δ' ΞΞ- 1809 .-- δ 
καὶ ἡ σχέσις αἀ-Ἐγ-:β -Ἐ δ, 
ἀνάγεται εἰς τὴν Δ’ -Ἡ Γ΄’ Ξξ Β' -Ἐ Δ'. 


Θεώρημα τοῦ Εμω- 788 


1966. “Ἢ τόπος τῆς κορυφῆς Γ σφαιριχοῦ τριγώνου, μὲ σταϑερὰν 
πὴν πλευρὰν ΒΓ καὶ ἄϑροισμα τῶν ἄλλων πλευρῶν ἴσον πρὸς ἡμιπερι- 
φέρειαν, εἶναι μέγιστος κύκλος. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 149). 

1966 α. Σημείωσιες. ὍΟ τόπος τῆς κορυφῆς Γ σφαιρικοῦ τριγώ- 
νου, μὲ σταθερὰν τὴν πλευρὰν ΑΒ καὶ ἄθροισμα τῶν ἄλλων πλευ- 
ρῶν ἐπίσης σταθερὸν ἀλλὰ διάφορον ἡ ἀφ ρεῖας ἐξητάσθη 
ὑπό τοῦ Ετ55 καὶ ἐνόμαθη σφαιρικὴ ἔλλειψις. (Διὰ τὴν καμπύλην 
ταύτην βλ. ἐπμ. 8 2243. Κατὰ τὸν Μαρπυ, 4. ἀ. Οδγη., τόμ. ΧΥῚ, 
1825 - 26, σ. 38). ᾿ 


Θεώρημα τοῦ σμεπεαμ ἀ’ Αμπιοπέ-- 789 


1967. Ἑὶϊς πᾶν σφαιριχκὸν τετράπλευρον ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέ- 
φειαν, τὸ ἄϑροισμα δύο ἀπέναντι γωνιῶν αὐτοῦ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
ἄϑροισμα τῶν δύο ἄλλων. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 160). 
; Θεώρημα 790 


1968. "Ἐὰν σφαιρικὸν τρίγωνον ΑΒΓ' εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς περι" 
φέρειαν καὶ διαϊηρῇ σταϑερὰν τὴν βάσιν του 
ΑΒ, ἐνῷ ἣ κορυφὴ Γ΄ γράφει τὴν περιφέρειαν, 
τὸ ἄθροισμα τῶν παρὰ τὴν βάσιν γωνιῶν, ἠλατ- 
τωμένον χατὰ τὴν γωνίαν εἰς τὴν κορυφήν, πα- 
οαμένει σταϑερὰ ποσότης. 
᾽Ας φέρωμεν διὰ τοῦ κέντρου Ῥ τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας τρία τόξα ΡΑ, ΡΒ, 
Γ μεγίστων κύκλων. Τὸ τρίγωνον διαιρεῖται Αἱ 5 
οὕτω εἰς τρία ἰσοσκελῆ σφαιρικὰ τρίγωνα, 
ἐπειδή. Σχ. 4250, 
“΄΄“ν ΄ς- -΄- 
ΡΑΞΞΡΒ -ΞΡΓ. 
'ΞἙπομένως: ᾿ 


΄΄΄ ΄,Ος ΄“.. ν 
ΑἜΒ-- ΓΞ α Ἐβ- α-ἘΥ --β -- γ-Ξ 2α --Ξ σταθερὰ ποσότης. 
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᾿Αντίστροφον ϑεώρημα 790--] 


ΩΣ ΄οὋ ΄ς- 
1968 α. "Ἐὰν εἰς σφαιρ. τρίγωνον α ἜΒ -- Γ᾿ εἶναι σταϑερὰ ποσυ- 
της, ἧ δὲ βάσις ΑΒ παραμένῃ σταϑερά. ὁ τόπος τῆς κορυφῆς Γ᾽ εἶναι 
τύξον περιφερείας ΑΒΓ. 


Θεώρημα τοῦ Πεχεῖ 791 


1969. Σφαιρικοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ἣ βάσις ΑΒ εἶναι σταϑερὰ καϑὼς 
καὶ τὸ ἐμβαδὺν αὐτοῦ. Δείξατε ὅτι ὁ τόπος 
τῆς κορυφῆς Γ᾽ εἶναι μικρὸς κύκλος, διερ- 
χόμενος διὰ τῶν δια:ιετρικῶν τῶν Α καὶ 
Β σημείων Α΄, Β΄. 


"Απόδειξις τοῦ διοῖον. "Ἔστω 


ΑΔ ἀ 
Α ἜΒΈΓ -- 2 ὀρθαὶ .--Τ, 
ποσότης σταθερά. ᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ 


΄ἷΝΟ ὥς ΄.- . 
ὅτι Α΄ - Β΄ --Γ εἶναι σταθερὰ ποσό- 
της, ἐπειδὴ (8 1968) ὁ τόπος τῆς κορυ- 
ΣΊ: 1201. φῆς Γ θὰ εἶναι τότε μικρὸς κύκλος 
Α'ΘΤ. 
᾿Επειδὴ αἱ γωνίαι Α, Α΄ ὡς καὶ αἱ Β, Β΄ εἶναι παραπληρωμα- 
τικαί, ἐκ τῆς δοθείσης σχέσεως ἕπεται 


Ἶ “Ν ΄" “ς“΄᾽ 
2 ὀρθαὶ -- Α΄ -2 ὀρθαὶ --- Β' ἘΓ --2 ὀρθ.. .Τ, 


΄ς-.ὋἉ ΄᾿. ΄.-. 
ἢ Α' -τ 8’ -- Ξ -- 2 ὀρθαὶ -- Τ Ξ σταθ. 


ὋὉ τόπος ἐπομένως τῆς κορυφῆς Γ εἶναι πράγματι μικρὸς κύ- 
κλος Α'ΒΊΤ. 
Θεώρημα 792 


1970. Μὲ πόλους τὰς χορυφὰς Α, Β, Γ, Δ ἑνὸς σφαιρικοῦ τετρα- 
πλεύρου, γράφομεν τόξα μεγίστων κύχλων περατούμενα εἰς τὰς πλευρὰς 
τοῦ τετραπλεύρου, προεκτεινομένας κατὰ τὴν αὐτὴν πάντοτε φοράν. Δεί- 
ἕατε ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ λαμβανομένου σχήματος εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς 
ἐπιφανείας τῆς σφαίρας. 

"Ἔστωσαν Α΄, Β΄, Γ', Δ’ αἱ ἐξωτερικαὶ γωνίαι καὶ παραπληρω- 
ματικαὶ τῶν Α, Β,Γ, Δ. ᾿Ας παραστήσωμεν διὰ Ε τὸ ἐμβαδὸν 
τοῦ δοθέντος τετραπλεύρου καὶ διὰ Ε΄ τὸ ἐμβαδὸν τῶν τεσσάρων 
τριγώνων, τῶν λαμβανομένων διὰ τῆς ὡς ἄνω κατασκευῆς. 

᾽Εὰν λάβωμεν ὡς μονάδα ἐπιφανείας τὸ τρισορθογώνιον σφαι- 
ρικὸν τρίγωνον καὶ τὴν ὀρθὴν γωνίαν διὰ μονάδα τῶν γωνιῶν, τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ τετραπλεύρου εἶναι 

ἘΞΞΑ- ΒΈΓ- ΕΔ -- 4 ὀρθαί. (6., πο 607, 39) (1) 

᾿Αλλὰ τὸ τρίγωνον τὸ σχηματιζόμενον διὰ τοῦ τόξου τοῦ γρα- 

φόμενοι μὲ πόλον τὸ Α, ὑπὸ μιᾶς πλευρᾶς τοῦ τετραπλεύρου καὶ 

ὑπὸ τῆς προεκτάσεως μιᾶς ἄλλης προσκειμένης εἰς τὴν πρώτην, 

εἶναι δισορθογώνιον, ἀφοῦ τὸ Α εἶναι ὁ πόλος τῆς ἀπέναντι αὐ- 
τοῦ πλευρᾶς. 
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᾿Εἀν Α’ εἶναι ἡ γωνία αὐτοῦ εἰς τὴν κορυφήν, αὕτη θὰ εἶναι 
παραπληρωματικὴ τῆς Α καὶ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου θά εἶναι 
(ὑπὸ τὰς ἀνωτέρω προῦποθέσεις ἐπὶ τῶν μέτρων ἐπιφανειῶν καὶ 
γωνιῶν) ἁπλῶς Α΄. 

'Ἑπομένως: 

Ε΄ ΞΞ Α' -- 8’ - Γ΄ -Δ΄. (2) 
Διὰ προσθέσεως τῶν (1) καὶ (2) σχέσεων λαμβάνομεν: 
ΕἼ ΕΞ Α-Έ Α΄ Β Ἡ Β΄ ἜΓ ἘΓ' Δ -Ἐ Δ΄ -- 4 ὀρθαί. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι Α΄ ΞΞ2 ὀρθαὶ ---Α, Β΄ -Ξ2 ὀρθαὶ --Β κλπ. 

Ἄρα Ε -Ἡ Ε΄’ ΞΞ 4 ὀρθαί, 
ἴσον δηλαδὴ πρὸς τέσσαρα τρισορθογώνια τρίγωνα ἢ πρὸς τὸ 
ἥμισυ τῆς σφαιρικῆς ἐπιφανείας. 

Θεώρημα 792-- 
1971. Τὸ αὐτὸ ζήτημα διὰ τὸ τυχὺν σφαιρικὸν πολύγωνον. 


Τὸ ἐμβαδὸν Ε -Ἡ Ε΄ ἐκφράζεται πάλιν διὰ 4: ἰσοῦται δηλ. πρὸς 
2 πῈ καὶ εἶναι ἀνεξάρτητον ἐπομένως τοῦ πλήθους τῶν πλευρῶν 
τοῦ θεωρουμένου πολυγώνου. (έτοπο, Δ΄. «({., 1864, σ. 455). 


᾿Αντιστροφὴ εἷς τὸν χῶρον 


Θεώρημα 798 
1972, Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα σφαίρας, πρὸς πόλον ἀντιστροφῆς ἐπ᾽ 
αὐτῆς κείμενον, εἶναι ἐπίπεδον κάϑετον ἐπὶ τὴν διὰ τοῦ πόλον διάμετρον. 


(Βλ. Μμέϑοδοι, 8 240 ὁμοίως καὶ διὰ πολλὰς τῶν ἑπομένων 
ἀσκήσεων). 
Θεώρημα 794 


1978. ὁ ἀντίστροφον σχῆμα ἐπιπέδου, πρὺς πόλον ἀντιστροφῆς μὴ 
κείμενον ἐπ᾽ αὐτοῦ, εἶναι σφαῖρα διερχομένη διὰ τοῦ πόλου καὶ τῆς 
ὁποίας ἣ διὰ τοῦ πόλου διάμετρος εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον. 


Θεώρημα 795 


1974. Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα σφαίρας, πρὸς πόλον μὴ κείμενον ἐπ᾽ 
αὐτῆς, εἶναι σφαῖρα. Ὃ πόλος ἀντιστροφῆς εἶναι κέντρον ὁμοιότητος τῶν 
δύο σχημάτων. 

5 Θεώρημα 796 
1976. Ἑὶς ἀντίστροφα σχήματα, αἱ ἀντίστοιχοι γωνίαι εἶναι ἴσαι. 
(Βλ. ᾿Μέϑοδοι, 5. 241). 
Θεώρημα 797 

1976. Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα περιφερείας, πρὸς πόλον μὴ κείμενον 
ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου της, εἶναι περιφέρεια. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 242). 


Γεωμετρία θδ 
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Θεώρημα τοῦ ()πινίεν-τ7 98 


1977. Τὸ κέντρον τῆς περιφερεία: τῆς λαμῤανομένη: διὰ στεφευ- 

Ξ " ἐ Σ ΚΙ 
γραφικῆς: 'προβυλῆς περιφερείας (Χ) (τὰς σφαίραξ, εἶναι ἢ στερεο- 
γραφικὴ προβολὴ τῆς κορυφῆς τοῦ κώνου. τυῦ περιγεγραμμένου εἰς τὴν 
σφαῖραν καὶ ἐφαπτομένου αὐτῆς κατὰ τὴν περιφύρειαν (Τ΄). 


(Βλ. έϑοδοι. 8 245). 
Θεώρημα 799 


1978; 1Ιὰ: κύκλος σφαίρας διερχόϊιενο: διὰ τοῦ πόώλυυ ἀντιστροιφφὴς 
ἔχει εὐθεῖαν ὡς ἀντίστροφον σχῆμα. [1ἅ-: δὲ ἄλλος χύχλο: αὐτῆς. χύκλον. 


Θεωρήματα τοῦ 7)εριἾ5.-- 00 


1979 ᾿Ἐὰν σφαῖρα μεταβλητῆς: ἀκεῖνο: ἐφώπτεται τοιῶν σταϑερῶν 
σφαιρῶν, ὁ τόπος: τῶν σημείων ἐπαφῆς ἐφ᾽ ἑχάστης σφαίρας εἴναι κύκλος, 


Ἔστωσαν (Α), (Β), (Γ) τρεῖς σφαῖραι, ΑΒΓ --(Π)} τὸ διακεν- 
τρικὸν αὐτῶν ἐπίπεδον καὶ τέιινον αὐτάς κατὰ τρεῖς ιεγίστους 
κύκλους. « 

Διὰ τὴν καλλιτέραν ἐποπτείαν τοῦ τόπου, ἂς μετασχηματίσω- 
μεν δι᾿ ἀντιστροφῆς τὰς τρεῖς δοθείσας σφσοίρας εἰς τρεῖς ἄλλας. 


δὰ, ἜθΩ. 


ἐχούσας τὰ κέντρα τῶν ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. Πρὸς τοῦτο, ὁρίζο- 
μεν τὸ ριζικὸν κέντρον Ο τῶν τριῶν περιφερειῶν (4), (Β), (Γ) ἐπὶ 
τοῦ (Π) (8 1481) καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν (Ο), τὴν τέμνου- 
σαν ὀρθογωνίως τὰς τρεῖς ταύτας περιφερείας. 

᾿Εκλέγοντες ὡς πόλον ἀντιστροφῆς τυχὸν σηιιεῖον Δ τῆς περι- 
φερείας (Ο) καὶ ὡς δύναμιν ἀντιστροφῆς τυχοῦσαν κ᾿', λαμβάνο- 


ἰ02 τ 


πεν, ὥς ἀντίστροφον σχῆμα τῆς περιφερείας (Ο), εὐθεῖαν κ-, κ΄- 
ϑετον ἐπὶ τὴν ΔΟ εἰς σημεῖον αὐτῆς βὶ τοιοῦτον ὥστε 


Δβ.2 ΔΟ -- κ᾽. (1) 


ΑἹ δὲ περιφέρειαι (Α), (0). (Γ) θά ἔχουν ὡς ἀντίστροφα αὐτῶν 
σχήματα περιφερείας (α), (β), (γ), τῶν ὁποίων τὰ κέντρα θ0 κιεῖν- 
ται ἐπὶ τῆς κγ΄ ἐπειδή, ἀφοῦ ἡ περιφέρεια (Ο) τέμνει ὀρθονωνίως 
τὰς (Α), (8), (Γ), τὸ αὐτό θὰ συμβαίνῃ καὶ διὰ τὰ ἀντίστροφα 
τῶν τεσσάρων περιφερειῶν σχήματα καὶ ἑπομένως κατ᾽ ἀνάγκην 
τὰ κέντρα α, β, γ θὰ πρέπει νὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ τῆς κυ. 

Πᾶσα σφαῖραν ἐφαπτομένη τῶν τριῶν δοθεισῶν ἔχε: ὡς ἀντί- 
στροφον σφαῖραν ἐφαπτομένην τῶν (α). (β), (γ) καὶ ἀντιστρόφως" 
πᾶσαι δὲ αἱ σφαῖραι (Σ) αἱ ἐφαπτόμεναι τῶν τριῶν τελευταίων 
εἶναι προφανῶς ἴσαι πρὸς ἀλλήλας. 

Δι᾿ ἑκάστην σφαῖραν (Σ), τὰ τρία σημεῖα ἐπαφῆς καὶ ἡ εὐθεῖα κν 
κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου. Εἰς τὸ ἐπίπεδον (Π), Σ εἶναι τὸ 
κέντρον τοῦ μεγίστου κύκλου εθι μιᾶς τῶν σφαιρῶν αὐτῶν, Ἢ πὶὺ- 
ριβάλλουσα δὲ τῶν σφαιρῶν (Σ) εἶναι σπεῖρα μὲ ἄξονα τὴν εὑ- 
θεῖαν κι. 

Ἢ καμπύλη ἐπαφῆς τῆς σπείρας ταύτης καὶ τῆς σφαίρας (α) 
Ἄύχ., δηλ. ὁ τόπος ἐπὶ τῆς (α) τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν σφαιρῶν, 
αἵτινες ἐφάπτονται τῶν (α), (β) καὶ (γ) σφαιρῶν. εἴἶνα!: κύκλος 
τῆς (α) μὲ διάμετρον εζ κάθετον ἐπὶ τὴν κι. ᾽Ομοίως καὶ διὰ τὰς 
σφαίρας (β) καὶ (γ). 

Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα τοῦ κύκλου εζ εἶναι κύκλος φυσικὰ 
(8 1976) καὶ κείμενος ἐπὶ τοῦ ἀντιστρόφου τῆς σφαίρας (α), δηλ. 
ἐπὶ τῆς σφαίρας (4). ᾿Αναλόν ως, τὰ ἀντιίστροφα τῶν κύκλων θη 
καὶ ικ ἐπὶ τῶν ᾿ϑαιθῶν (β) καὶ (γ) εἵναι κύκλοι ΘΗ καὶ ΙΚ τῶν 
(Β) καὶ (Γ)». ’ 


1979 α. ]]αρατήρηςσις. ᾿Ἔφ᾽ ἑκάστης σφαίρας, ὁ τύπος εἰς τὴν γενι- 
πὴν περίπτωσιν, ἀποτελεῖται ἐκ τεσσάρων κύκλων. 


Πράγματι, ἐπὶ τοὺς ἐξωτερικῶς ἀλλήλων κειμένους τρεῖς κύ- 
κλους (α), (β) καὶ (γ) δυνάιεθα νὰ φέρωμεν τέσσαρα ζεύγη πέρι- 
φερειῶν ἐφαπτομένων αὐτῶν καὶ ἱὑπομένως ὁρίζονται τέσσαρες 
σπεῖραι ὡς περιβάλλουσαι τῶν ἐφαπτομένων σφαιρῶν τῶν (α), 
(β)..(»), (σφαιρῶν). 

ὁ ζεῦγος Δ. χ. τῶν περιφερειῶν εθι καὶ ζηκ ἐφάπτονται τῶν 
ἐὔν νον (α), (β), (γ) ἐξωτερικῶς, ὑπάρχει δὲ ἐπίσης καὶ ζεῦγος 
ἴσων περιφερειῶν ἐφαπτομένων ἐξωτερικῶς τῶν (β), (γ) καὶ ἐσω- 
τερικῶς τῆς (α), κλπ. 

ἽὝἝκαστον τῶν τεσσάρων ζευγῶν περιφερειῶν ὁρίζει ἐφ᾽ ἑκά- 
στης τῶν σφαιρῶν (α), (β), (γ) καὶ ἀνὰ ἕνα κύκλον ἀντιστρεφόμε- 
νον, κατὰ τὰ προηγούμενα, εἰς κύκλον ἐπὶ τῆς ἀντιστρόφου τῆς 
ἐν ὄρνις σφαίρας. 

ὕτω διὰ τρεῖς σφαίρας. (Α), (8), (Γ) ἐξωτερικῶς ἀλλήλων 
κειμένας, ὁ τύπος τῶν σημείων. ἐπαφῆς ἐφ, ἑκάστης σηαΐθας ἀπτοιρλεῖται 
ὃς τεσσάρων κύκλων, ἰούτων τὰ ἐπίπεδα εἶναι κάδετα ἐπὶ τὸ (Π), ἐπειδὴ 
τὰ ἀντίστροφα αὐτῶν, δηλ. οἱ κύκλοι εζ κλπ., κεῖνται ἐπὶ ἐπικέ- 
δὼν καθέτων ἐπὶ τὴν κν. 


110. Σ ταν πα ξσπ, Εἰς τὸ σχῆρα ἡ Ῥύναμις ἀντιττροφῖς ἐλήφυν ἄο- 
»“ητικῆ. 
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10970β. Σημείωσιες. Ἢ ἀπόδειξις τοῦ ἀνωτέρω θεωρήματος οιὰ 
τῆς ἀντιστροφῆς ὀφείλεται εἰς τὸν Μαππμεῖπι (Ν. Α4., 1860, σ. 67). 
Διὰ νὰ καταστῇ τις ἐνήμερος τῆς ἰσχύος τῆς μεθόδου ἀντιστρο- 
φῆς ὡς ὀργάνου ἐρεύνης, ἀρκεῖ νὰ ἀναγνώσῃ μερικὰ σχετικὰ ἄρ- 
θρᾳ εἰς Νοιμυεῖϊοδ Απηαὶϊε8Β ἀὲε Μαϊμένιαίίφιιοα, καὶ ἰδιαιτέρως τὸ 
προαναφερθέν. Ὃ συγγραφεὺς τῆς ΚΧινητικῆς Γεωμετρίας (Μαππμεἰπι), 
ἐπεξεργάζεται διὰ τῆς μεθόδου ταύτης τὴν κυκλέδα ἢ περιβάλλου- 
σαν ἐπιφάνειαν τῶν ἐφαπτομένων σφαιρῶν τριῶν ἄλλων δοθεισῶν. 
ἝἙἝκάστη ἰδιότης τῆς σπείρας --- ἀντιστρόφου τῆς ἐπιφανείας ταύ- 
της --ὁδηγεῖ εἰς ἀντίστοιχον ἰδιότητα τῆς κυκλίδος. Ἢ ἀξιόλογος 
αὔτη σπουδὴ κατανοεῖται εὐκόλως καὶ συγκρατεῖται εἰς τὴν μνή- 
ἔην, ἕνεκα ὄχι μόνον τοῦ εὐτυχοῦς τρόπου ἐκθέσεώς της ἀλλὰ καὶ 
ιὰ τά, συμφυῆ πρὸς τὴν μέθοδον τῆς ἀντιστροφῆς, πλεονεκτή- 
ματα ἅτινα παρουσιάζει. 
Ἡ κυκλὶς ἐμελετήθη καὶ ὠνομάσθη ὑπὸ τοῦ ῬὈιρίπη κατὰ πρῶ- 
τον, αἱ δὲ τομαὶ τῆς σπείρας ἐσπουδάσθησαν ὑπὸ τῶν Νν:ΠῈἊατοεαιῖ 
καὶ Ὀατδουκ. 


Θεωρήματα τοῦ ᾿Αρχιμήδους 800--1 


1970γ. 1) ᾿Ορϑὸς χυκλικὸς κύλινδρος εἶναι ἐγγεγραμμένος εἰς ὁρ- 
ϑὸν πρῖσμα μὲ βάσιν τετράγωνον, ἰσοὐψὲς πρὸς τὸν κύλινδρον καὶ ἐφα- 
πτόμενον αὐτοῦ. χατὰ τέσσαρας εὐθείας παραλλήλους τῶν ἀχμῶν. 

Διὰ μιᾶς τῶν πλευρων τῆς ἄνω βάσεως τοῦ πρίσματος καὶ διὰ τῆς 
παραλλήλον πρὸς αὐτὴν διαμέτρου τῆς κάτω βάσεως φέρομεν ἐπίπεδον.: 
Δείξατε ὅτι ὁ ὄγκος τοῦ στερεοῦ --- χυλινδρικοῦ ὄνυχος --- τοῦ περιεχομέ- 
νου μεταξὺ τοῦ ἐπιπέδου τούτον, τῆς κάτω βάσεως τοῦ κυλίνδρου καὶ 


τῆς κυρτῆς ἐπιφανείας αὐτοῦ εἶναι τὸ ἕκτον τοῦ ὄγκου τοῦ πρίσματος. 


Ὁ) Ὃ ὄγκος τοῦ στερεοῦ τοῦ ποθι ἐγομένος μεταξὺ δύο ὀρϑῶν κυκλι- 
κῶν χυλίνδρων, ἐχόντων ἄξονας ᾿καϑέτους ἐπ᾽ ἀλλήλους καὶ ἐγγεγραμ- 
μένων εἰς κύβον, εἶναι ἴσος πρὸς τὰ δύο τρία τοῦ ὄγκου τοῦ κύβον. 


Νὰ ἀποϑειχθοῦν αἱ προτάσεις αὗται ἄνευ τῆς χρήσεως τοῦ 
ἐμέν αὶ υρ Λογισμοῦ. (Μαιμοϑὶ5, 1907, ο. 232, ζητήματα 1636 


᾿'καὶ 1637 


. Διάφοροι λύσεις ἐδόθησαν ὑπὸ τῶν Μνετγπεπρεη, 162, Βαΐάδξ, 
καὶ ΕΒ. Ο.-Μ. (Μαιοδ5ὶ5, 1508, σ. 25 - 31). 
Παραθέτομεν κατωτέρω τὰς ἡμετέρας λύσεις. 


Πρῶτον ϑεώρημα. 1) "Ἑστω ἃ τὸ ὕψος καὶ κὶ ἡ ἀκτὶς τοῦ κυλίνδρου. 
Ο τὸ κέντρον βάρους τῆς δ τς «ἡμικυκλίου τοῦ ὄνυχος. 

Ὃ ὄγκος ἑνὸς κολοβοῦ κυλινδρικοῦ τμήματος εἶναι ἴσος 
πρὸς τὸ γινόμενον τῆς καθέτου αὐτοῦ. τομῆς καὶ τῆς διὰ τοῦ 
κέντρου βάρους ἀγομένης παραλλήλου ΟΜ πρὸς τὰς γενε- 
τείρας αὐτοῦ. (Ἐπειδὴ εἶναι ἄθροισμα στοιχειωδῶν κολοβῶν 
ὀρθῶν παραλληλεπιπέδων, δι᾽ ἃ ἰσχύει ἡ πρότασις κλπ.). Ἢ ἀπό- 
στασις τοῦ 9 ἀπὸ τοῦ κέντρου Ο τοῦ κύκλου τῆς βάσεως εἶναι 
ξψ., πον 898 καὶ 901) 


ἡ δὲ ἐκ τοῦ Ο παράλληλος πρὸς τὰς γενετείρας μέχρι τῆς ἄνω 
βάσεως 
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'“Επομένως: 

.- πΗ 4π, 1 ἘΝ 
λ πω τῆπ πὸ τ τ. 

2) Θὰ ἠδυνάμεθα 'νὰ ἀποδείξωμεν τὴν πρότασιν καὶ διὰ τῆς 
μεϑόδου τῆς συγκρίσεως τυμῶν (Ο., πϑ 971), τὴν ὁποίαν θὰ ἐφαρμόσω- 
μεν διὰ τὸ δεύτερον θεώρημα. 

3) “1 μέϑοδος τῆς ἀϑροίσεως (Ο., πο 943) εὐκόλως ἐφαρμόζεται 
ἐπίσης ἐπὶ τῆς ἀνωτέρω προτάσεως καὶ ἀποδεικνύει αὐτήν. 


1979 δ. “εύτεοον ϑεώρημα. 1) Τὸ ἐπίπεδον, τὸ ἀγόμενον διὰ τῶν 
ἀξόνων τῶν δύο κυλίνδρων τέμνει τὸ κοινὸν αὐτῶν στερεὸν (Σ) κατὰ 
τετράγωνον (ΤῚ), τὰ δὲ δύο ἐπίπεδα, τὰ ἀγόμενα δι᾽ ἑκάστης τῶν 
διαγωνίων τοῦ τετραγώνου τούτου καὶ δύο ἀπέναντι ἀκμῶν τοῦ 
κύβου, διαιροῦν τὸ στερεὸν εἰς τέσσαρας κυλινδρικοὺς ὄνυχας--ὡς 
τοὺς ἐν τῷ πρώτῳ θεωρήματι θεωρηθέντας. 

'Επομένως: Ε 

δ᾽ 2 


Ἂ ξξι 4, τες Ἐπ᾿ 


Ὁ οὔσης τῆς διαμέτρου τῆς περιφερείας, τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ 
τετράγωνον (7). 

2) ᾿Εὰν πᾶν ἐπίπεδον, παράλληλον πρὸς δοθέν, τέμνῃ δύο στε- 
ρεὰ κατὰ τομάς, τῶν ὁποίων αἱ ἐπιφάνειαι ἔχουν λόγον σταθερόν, 
οἱ ὄγκοι τῶν δύο στερεῶν εἶναι πρὸς ἀλλήλους ὡς καὶ αἱ ἐπιφά- 
νειαι τῶν τομῶν. (Πρβλ. Θεώρ. 767,1 καὶ 6., η5 914), 

“Επὶ τοῦ προκειμένου, ἡ εἰς τὸ στερεὸν (Σ) ἐγγεγραμμένη σφαῖρα 
καὶ τὸ στερεὸν τοῦτο τέμνονται διὰ παντὸς ἐπιπέδου, παραλλήλου 
πρὸς τὸ τετράγωνον (Τ), κατὰ περιφέρειαν ἀκτῖνος ρ καὶ κατὰ 
τὸ περιγεγραμμένον εἰς αὐτὴν τετράγωνον. ᾿Επειδὴ δὲ ὁ λόγος 
τῶν ἐπιφανειῶν τούτων εἶναὶ 


δ', 


ἕπεται ὅτι καὶ ὁ λόγος τῶν ἀντιστοίχων ὄγκων εἶναι 


Υ (σφαίρας) ΞΞ- τ ᾿ 


ΥΣ 4 
“Ἄρα νε-- -5.. 5 προς ρ..- 53, ἡ 


1979 ες. Παρατηρήσεις. 1) Ὑπὸ τοῦ τετραγώνου (Τ) τὸ στερεὸν 
(Σ) διαιρεῖται εἰς δύο ἴσα μέρη. Ἢ κυρτὴ ἐπιφάνεια, εἰς ἣν περα- 
τοῦται ἕκαστον τούτων, εἶναι μοναστηριακὸς ϑόλος μὲ βάσιν τετρά- 
γωνον’ ὁ ὄγκος τοὺ εἶναι 


ἢ τ΄ -- Βάσις (ΞΞ τετρ. (Τ)}) Χ ὕψος. 


111. Σημ. μετ. Διὰ τὴν λδπτομερεστέραν ἀπόδειξιν τῆς προτάσδως, 
6λ. Συμπληρωματικὰς παραγράφους, εὶς τὸ τέλος τοῦ ΝῚΙ] Βιδλίρν, 
858 2068λ καὶ ὁπομένας. ᾿ 
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Τὸν αὐτὸν τύπον τοῦ ὄγκου λαιιβάνοιιεν καὶ διὰ πάντα μονα- 
στηριακὸν θόλον, οἱουδήποτε ὄντος τοῦ πολυγώνου τῆς βάσεως 
καὶ τοῦ ὕψους τοῦ θόλου, ὑποτιθεμένης ἐλλείψεως τῆς ὁδηγοῦ 
καμπύλης. ((ἰ., αι. 904). 

2) Τὸ δεύτερον θεώρημα ἐπιδέχεται καὶ μίαν ἄλλην γενίκευσιν. 
"Ἔστω τυχὸν παραλληλεπίπεδον (Π) καὶ θεωρήσωμεν τὰς ἔξ ἐλ- 
λείψεις αἵτινες ἐγγράφονται εἰς τὰς ἕδρας αὐτοῦ καὶ ἐφάπτονται 
τῶν πλευρῶν ἑκάστης εἰς τὰ τιέσα αὐτῶν. Αἱ ἐλλείψεις αὗται, ἴσαι 
ἀνὰ δύο, δύνανται νὰ θεωρηθοῦν ὡς βάσεις ἐγγεγραμμένων πλα- 
νίων κυλίνδρων εἰς τὸ παραλληλεπίπεδον (Π) καὶ μὲ γενετείρας 
παραλλήλους πρὸς τὸς τέσσαρας ἄλλας ἀκμὰς τοῦ (Π). 

᾿Ανὰ δύο τῶν κυλίνδρων τούτων ὁρίζουν ἕν κοινὸν αὐτῶν στε- 
ρεόν. 7ὰ τοία ταῦτα κοιναὶ οτερκὰ εἶναι ἰσοδύναα ποὺς ἄλληλα καὶ ποὺς 
τὰ δύυ τοίτα τοῦ παοαλληλειιιπίδους 

3) Θεωροῦντες εἰς κανονικὸν τετράεδρον τοὺς τέσσαρας ἐκ πε- 
ριστροφῆς κώνους, μὲ κορυφὰς τὰς κορυφὰς τοῦ τετραέδρου και 
ἐγγεγραμμένους εἰς αὐτὸ καὶ γενικεύοντες, ἀγόμεθα εἰς τὸ ἑπόμε- 
νον θεώρημα: 

Οἱ κῶνοι, μὲ πορυφὰς τὰς κοουφὰς τυχόντος τετοαΐδουυν καὶ βάσεις ἐλ- 
ἀξκέιρεις ἐγγενραμμύνας εἰς τὰς ἀπέναντι ἔδρας καὶ ἐφαπτομένις τῶν πλευρῶν 
ἑκάστης εἰς τὰ τἰσι αὐτῶν (013), εἶναι ἰσυδύναμοι. 


Διάφορα προβλήματα 800--1] 


1979η. Νὰ ὑπολογισθῇ ὃ᾽ ὄγκος τυχόντος χυλινδριχοῦ ὄνυχος. 

1) "Ὁ κύλινδρος εἶναι ἡρϑὸς κικλικὸς ἀλλὰ τὸ τίιοον ἐπίπεδον ὁρίε, 
ἐπὶ τῆς βάσεως χουδὴν διάφυφον τῆς διαιέτοου. 

Θεωροῦντες τὸ στερεόν, ὡς καὶ ἐν 8 1979 γ, ὡς ἄθροισμα ἀπει- 
ροστῶν ὀρθῶν πρισμάτων κλπ., καταλήγομεν εἰς τὸν αὐτὸν τύπον 


Ξε Βάσις Χ Ο(, 
ἀλλ᾽ ὅπου τώρα (()., ιν" 898): 


οι: 


Χ " 


" δέίρτ-- κδ)᾽ 
(« ἡ χορδὴ τοῦ τόξου τῆς βάσεως, τ τὸ τόξον, ρ ἡ ἀκτὶζ καὶ ὃ 
τὸ ἀπόστημα τῆς χορδῆς ἀπὸ τοῦ κέντρου). ᾿ 

2) Ὃ κύλινδρος εἶναι ὀρϑὸς ἐλλειπτικός, Ἢ περίπτωσις αὕτη ἀνά- 
γεται εἰς τὴν προηγουμένην, ἐὰν θεωρήσωμεν τὸ ἀντίστοιχον κυ- 
κλικὸν τμῆμα τοῦ πρωτεύοντος τῆς ἐλλείψεως κύκλου (᾽"3). 

3) Ὃ κύλινδρος εἶναι πλάγιος. Ἢ εὐθεῖα ((;΄, παράλληλος πάν- 
τοτε πρὸς τὰς γενετείρας, πρέπει νὰ πολλαπλασιασθῇ ἐπὶ τὸ συνη- 
μίτονον τῆς κλίσεώς της πρὸς τὸ ἐπίπεδον τῆς βάσεως. 

4) Μοναστηριακὸς ϑύλος οἱοοδήποτε. Θεωροῦμεν αὐτὸν ἀποτελού- 
μενον ἐκ κυλινδρικῶν ὀνύχων, ὡς οἱ προηγουμένως θεωρηθέντες. 


115. δ ημ. μετ. Δι᾿ ἐχάστην ξῶῦραν. ἡ ξλλεῖψις αὕτη εἶνα! προθολΐ, 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδόν τῆς τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον, οὗ- 
νος προδολὴ εἶναι ἡ, ἕδρα αὕτη (8 1844, Σήμ. 1). περιφερείας. 

113, Σ μ. πὲ τ΄ Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμθαδοῦ τοῦ ἐλλειπτικοῦ 
(τῆς δάσεως) τμήματος ἀλλὰ καὶ πρὸς εὕρεσιν τοῦ κ, δάρους Ω αὐτῆς. 
(σ., 902, Εππι.). 
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5) “ταυροϑύλιον (""). Τὸ σταυροθόλιον εἶναι συμπλήρωμα τοῦ μο- 
ναστηριακοῦ θόλου. Ἔκ τῶν προηγουμένων, εὑρίσκομεν εὐκόλως 
τὸν ὄγκον ἑνὸς ὡρισμένου τμήματος τοῦ σταυροθολίου, τοῦ περιε- 
χομένου μεταξὺ τῆς ἐσωτερικῆς καὶ ἐξωτερικῆς ἐπιφανείας αὐτοῦ - 
ἄντυγος ἢ ἐσωροραχίου καὶ ὑπεράντυγος ἢ ἐξωρραχίου', ἀντιστοίχως, εἰς 
τὴν ᾿Αρχιτεκτονικήν. 


Κῶνοι. -- Κωνοειδῆ. -- Δομοειδῆ 


1979 ὃ. Κῶνοι. Κῶνος ὀνομάζεται τὸ στερεόν, τὸ ἔχον βάσιν τυ- 
χοῦσαν ἐπίπεδον κλειστὴν ἐπιφάνειαν καὶ περατούμενον πλευρι- 
κῶς ὑπὸ τῶν εὐθυγράμμων τμημάτων, τῶν ἑνούντων τὰ διάφορα 
σημεῖα τῆς περιμέτρου τῆς βάσεως μετὰ σημείου -- κορυφῆς τοῦ 
κώνου --- ἐκτὸς τοῦ ἐπιπέδου τῆς βάσεως κειμένου. 

Ὃ ὄγκος παντὸς κώνον εἶναι γινύμενον τῆς βάσεως καὶ τοῦ τρίτου τοῦ. 
ἔψους αὐτοῦ. 

Γνωρίζομεν νὰ ὑπολογίσωμεν διὰ  στοιχειωδῶν μεθόδων τὴν 
παράπλευρον ἐπιφάνειαν τοῦ ὀρθοῦ κυκλικοῦ. κώνου ῆ μιᾶς πυρα- 
μίδος. Διὰ τὰ γενικώτερα ὅμως στερεὰ τοῦ εἴδους τούτου, ὡς Δ χ. 
διὰ τὸν ὀρθὸν ἐλλειπτικὸν κῶνον ἣ τὸν πλάγιον κυκλικόν, εἴμεθα 
ὑποχρεωμένοι νὰ καταφεύγωιιεν εἰς κατὰ προσέγγισιν ὑπολο- 
γισμούς. 

Ἀωνοειδῆ. ᾽᾿'Ἔκ τῶν στερεῶν τούτων θὰ θεωρήσωμεν ἐκεῖνα μό- 
νον διὰ τὰ ὀποῖα ἡ εὐθύγραμμος ὁδηγὸς -- κορυφογραμμὴ κατὰ 
Ι. Χατζιδάκην (Ὁλ. Λογισμός, σ. 347) --- εἶναι παράλληλος πρὸς 
τὴν βάσιν αὐτῶν. 


Κωνοειδὲς εἶναι τὸ στερεὸν μὲ βάσιν τυχοῦσαν ἐπίπεδον κλει- 
στὴν ἐπιφάνειαν καὶ τὸ ὁποῖον περατοῦται πλευρικῶς ὑπὸ εὐθυ- 
γράμμων τμημάτων ΑΒ, παραλλήλων πρὸς ἐπίπεδον -- ὁδηγοῦν ἐπί- 
πεδὸν --- καὶ τῶν ὁποίων τὰ ἄκρα Α καὶ 8 εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς πε- 
ριμέτρου τῆς βάσεως καὶ ἐπὶ εὐθείας - ὁδηγοῦ ἢ κορυφογραμμῆς. 

Ὃ ὄγκος παντὸς κωνοειδοῦς--- μὲ κορυφον γραμμὴν παράλληλον τῆς βάστως 
«αὑτοῦ --- εἶναι γινόμενον τῆς βάσεως ἐπὶ τὸ ἥμισυ τοῦ ὕμους (ἀποστάσεως 
τῆς κορυφογραμμῆς ἀπὸ τῆς βάσεως) αὐτοῦ. 

Καὶ ἐνταῦθα δὲν ἔχομεν στοιχειώδεις μεθόδους διὰ τὸν ὑπολο- 
γισμὸν τῆς παραπλεύρου ἐπιφανείας τῶν κωνοειδῶν εἰς τὴν γε- 
νικὴν περίπτωσιν -- ἐκτός, φυσικά, τῆς περιπτώσεως τοῦ κατακε- 
κλιμένου ἐπὶ μιᾶς τῶν παραπλεύρων αὐτοῦ ἑδρῶν τριγ. πρίσματος. 


Δομοειδῆ. (Ἰοιιοειδὲς καλεῖται τὸ στερεὸν τὸ παραγόμενον ὑπὸ 
᾿ κλειστῆς ἐπιπέδου ἐπιφανείας, κινουμένης παραλλήλως ἑαυτῆς, 
παραμενούσης ὁμοίας πάντοτε πρὸς ἑαυτὴν καὶ τῆς ὁποίας ἕν ὡρι- 
σμένον σημεῖον γράφει μίαν εὐθεῖαν (ε), ἐνῷ ἕκαστον σημεῖον τῆς 
περιμέτρου αὐτῆς γράφει καμπύλην κειμένην εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπε- 
δον μετὰ τῆς εὐθείας (ε). 


Παράδειγμα. Ἢ σφαῖρα εἶναι δομοειδές, παραγόμενον ὑπὸ τοῦ 
ἐπιπέδου τοῦ ἰσημερινοῦ, τοῦ ὁποίου τὸ κέντρον γράφει τὴν διά- 
μετρον τῶν πόλων ἐνῷ ἕκαστον σημεῖον τῆς περιφερείας γράφει 
τὸ ἥμισυ ἑνὸς μεσημβρινοῦ. 

ἂν ἀντικατασταθῇ ὁ ἰσημερινὸς κύκλος διὰ τοῦ περιγεγραμ- 


- 114, δ ημ. μετ. Θύλος σχηματιζόμενος ἐκ τῆς τομῆς δύο ἡμιχυ- 
λένῦρων. 
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μένου εἰς αὐτὸν τετραγώνου, ἕκαστον σημεῖον ἐπαφῆς θὰ δια- 
γράψῃ ἕνα ἡμιμεσημβρινόν, τὰ δὲ ἄλλα σημεῖα τῆς περιμέτρου θὰ 
γράψουν ἡμιελλείψεις, ἐχούσας διὰ μικρὸν ἄξονα τὴν διάμετρον 
τῶν πόλων. Λαμβάνομεν οὕτω τὸ δομοεεδὲς μὲ βάσιν τετράγωνον 
καὶ ὁδηγὸν τὸ ἥμισυ ἑνὸς μεσημβρινοῦ. ὅ 

Ὃ ὄγκος παντὸς δομοειδοῦς, ἔχοντος ὡς ὅδηγον ἡμιπεριφέρειαν ἢ ἡμιέλ- 
λειψιν, εἶναι γινόμενον τῆς βάσεως καὶ τῶν δύο τρίτων τοῦ ὕψους αὐτοῦ. 

᾿Εὰν ἡ βάσις τοῦ δομοειδοῦς εἶναι κανονικὸν πολύγωνον, τὸ 
στερεὸν ὀνομάζεται καὶ ἰσοδομοειδές, 

Ἢ ἐσωτερικὴ ἐπιφάνεια ἑνὸς μοναστηριακοῦ θόλου, ἀπό τῆς 
κορυφῆς μέχρι τοῦ ἐπιπέδου τῆς βάσεως αὐτοῦ, εἶναι ἐπιφάνεια 
δομοειδοῦς. 


Παρατήρησις. Τοὺς ὄγκους τῶν κώνων, κωνοειδῶν καὶ δομοε!- 
δῶν ὑπολογίζομεν ἀρκετὰ εὐκόλως, εἴτε διὰ τῆς μεϑόδου τῆς ἀϑροί- 
σεως, εἴτε διὰ τῆς τῶν συγκρινομέγων τομῶν. 


δΔομοειδὲς περιγεγραμμένον εἰς σφαῖραν. Δυνάμεθα νὰ περιορι- 
σθῶμεν εἰς τὸ ἡμιδομοειδές --- ἥμισυ τοῦ στερεοῦ --- τὸ περιγεγραμ- 
μένον εἰς τὸ ἡμισφαίριον’ εἶναι ἡ συχνὰ ἀπαντῶσα εἰς τὴν ᾿Αρ- 
χιτεκτονικὴν περίπτωσις τοῦ μοναστηριακοῦ θόλου. Σχετικῶς ἔχο- 
μεν τὸ ἀκόλουθον (καὶ εὐκόλου ἀποδείξεως) θεώρημα : 

Οἰουδήποτε ὄντος τοῦ περιγεγραμιμιένου εἷς τὸν ἰσημδρινὸν πολυγώνου (Π), 
ἡ ἐπιφάνεια τοῦ δομοειδοῦς ἔχει λόγον πρὸς τὴν ἐπιφάνειαν τῆς σφαίρας, 
ὧν ἡ περίμετρος τοῦ πολυγώνου (ΠῚ πρὸς τὸ μῆκος τῆς περιφερείας τοῦ 
ἰσημερινοῦ. 

Διὰ τὸ δομοειδὲς λ.χ. μὲ βάσιν τετράγωνον, ὁ λόγος οὗτος 
εἶναι τες τττ' τὸν αὐτὸν λόγον ἔχουν καὶ οἱ ὄγκοι τῶν δύο 
ΘΈΈΡΓΟΥ: 

ὁ προηγούμενον θεώρημα δὲν ἐφαρμόζεται παρὰ μόνον εἰς 
τὰ περιγεγραμμένα δομοειδῆ (᾽:5). 


1079: :. Παρατηρήσεις. 1) Διὰ ὁδηγὸν καμπύλην τοῦ δομοειδοῦς 
δυνάμεθα νὰ λάβωμεν ὑπερβολὴν ἢ παραβολήν, ὅπως προηγουμέ- 
νως εἴχομεν ἐκλέξει περιφέρειαν ἢ ἔλλειψιν. Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν 
τῶν παραγομένων ἐπιφανειῶν, δὲν ἔχομεν εἰς τὴν διάθεσίν μας 
στοιχειώδεις μεθόδους" ὅσον διὰ τοὺς ὄγκους, θὰ πρέπει νὰ γνω- 
ρίζωμεν τὸν ὑπολογισμὸν αὐτῶν διὰ τμήματα μονοχώνων ἡ διχώ- 
νὼν ὑπερβολοειδῶν ἢ ἐλλειπτικῶν παραβολοειδῶν. ἫΝ 

2) Διὰ τὰ ἰσοδομοειδῆ, ὁ ἄξων τῆς σφαίρας ἢ ἡ ὁδηγὸς εὐθεῖα 
εὑρίσκεται πρὸς τὰ κοῖλα τῆς περιφερείας ἢ τῆς ἐλλείψεως ὁδη- 
γοῦ' καλοῦνται ἰσοτρημοειδῆ (ἐφωϊίγόηιοϊ 686) τὰ οτερεά, ἄτινα πα- 
ράγονται κατ᾽ ἀνάλογον πρὸς τὰ δομοειδῆ τρόπον ἀλλὰ διὰ τὰ 
ὁποῖα ὁ ἄξων εὑρίσκεται πρὺς τὰ κυρτὰ τῆς ὁδηγοῦ περιφερείας. 

Τὸ ἁπλούστερον καὶ πλέον ἐνδιαφέρον ἐκ τῶν στερεῶν τούτων 
εἶναι τὸ ἀντιστοιχοῦν εἰς τὴν σφαῖραν. ἩἯ παράπλευρος αὐτοῦ 
ἐπι οννια εἶναι ἡ παραγομένη ὁπὸ ἡμιπεριφερείας στρεφομένης 
περὶ τὴν ἐφαπτομένην, τὴν παράλληλον πρὸς τὴν διάμετρον τῶν 
περάτων αὐτῆς. , 

Διὰ τὸν ὑπολογιομον τῆς ἐπιφανείας καὶ τοῦ ὄγκου τοῦ στε- 


156. Σημ. μετ. Σχετικῶς πρὸς τὰ στερεὰ καῦτα, δλ.Ο., Ὡο9 95Ά 914, 
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ϑεοῦ αὐτοῦ, πρέπει νὰ θεωρήσωμεν τὴν ἡμίσειαν σιεῖυαν, τὴν παζο- 
Αιοοένην ἐκ τῆς περιστροφῆς τοῦ ἡμικυκλίου περὶ τὴν ἐφαπτομένη... 


1979 κ. Σημείωσις. ΟἹ ὅροι εἰονηοὶεί.", ἐπ πἰκειπιδιείο, ἐπε ἐν διοίτ. 
εἰσήχθησαν ὑπὸ τοῦ κόμητος ,οορο 1 Τα, συγγραφέως διαφό- 
ῥῶὼῶν ἐργασιῶν ἐπὶ τῶν γεωμετρικῶν κρυσταλλονραφικῶν μορφῶν. 
(Δ. ((-᾿,. 1867, σ. 144 καὶ 520. --- 1873, σ, 35, εὐμενεῖς σχετικαὶ κρίσεις 
τοῦ Π]οιιϑε]. --- 1875, σ. 233, σημείωσις τῆς Συντάξεως, διατυποῦσα 
ἐπιφυλάξεις ἐπ᾽ αὐτῶν. Σχετικὰ εἰς : |.. εἰ. Δ4]., 1901, σ. 276 πὸ 2223. 
ῬπᾺ1 Ῥλππεγν ἐπὶ τῆς (ἰῤονπε νὶρ ρ «παι αν τοῦ ἰδίου σὺν- 
νραφέως. -- (ρου ἰόν ἀδοηιδίθί ον. τοῦ 1ἰ. Τοισγὸν. (1907), ὅποι 
ἀφιερώνεται ὁλόκληρος παράγραφος ἐπὶ τῆς (ἰὐονε εν πιΠοαομιοι- 
“«(α]Ἱ0 (σ. 318 - 326). 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


᾽: 


Τόπος 801 


1980. Ἰϊοῖος ὃ τύπος τῶν σημείων τῶν ἴσον σωτιζομένων. ὑπὸ δύυ 
κὠτεινῶν πηγῶν Α, Β, τῶν ὁποίων αἱ ἐντάσεις: εἶναι ἴ καὶ 1΄; 

Γνωρίζομεν ὅτι ἣ ποσότης τοῦ φωτὸς τοῦ πρυσπίπτοντο: ἐπὶ ἑνὺς 
σημείου εἶναι ἀντιστρύφως ἀνάλογος τοῦ τετραγώνου τὴς ἀποστάσεις 
του ἀπὸ τῆς φωτεινῆς (σημειαχῆς:) πηγῆς. 


Σχ. τὸν. 


᾿Επειδὴ αἱ ἐντάσεις ἱ, [΄ εἶναι ἀριθμοί, δυνάμεθα νὰ θεωρήσω- 
μεν ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ τμήματα ΑΒ, ΒΓ ἀνάλογα τῶν ποσοτή 
των αὐτῶν: 


Διὰ τὸ τυχὸν σημεῖον Λ τοῦ τόπου θὰ ἔχωμεν : 


ΛΑ 1 ΛΑ ΥΤ 
ΑΒ’ Τ᾿ ΔΒ γ᾽ 
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Εἰς τὸ ἐπίπεδον, ἑπομένως, ὁ τόπος τῶν σημείων Λ εἶναι ἡ 
περιφέρεια ΜΛΝ- τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶν 
ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν σημείῶν Α καὶ Β εἶναι ἴσος πρὸς τὸν 


Εἰς τὸν χῶρον, ὁ ἴδιος τόπος εἶναι ἡ σφαῖρα, ἡ παραγομένη 
διὰ περιστροφῆς τῆς ἡμιπεριφερείας ΜΛΝ περὶ τὴν ΑΒ. 


Κατασκενή. Διὰ τὴν κατασκευὴν τῶν συζυγῶν σημείων Μ,Ν 
τῶν τοιούτων, ὥστε: 
μᾺ Νὰ ΥἋ᾽ Υ̓ᾺΒ 


ΜΒ Νἂ γ᾽ ΥΒΓ᾿ 
κατασκευάζομεν πρῶτον δύο τετράγωνα, ἔχοντα λόγον πρὸς ἄλ- 
ληλα΄ ἜΡ' . Γράφομεν πρὸς τοῦτο τὴν ἡμιπεριφέρειαν ΑΔΒ καὶ 
ὑψοῦμεν κάθετον ΓΔ. Θὰ ἔχωμεν: 
ΑΒ. ΑΒὸῷἃὐ, 7.8 ΑΒ 
ἜΓ  Βδ' ἢ γεὲὦἑ- 84Δ᾽ 


Μεταφέρομεν ἀκολούθως τὰ τμήματα ΑΒ καὶ ΒΔ ἐπὶ τῶν ΑΕ 
καὶ ΒΘ, ΒΖ καὶ φέρομεν τὰς εὐθείας ΕΖ καὶ ΕΘ. Αἱ τομαὶ τού- 
των μετὰ τῆς ΑΒ εἶναι τὰ ζητούμενα σημεῖα Μ, Ν. 


Τόπος 802 


1981. Πυραμὶς ἔχει ὡς βάσιν κυρτὸν τετράπλευρον τοῦ ὁποίου αἱ 
διαγώνιοι τέμνονται εἰς Ο. Ποῖος ὃ 
τόπος τῆς κορυφῆς Καὶ τῆς πυραμί- 
δος, ἐὰν πᾶσα κάϑετος ἐπὶ τὴν ΚΟ 
τομὴ αὐτῆς εἶναι παραλληλόγραμ- 
μον; 


[Ἔστω Α΄, Β΄, Γ', Δ΄, αἱ τομαὶ 
τῶν ἀκμῶν ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ ὑπὸ 
τοῦ τυχόντος καθέτου ἐπὶ τὴν 
ΚΟ ἐπιπέδου. ᾿Επειδὴ τὸ τετρά- 
πλευρον Α΄ΒΓ΄ Δ΄ θὰ εἶναι πα- 
ραλληλόγραμμον, αἱ διαγώνιοι 
αὐτοῦ θὰ τέμνωνται, εἰς τὸ ἴχνος 
Ο᾽ τῆς τομῆς καὶ τῆς ΚΟ, εἰς 
ἴσα βερη καὶ αἱ γωνίαι Α΄ΚΟ’, 
Γ΄ ΚΟ’ θὰ εἶναι ἴσαι, ὡς καὶ αἱ 
γωνίαι Β'ΚΟ΄ καὶ Δ΄ΚΟ΄. 

Σχ. 1351. ᾽κ τοῦ σημείου ΚΚ, κατὰ ἀκο- 

λουθίαν, τὰ τμήματα ΑΟ, ΟΓ 

καὶ ΒΟ, ΟΔ τῶν δύο διαγωνίων θὰ φαίνωνται ὑπὸ ἴσας γωνίας φ 
καὶ ὦ ἀντιστοίχως. ξΞ 

᾿Αλλ’ ὁ τόπος τῶν σημείων εἰς τὸ ἐπίπεδον τοῦ τετραπλεύ- 
ρου, ἐξ ὧν τὰ τμήματα ΑΟ, ΟΓΓ φαίνονται ὑπὸ ἴσας γωνίας, 
εἶναι περιφέρεια (8 1366), ΟΜΣ, ᾿Αναλόγως, ὁ τόπος τῶν ση- 
μείων, δι᾽ ἃ τὰ τμήματα ΟΒ, ΟΔ φαίνονται ὑπὸ ἴσας γωνίας, 


1035 


εἶναι ἄλλη περιφέρεια ΟΣΝ. Ἑ πομένως, ὁ τόπος τῶν σημείων Καὶ 


δας, ΨΚὌς ΄6ΝῪὋ ΄ 
τοῦ χώρου, δι' ἃ ΑΚῸ --ΓῸΚ καὶ ΒΚῸ -- ΔΚῸ, θὰ εἶναι τὰ 
κοινὰ σημεῖα τῶν σφαιρῶν μὲ διαμέτρους ΟΜ, ΟΝ, δηλαδή, ἡ πε- 
ριφέρεια μὲ διάμετρον ΟΣ (Σχ. 1254) καὶ τῆς ὁποίας τὸ ἐπίπεδον 
εἶναι κάθετον ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 


Παρατήρησις. Διὰ πᾶσαν τετραγωνικὴν πυραμίδα μὲ βάσιν κυρ- 
τὸν τετράπλευρον, ὁρίζεται διεύθυνσις παραλλήλων ἐπιπέδων 
τεμνόντων αὐτὴν κατὰ παραλληλόγραμμα (8 1842), ᾿Αλλ᾽ ἐπὶ τοῦ 
προκειμένου ζητεῖται ὅπως τὰ ἐπίπεδα τῶν παραλληλογράμμων 
εἶναι κάθετα ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΚΟ. 


1982. "Αλλη ἀπόδειξις. Γνωρίζομεν ὅτι πᾶν ἐπίπεδον παράλληλον 
πρὸς τὸ ἐπίπεδον ΚΕΖ, τὸ ὁριζόμενον ὑπὸ τῶν εὐθειῶν τῶν συν- 
δεουσῶν τὴν κορυφὴν Κὶ τῆς 
πυραμίδος μετὰ τῶν Ε καὶ Ζ, 
τομῶν τῶν ἀπέναντι τοῦ τετρα- 
πλεύρου πλευρῶν, τέμνειτὴν πυ- 
ραμίδα κατὰ παραλληλόγραμ- 
μον, καὶ ἀντιστρόφως (8 1842). 
“ὥστε,ἐὰν ἕν ἐπίπεδον κάθετον 
ἐπὶ τὴν ΚΟ τέμνῃ τὴν πυραμίδα 
κατὰ παραλληλόγραμμον, θὰ 
πρέπει ἡ ΚΟ νὰ εἶναι κάθε- 
τος ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΚΕΖ. 
᾿Αλλ’ ἐὰν τοῦτο συμβαίνῃ, ἡ 
εὐθεῖα ΚΟ θὰ ’εῖἶναι κάθετος 
ἐπὶ τὰς εὐθείας ΚΕ καὶ ΚΖ 
τοῦ, ἐφ᾽ οὗ εἶναι κάθετος, ἐπι- 
πέδου ΚΕΖ. Θὰ εἶναι ἑπομέ- 
νὼως αἱ γωνίαι ΟΙΚΕῈ καὶ ΟΚΖ ὀρθαὶ καὶ τὰ σημεῖα Σ κοινὰ τῶν 
σφαιρῶν μὲ διαμέτρους ΟΕ καὶ ΟΖ. 

-ὋὉ τόπος κατ᾽ ἀκολουθίαν θὰ ἀποτελεῖται ἐκ τῶν σημείων τῆς 
περιφερείας μὲ διάμετρον ΟΣ τοῦ σχήματος 1255 καὶ τῆς ὁποίας 
τὸ ἐπίπεδον εἶναι κάθετον ἐπὶ τὴν βάσιν τῆς πυραμίδος. 


1983. Παρατηρήσεις, 1) Αἱ περιφέρειαι μὲ διαμέτρους ΟΕ, ΟΖ 
τέμνονται εἰς τὸν πόδα τῆς ἐκ τοῦ Ο καθέτου ἐπὶ τὴν τρίτην δια- 
γώνιον ΕΖ τοῦ τετραπλεύρου. Ἢ διάμετρος, ἑπομένως, τοῦ ξητουμέ- 
γου τόπου εἶναι ἡ κάϑετος αὕτη. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω δύο. τρόπων ἀποδείξεως, ποριζόμεθα τὸ ἀκό- 
λουθον θεώρημα: 

Εἰς πᾶν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, αἱ περιφέρειαι μὲ διαμέτρους ΟΕ, ΟΖ 
καὶ αἱ περιφέρειαι (ΟΜ), (ΟΝ) -- τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων αἱ 
ἀποστάσεις ἀπὸ δύο ἀπέναντι κορυφῶν τοῦ τετραπλεύρου ἔχουν λόγον σταϑερὺν 


Σχ. 1225. 


ΟΑ, ΟΓ : πτρι Ὦ προς τς ταρου δὴ 
ὍΒ. ἢ δκ 7 τἔβῆονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ ἐπὶ τῆς τρίτης δια- 
γωνίου τοῦ πλήρους τετραπλεύρου κείμενον. 
Τόσος δὅ08 


1984. Ποῖος ὁ τόπος τῶν κορυφῶν Σ τῶν τετραγωνικῶν πυραμίδων 
μὲ δοθεῖσαν βάσιν καὶ δυναμένων νὰ τμηϑοῦν χατὰ ὀρϑογώνια ; 


Εἶναι ἡ σφαῖρα μὲ διάμετρον τὴν τρίτην διαγώνιον ΕΖ τυῦ τε- 
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τραπλεύρου τῆς βάσεως. ἐπειδὴ τότε αἱ εὐθεῖαι ΣΕ, ΣΖ, πρὸς 
τὰς ὁποίας αἱ πλευραὶ τῶν τομῶν θὰ εἶναι παράλληλοι, θὰ εἶναι 
κάθετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. 


Παρατήοησις. Τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν σφαιρῶν μὲ διαμέτοου: τὰς πλευ- 
οὡς τοῦ τριγώνου ΟΕΖ, τῶν τοιῶν» διαγωνίων σημείων τοῦ τετραπλεύρου 
ΑΒΓΔ, εἶναι ἡ κοουφὴ πυραμίδο: δυνακένης νὰ τιηϑῇ κατὰ τετράγωνον. 


Τόπος 805--1 


1986. ὋὉμοίως : Τόπος τῆς χορυφῆς Σ, ἵνα ἢ τομὴ εἶναι ρύμβος ἢ 
τετράγωνον. 


1) Ας προεκτείνωμεν τὰς διανωνίους ΑΓ, ΒΔ μέχρι τῶν τομῶν 

των μετὰ τῆς τρίτης διαγωνίου ΕΖ 
(σχ. 1256). Διὰ νὰ εἶναι ἡ τομὴ ρόμ- 
βος, θὰ πρέπει αἱ διαγώνιοι τοῦ πα- 
ραλληλογράμμου νὰ εἶναι κάθετοι 
ἐπ᾽ ἀλλήλας, δηλ. θὰ πρέπει αἱ εὐ- 
θεῖαι ΣΗ͂, ΣΘ νὰ σχηματίζουν ὀρ- 
θὴν γωνίαν. 

Ἑ πομένως, πᾶν σημεῖον Σ τῆς 
σφαίρας μὲ διάμετρον ΗΘ θὰ ἀνήκη 
εἰς τὸν ζητούμενον τόπον, ἀφοῦ πᾶν 
ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὸ ΣΕΖ 
θὰ τέμνῃ τὴν πυραμίδα κατὰ ρόμ- 
βον’ ἐπειδή, τὸ σχῆμα θὰ εἶναι πάν- 
τως παραλληλόγραμμον καὶ αἱ δια- 
γώνιοί του ὀρθογώνιοι, ὡς παράλ- 
ληλοι πρὸς τὰς ΣΗ καὶ ΣΘ εὐθείας. 

2) Ἵνα ἡ τομὴ εἶναι τετράγωνον, 
ἡ κορυφὴ Σ θὰ πρέπει νὰ κεῖται ἐπὶ 
τῆς κοινῆς περιφερείας τῶν σφαιρῶν 
μὲ διαμέτρους τὰς ΕΖ καὶ ΘΗ. 


Τόσος 804 


1986. Δοϑείσης σφαίρας (Ο) ἀκεῖνος ο, νὰ εὑρεϑῇ ὁ τύπος τῆς χο- 
ουφῆς Σ τριέδρου γωνίας, τῆς ὁποίας αἱ ἀκμαὶ ἐφά- 
πτονται τῆς σφαίρας καὶ ἔδραι αὐτῆς εἶναι ἴσαι 
πρὸς 609 ἑκάστη. (Ν. Α., 1868, σ. 215). 


"Ἔστωσαν ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ αἱ τρεῖς ἀκμαί' ἐπειδὴ 
τὸ τετράεδρον ΣΑΒΓ θὰ εἶναι κανονικόν, θὰ 
ἔχωμεν 

ΣΑΞ ΣΒΞΣΓ -- ΑΒ ΞΒΓ--ΓΑ. 


ἩἯ εὐθεῖα ΣΟ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὸ ΑΒΓ 
ἐπίπεδον καὶ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου Μ τοῦ 
ἰσοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ’ ἄρα 
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ἐκ δὲ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΑΣ λαμβάνομεν: 
ΑΟ.ΑΣ --ΑΜ.ΟΣ, 


ἣ ριΑΣ τ ΤΟΣ καὶ ΟΣ -ρΥ3. 


Εἶναι δηλ. ὁ ζητούμενος τόπος σφαῖρα ὁμόκεντρος τῆς δοθεισης 
καὶ ἀκτῖνος ρΥ͂2. 


Τόπος δ04--ἴ 


1987. Τόπος τῆς κορυφῆς τοῦ τριέδρου Σ ὅταν αἱ τρεῖς ἕδραι αὖ- 
τοῦ ἐφάπτωνται τῆ: σφαίρας (0). 


Τὸ τρίγωνον τῶν σημείων ἐπαφῆς θὰ εἴναι πάλιν ἰσόπλευρον. 
Ἐν λάβωμεν ἐπὶ τῶν ἀκμῶν τρία ἴσα 
μήκη 

ΣΔΙΣΕ-- ΣΖ. Σ 

τὰ μέσα Α, Β, Γ τῶν πλευρῶν τοῦ ἰσο- 
πλεύρου τριγώνου ΔΕΖ δύνανται νὰ θεω- 
ρηθοῦν ὡς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. Ἔστω ΣΗ 
τὸ ὕψος τοῦ κανονικοῦ τετραέδρου ΣΔΕΖ, 
διερχόμενον διὰ τοῦ κοινοῦ κέντρου Η 
τῶν ἰσοπλεύρων τριγώνων ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ. " 

Εἰς τὸ ἐπίπεδον ΣΑΗ, φέρομεν τὴν κά- Ἴ"ς 


“1- 
Ἔ 


θεῖον ΑΟ ἐπὶ τὴν ΣΑ καὶ μέχρι τοῦ 
ὕψους ΣΗ. Ἢ ΟΑ παριστᾷ προφανῶς τὴν 
ἀκτῖνα τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὴν τρίε- 
ὃρον σφαίρας. - 
᾿Αρκεῖ ἤδη νὰ ἐκφράσωμεν τὴν ἀπό- Ἔχ. 1553. 
στασιν ΣΟ συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος ΟΑ 
τῆς σφαίρας ταύτης. 
Ἔκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων ΣΑΟ, ΣΑΗ, λαμβάνομεν : 


ΣΟΌΣΑ Ξ ἈΕῚ 5 
ΑΟ ΗΑ ΑΗ 1᾽ 

ἀφοῦ τὸ τρίγωνον ΔΕΖ εἶναι ἰσόπλευρον. Εἶναι δηλ. ἡ ἀπόστα- 
σις ΣΟ τριπλασία τῆς ἀκτῖνος ΟΑ -ξΞξρ τῆς σφαίρας καὶ ὁ ζητού- 
μενος τόπος ὁμόκεντρος τῆς δοθείσης σφαῖρα καὶ τριπλασίας 
ἀκτῖνος. 


1988. ᾿Ανάλογα ζητήματα διὰ. τοισορϑογώνιον τρίγωνον. 
Τόσος δ0δ 
1989. Ποῖος ὁ τόπος τῶν χέντρων τῶν σφαιρῶν, τῶν τεμνουσῶν ὁρ- 
ϑογωνίως τρεῖς δοϑείσας σφαίρας ; 


Εἶναι ἡ κάθετος ἐπὶ τὸ διακεντρικὸν ἐπίπεδον -τῶν τριῶν σφαι- 
ρῶν εἰς τὸ ριζικὸν κέντρον τῶν τριῶν ἐπ᾽ αὐτοῦ μεγίστων κύκλων - 
τομῶν τῶν σφαιρῶν. 


1038 


Τόσιος 806 


1090. Ποῖος ὃ τόπος τῶν κέντρων τῶν σφαιρῶν, τῶν τεμνουσῶν 
τρεῖς ἄλλας δοϑείσας κατὰ μεγίστους αὐτῶν κύχλους ; 


Εἶναι ἡ κάθετος ἐπὶ τὸ διακέντρικὸν πάλιν ἐπίπεδον καὶ εἰς τὸ 
σημεῖον αὐτοῦ - κέντρον περιφερείας τεμνούσης κατὰ διαμέτρους 
τοὺς τρεῖς μεγίστους, ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου, κύκλους τῶν τριῶν σφαι- 
ρῶν (8 1482). 


Τόστος 807 
1991. Δίδονται δύο σταϑεροὶ κύκλον ἐν τῷ χώρῳ καὶ ζητεῖται ὁ τύ- 


πος τῶν σημείωγ Μ, δι’ ἃ οἱ κῶνοι μὲ βάσεις τοὺς δοϑέντας κύκλους 
ϑ ᾿ τος Ξ ἐπ ν ᾿ (ὃ ; 
καὶ κοινὰς κορυφάς τὰ σημεῖα ταῦτα ἔχουν ἄθροισμα ὄγκων δοϑέντα 


7 3 
ἀριϑμὸν Ξε 


"Ἔστωσαν α, β αἱ ἀκτῖνες τῶν κύκλων καὶ χ, ν τὰ ὕψη δύο ἐκ 
τῶν κώνων τούτων. Θὰ ἔχωμεν 


παῖ πβν π᾿ 
3. πΠ| π|..3 
ἢ αὐχ ἜΡ'» Ξε κ' 


Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται οὕτω εἰς τὸ γνωστόν : Νὰ εὐροεϑῇ ὁ τό- 
πος τῶν σημείων ἐξ ἑκάστου τῶν ὁποίων αἱ κάϑετοι χ, γ᾽ ἐπὶ τὰς πλευ- 
ρὰς δοθείσης γωνίας ΛΟΝ (σχ. 1259), πολλαπλασιαζόμεναι ἐπὶ σταϑερὰς 
ποσότητος α καὶ β᾽ ἀντιστοίχως, νὰ ἔχουν ἄϑροισμα σταϑερὸν ἴκ5. 


Γνωρίζομεν (8 271) ὅτι ὁ τόπος οὗτος εἶναι εὐθεῖα ΛΜΝ εὐκό- 
λως προσδιοριζομένη: ὁ δὲ ζητούμενος ἀρχικῶς τόπος εἶναι ἐπί- 
πεδον (Π) διὰ τῆς ΛΜΝ καὶ παράλληλον πρὸς τὴν τομὴν ΟΡ τῶν 
ἐπιπέδων τῶν δύο δοθέντων κύκλων. 


Παρατηρήσεις. 1) Ὅ πλήρης τόπος ἀποτελεῖται καὶ ἐκ τοῦ συμ- 
μετρικοῦ (Π΄) τοῦ ἐπιπέδου (Π) πρὸς τὸ σημεῖον Ο. 

) Τὰ σημεῖα τῶν ἐπιπέδων (Π), (Πὺ, τὰ κείμενα ἐπὶ τῶν πα- 
ραπληρωματικῶν. διέδρων γωνιῶν τῆς διέδρου ΡΌΛΝ ἀντιστοιχοῦν 
εἰς κορυφὰς κώνων, διὰ τοὺς ὁποίους ἡ διαφορὰ τῶν ὄγκων τῶν 

πίρ' 


εἶναι -Ξ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 


Κατασκευαὶ 


Πρόβλημα 808 


1992. Νὰ γραφῇ ἐπὶ σφαίρας τόξον μεγίστου κύκλου διερχόμενον 
διὰ δύο σημείων Α, Β. αὐτῆς. ᾿ 

Τῇ βοηθείᾳ τοῦ σφαιρικοῦ διαβήτου καὶ μὲ “ἕν 
ἄνοιγμα αὑτοῦ ἴσον πρὸς τὴν χορδὴν ΡΥ̓2 τοῦ 
τετάρτου μεγίστου κύκλου τῆς σφαίρας, γρά- 
Φομεν τόξα ἔχοντα πόλους τὰ σημεῖα Α καὶ 
Β. Ἢ τομὴ αὐτῶν Ρ εἶναι ὁ πόλος τοῦ ζη- ὸ-. κ΄ 
τουμένου τόξου. Σχ. Ι90ὺ 

Προόβλημα 809 


1993. Διὰ δοϑέντος σημείου α σφαίρας νὰ γραφῇ τόξον μεγίστον 
κύκλου κάϑετον ἐπὶ δοϑὲν ἄλλο τόξον μεγίστου κύχλου ΒΓ. 


Μὲ πόλον τὸ σημεῖον Α καὶ ἄνοιγμα τοῦ διαβήτου ἴσον πρὸς 
ΟΥ̓͂Σ, γράφομεν τόξον τέμνον τὸ δοθὲν εἰς Γ. Μὲ κέντρον εἶτα 
τὸ Γ καὶ τὸ αὐτὸ ἄνοιγμα γράφομεν τὸ ζητούμενον τόξον ΑΒΡ, 


Πρόβλημα 810 


1994. Διὰ δοϑείσης εἰϑείας ΑΒ νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον ἐφαπτόμενον 
δοθείσης σφαίρας κέντρου Ο 


Διὰ τοῦ σημείου Ο φέρομεν ἐπίπεδον κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ 
τέμνον αὐτὴν μὲν εἰς Δ τὴν δὲ σφαῖραν κατὰ μέγιστον κύ- 
κλον ΕΖΘ. 

᾿Εὰν τώρα διὰ τοῦ σημείου Δ φέρωμεν ἐφαπτομένην ΔΕ πρὸς 
τὸν μέγιστον τοῦτον κύκλον, τὸ ἐπίπεδον τὸ ἀγόμενον διὰ τῶν 
εὐθειῶν ΑΔΒ καὶ ΔΕ ἀπαντᾶ εἰς τὸ πρόβλημα. 

᾿Ἐπειδὴ εἶναι τοῦτο κάθετον ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα ΟΕ εἰς τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς, ἀφοῦ περιέχει τὴν ἐφαπτομένην ΕΔ καὶ τὴν ΑΒ, κάθετον 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον Ἐζό ἄρα καὶ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν αὐτοῦ ΟΕ, 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν ἡ εὐθεῖα ΑΒ εἶναι ἐξωτερικὴ τῆς σφαίρας 
ἢ ἐφαπτομένη ἢ τέμνουσα αὐτῆς, αἱ ἀντίστοιχοι λύσεις τοῦ προ- 
βλήματος εἶναι δύο, μία ἢ καμμία. 


Προόβλημα 811 


1996. Διὰ δοϑέντος σημείου Α νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον ἐφαπτόμενον δύο 
δοϑεισῶν σφαιρῶν (Β) καὶ (Γ. 


᾿ΕἘπειδὴ ἡ εὐθεῖα τῶν ἐπαφῶν θὰ εἶναι κοινὴ ἐφαπτομένη τῶν 
δύο σφαιρῶν, θὰ διέρχεται ἀναγκαίως διὰ τοῦ ἑνὸς ἢ τοῦ ἄλλου 
τῶν κέντρων ὁμοιότητος τῶν δύο σφαιρῶν. καὶ τὸ αὐτὸ θὰ συμ- 
βαίνῃ καὶ διὰ τὸ ἐφαπτόμενον διὰ τοῦ Α ἐπίπεδον. ; 

Ἔστω Ε ἕν τῶν κέντρων τούτων. Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς 
τὸ προηγούμενον : 
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ἢ εὐδείας ἈῈ νὰ ἀχϑὺ ἐπίπεδον ἐφαπτόμενον σή αίρας: (Β). 
Ὑ πάρχουν ἐν γένει τέσσαρες λύσεις, ἀνὰ δύο δι᾽ ἕκαστον τῶν 
ϑύο κέντρων ὁμοιότητος τῶν σφαιρῶν. 


Πούβλημα 812 
.419296. Νὰ ἀχδῇ ἐπίπεδον ἐζαπτύμενον τριῶν σφαιρῶν (Δ), (}). (1. 


᾿Ελαττοῦντες τὰς ἀκτῖνας ἑκάστης σφαίρας κατὰ τὴν ἀκτῖνα 
Ρ» τῆς μικροτέρας, θὰ ἡδυνάμεθα νὰ ἀναχθῶμεν εἰς τὸ προηγού- 
αενοὸν πρόβλημα (ὃ 1995) ("1"). 

ργαζόμεθα δμως ἁπλούστερον ὡς ἑξῆς: 

Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ 1) Δἱοτ τὶ (8. 176)). τὰ Εξ κέντρα ὁμοιό- 
τητος τῶν τριῶν σφαιρῶν - εὑρισκόμενα ἐπὶ τοῦ διακεντρικοῦ τῶν 
σφαιρῶν ἐπιπέδου -- κεῖνται ἀνὰ τρία ἐπ᾽ εὐϑείας γραμμῆς καὶ 
ὁρίζουν τέσσαρες εὐθείας. ᾿Εὰν δὲ διὰ μιᾶς τῶν εὐθειῶν αὐτῶν 
φέρωμεν ἐπίπεδον ἐφαπτόμενον μιᾶς τῶν σφαιρῶν, τοῦτο θὰ ἐφά- 
πτεται καὶ τῶν δύο ἄλλων. 

ὋὙπάρχουν ὀκτὼ ἐν γένει λύσεις. 


Πρόβλημα 818 


1997. Διὰ σημείου Δ σφαίρας νὰ ἀχϑῇ τόξον μεγίστου κύκλον ἐφα- 
πτόμενον δοϑέντος μιχροῦ κύχλου (Β). 


Ἡ λύσις εἶναι ἀνάλογος τοῦ προ- 
Βλήνιατος τῆς 8 673, κιπαρατήρησις) εἰς 
τὴν ᾿Επιπεδομετρίαν. 

"Ἔστω ρ ἡ χορδὴ μεγίστου κύκλου. 
ἡ ὑποτείνουσα τὸ τόξον σ μεγίστου κύ- 
κλου καὶ ἀκτῖνα καμπυλόγραμιον τοῦ 
μικροῦ κύκλους Μὲ κέντρον Β καὶ 
καμπυλόγραμμον ἀκτῖνα 2σ γράφομεν 
κύκλον ἐπὶ τῆς σφαίρας καὶ τέμνομεν 
αὐτὸν εἰς Δ διὰ τοῦ κύκλου μὲ κέντρον 
Α καὶ ἀκτῖνα ΑΒ. 

᾿Εὰν φέρωμεν τώρα τόξον μεγίστου 
κύκλου κάθετον εἰς τὸ μέσον τοῦ τόξου 
ΒΔ, τὸ τόξον τοῦτο θὰ διαιρῇ εἰς δύο ἴσα. μέρη τὸ τόξον μεγί- 
στου κύκλου τὸ διερχόμενον διὰ τῶν Β καὶ Δ καὶ θὰ εἶναι ἐφα- 
πτόμενον τοῦ μικροῦ κύκλου. 


]Π]αρατήρησις. Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Γ ὁρίζεται διὰ τῆς τομῆς τοῦ 
κύκλου (Β) καὶ τοῦ τόξου τοῦ μεγίστου κύκλου τοῦ διερχομένουι 
διὰ τῶν Β καὶ Δ. 

Πρόβλημα 814 


1998. Νὰ γραφῇ τύξον μεγίστου κύκλου ἐφαπτόμενον δύο δοϑέντων 
μιχρῶν κύκλων. 


Ὃρίζομεν κατὰ πρῶτον ἕν τῶν κέντρων ὁμοιότητος τῶν δύο 
περιφερειῶν (8 1962). ᾿Ακολούθως, φέρομεν δι᾽ αὐτοῦ τόξον μεγί- 
στοῦ κύκλου. ἐφαπτόμενον ἑνὸς τῶν δοθέντων κύκλων. 


1106. Σημ. μετ. Ὁπότε θὰ ἤρκει ἡ ἀγωγὴ ἐπιπέδου παραλλήλου 
πρὸς τὸ ἀχθὲν ἐν τῇ παραγρ. ταύτῃ͵ χαὶ ἀπέχοντος τοῦ κέντρου τῆς μι.- 
χροτέρας σφαίρας ἀπόστασιν ρ. 
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Παραινήρησις. ᾿Επειδὴ ὑπάρχουν δύο κέντρα ὁμοιότητος καὶ ἐξ 
ἑκκάστου τούτων ἄγονται δύο ἐφαπτόμενοι μέγιστοι κύκλοι, θὰ 
ἔχχωμεν τέσσαρες λύσεις τοῦ προβλήματος, ὅταν οἱ δοθέντες κύ- 
κλλοι εἶναι ἐξωτερικοὶ ἀλλήλων. Ἂ 


Πρόβλημα 8185 


1999. Διὰ δύο δοϑέντων σημείων Α καὶ Β σφαίρας νὰ γραφῇ κύ- 
κλλος τῆς σφαίρας ἐφαπτόμενος δοϑέντος κύχλου (Γ) αὐτῆς. 

᾿Εργαζόμεθα καὶ πάλιν ἀναλόγως, ὡς καὶ ἐν τῇ Επιπεδομετρίᾳ. 

Διὰ τῶν Α καὶ Β γράφομεν κύκλον (Δ), τέμνοντα τὸν δοθέντα 
([Π) εἰς τὰ σημεῖα Ε καὶ Ζ. 'Ορίζομεν ἀκολούθως τὸ σημεῖον καθ᾽ 
Ὁ τέμνονται οἱ μέγιστοι κύκλοι ΑΒ καὶ ΕΖ καὶ δι᾽ αὐτοῦ γρόφο- 
μέεν τὸν μέγιστον κύκλον, τὸν ἐφαπτόμενον τοῦ κύκλου (Γ. 

᾿Εὰν Η εἶναι τὸ σημεῖον ἐπαφῆς, ὁ διὰ τῶν τριῶν σημείων 
Αι, Βι Η διερχόμενος κύκλος εἶναι ὁ ζητούμενος. 


Πρόβλημα 816 


᾿ 2000. Διὰ δοϑέντος σημείου Α σφαίρας νὰ γραφῇ κύκλος αὐτῆς 
ἑᾳφραπτόμενος δύο ἄλλων (Β) καὶ (ΓῚ. 


᾿Εργαζόμεθα ὡς καὶ εἰς τὴν ᾿Επιπεδομετρίαν. 

Εὑρίσκομεν ἔν τῶν κέντρων ὁμοιότητος Σ τῶν δύο κύκλων καὶ 
διιὰ τοῦ Σ φέρομεν μέγιστον κύκλον τέμνοντα εἰς Ε, Ζ τοὺς δύο 
κύκλους. Διὰ τῶν σημείων Ε, Ζ (ἀντιομολόγων σημείων) καὶ Α 
γιράφομεν περιφέρειαν, τέμνουσαν εἰς Δ τὸν μέγιστον κύκλον ΣΑ. 

Ὃ διὰ τῶν Α καὶ Δ κύκλος, ὁ ἐφαπτόμενος τοῦ ἑνὸς τῶν δο- 
θιέντων (Β) ἢ (Γ), εἶναι ὁ ζητούμενος. 


Πρόβλημα 817 


2001. Νὰ γραφῇ κύκλος σφαίρας ἐφαπτόμενος τριῶν ἄλλων δοϑέν 
τῶν κύκλων αὐτῆς. 
Ὡς καὶ εἰς τὴν ᾿Επιπεδομετρίαν, ἀναγόμεθα εἰς τὸ προηγού- 
μενον πρόβλημα. ἩΑῚ . 
Πρόβλημα 817---Ἰ 


2001 α. Κῶνος ἐκ περιστροφῆς ἔχει ἀχτῖνα βάσεως ρο χαὶ μῆχος γε- 
νετείρας λ. Ζητεῖται νὰ εὑρεθῇ ὁ συντομώτερος δρόμος ὃ ἐπὶ τῆς ἐπι- 
φανείας τοῦ κώνου τούτον, ὁ ἔχων. ἀρχὴν σημεῖον Α τῆς περιφερείας 
τῆς βάσεως καὶ τέρμα πάλιν τὸ Α ἀλλὰ διατέμνων πάσας τὰς γενετείρας 
τοῦ στερεοῦ. 

, Ὑποϑέσατε τὴν ἀκτῖνα ὁ ἴσην πρὸς τὸ ἕκτον, τέταρτον ἢ τρίτον τῆς 
γθνετείρας λ. ἧ 


Ἔστωσαν ΣΑ, ΣΒ αἱ δύο γενέτειραι εἰς τὰ ἄκρα Α, Β τῆς 
δεὰ τοῦ Α διαμέτρου τῆς βάσεως. 

᾿Εὰν ἀναπτόξωμεν τὸν κῶνον ἐπὶ ἐπιπέδου, λαμβάνομεν κυκλι- 
κὸν τομέα ΣΑ͂ Β΄ Α΄“, ἔχοντα ἀκτῖνα λ καὶ μῆκος τοῦ τόξου Α΄Β΄Α"" 
ἴσον πρὸς 2πρ. ᾿ ; ᾿ 

Εἰς τὸ ἐπίπεδον τοῦ τομέως τούτου ἡ βραχυτέρα ὁδὸς μεταξὺ 


τῶν Α΄ καὶ Α΄ εἶναι φυσικὰ ἡ εὐθεῖα Α΄Α΄“΄ Διὰ ρ -Ξ τε ἡ Α΄Α΄ 


7εωμετρία ω; 
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εἶναι ἴση πρὸς Ἀ, διὰ ρ -- ᾿ ἴση πρὸς ΧΑ Υ2 καὶ διὰ ρ.. : ἴση 
πρὸς ἃ 13. Αἱ εὐθεῖαι αὗται εἶναι αἱ ἀπεικονίσεις (ἢ ἀποτυπώ- 
ματα) τῶν ζητουμένων δρόμων ὃ ἐπὶ τοῦ ἀναπτύγματος. 


Παρατηορήσεις. ἴ) Διὰ ρ -ιν , θὰ ἠδυνάμεθα νὰ ζητήσωμεν τὴν 


βραχυτέραν ὁδόν. τὴν ἀναχωροῦσαν ἀπὸ τοῦ Α, ἐπανερχομένην 
εἰς αὐτὸ καὶ συναντῶσαν δύο φορὰς ἑκάστην γενέτειραν. 

᾿Αναπτύσσομεν πρὸς τοῦτο τὸν κῶνον δύο φορὰς (κυλίοντες 
δηλ. αὐτὸν δύο φορὰς ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου), λαμβάνοντες κ. τομέα 
Σ᾿ Α' ΒΑ" Β΄ Α΄“. Ἢ εὐθεῖα Α'Α΄΄Ξξὰ [3 εἶναι ἡ ἀπεικόνισις τοῦ 
ζητουμένου δρόμου ἐπὶ τοῦ ἀναπτύγματος. 

2) Εὔκολος εἶναι ἡ εὕρεσις ἀσκήσεων ἀναλόγων πρὸς τὴν προ- 
ηγουμένην. Δυνάμεθα λ.χ. νὰ ζητήσωμεν ἕν τῶν τριῶν μηκῶν ρ, 
λ καὶ ὃ, ὅταν δίδωνται τὰ δύο ἐξ αὐτῶν. (Βλ. Εἰ». ἀε ὡδοηιόίνὶα 
Ποϑορὶρίϊνο, το 1013). 


"Αοιϑμητικὰ προβλήματα - Σχέσεις 


Πρόβλημα 818 


2002. Εἰς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς κορυφῆς Σ κώνου πρέπει “νὰ 
ἀχϑῇ τομὴ (ΤΊ παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν Β αὐτοῦ͵ ἵνα τὸ ἐμβαδόν της 
εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς βάσεως ; 


Ἕστω υ τὸ ὕψος καὶ κ ἡ ἀπόστασις. Θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν 


"Ὁ Τἴ 
υΞξὌδ Β 2 
ἢ ΡΟ ΕΘΌΝ 0,707 


Πρόβλημα 819 


2003. Ἔστω (Τ), (ΤΊ δύο τομαὶ κώνου παράλληλοι πρὸς τὴν βάσιν 
Β αὐτοῦ καὶ τοιαῦται ὥστε 
Τ 


ΤΣ 2:8 
πὰ: 
Νὰ εὑρεϑοῦν οἱ λόγοι τῶν ἀντιστοίχων τμημάτων ἐπὶ τοῦ ὕψους τοῦ 
, 
Ἀώνον. 


"Ἔστωσαν χ, τ, ὺυ αἱ ἀποστάσεις τῶν τριῶν ἐπιπέδων ἀπὸ τῆς 
κορυφῆς. Θὰ ἔχωμεν : 


κ', Τ ' »-  υΥ̓́Σ 

ον -Ξ -Ὁ ἢ χΞΞ ξξυ.0,577..., 
τ Ὑ: Φι νὰ ΟΥ̓͂Σ 

ἔτ -ΞπΞτ ἣν ΞΞΞῈ- ξευ.0,816... 


1τος. 


Πρόβλημα 820 


2004. Εἰς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς κορυφῆς πρέπει νὰ ἀχϑῇ τοιὴ 
(ΤΊ παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν Β κώνου, ἵνα ὁ λόγος τῆς τομῆς ταύ- 
της πρὸς τὴν βάσιν νὰ εἶναι δοϑεὶς Καὶ ; 

χ ἢ τ Ἶ -- 
τ ξΞπ " καί κυ Υι- 


Προόβλημα 821 
2006. Νὰ τμηϑῇ κῶνος ὑπὸ ἐπιπέδου παραλλήλου πρὸς τὴν. βάσιν. 
εἰς τρόπον, ὥστε [ τομὴ αὕτη νὰ εἶναι ἰσο- 


δύναμος πρὸς τὴν κυρτὴν ἐπιφάνειαν τοῦ ὄρι- 
ξομένου κολούρονυ κώνου. 


Ἔστω ΑΒ --.᾿ὟῪλ, ΒΉ-Ξυ, ΑΗ ΞΕὀβ καὶ 
ΒΔ --χ. Θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν : 
π. ΜΔ-- πίΑΗ - ΜΔ ΑΜ. () 


᾿Αλλὰ ΜΔΒΣ, ΜΒ. ἢΣ 


Ὄ , 
πρπ πῶ τ πὶ 
ΑΗ- ΜΔ-- ΒΞ: δὼ), 
καὶ ἡ σχέσις (1) γίνεται 
ΒΤ ΒΩ Νὼ-ὦ) 
ἢ κοι ς λυ 
μ Σ᾿ ΒΈΧ᾽ 


ἐξ ἧς εὑρίσκεται τὸ κ. ᾿ 
Πρόβλημα 821--ἰ 


2006. Ἑὶς κῶνον ἐγγράφομεν κύλινδρον τοιοῦτον, ὥστε τὸ ὕψος αὐ- 
τοῦ νὰ ἰσοῦται πρὸς τὴν γενέτειραν τοῦ κώνου 
τοῦ ἑδραζομένου ἐπὶ τοῦ κυλίνδρον. Νὰ εὗ- 
ρεϑῇ ἡ ὁλικὴ ἐπιφάνεια καὶ ὃ ὄγκος τοῦ κυ- 
λίνδρου τούτου, συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος ο τῆς 
βάσεως καὶ τοῦ ὕψους νυ τοῦ ἀρχικοῦ κώνου. 


Ἔστωσαν ΑΒΓ καὶ ΡΜΝΠ αἱ τομαὶ 
τοῦ κώνου καὶ τοῦ κυλίνδρου δι᾽ ἐπιπέδου 
διὰ τοῦ κοινοῦ ἄξονος τῶν δύο σωμάτων 
ἀγομένου. 

Διὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦ σημείου Ρ, χρη- 
σιμοποιοῦμεν τὰ ὅμοια σχήματα" λαμβάνο- 
μὲν τὴν κάθετον ΑΛΞΞΕΑΒ, φέρομεν τὴν 
ΒΡΛ κλπ. 5. 

Ὃ ὑπολογισμὸς τῶν ΡΗ --- ἀκτὶς τοῦ δχ. 1:08. 
κυλίνδρου καὶ τοῦ ὕψους αὐτοῦ ΜΡ0 δὲν 
παρουσιάζει δυσκολίας. Εὑρίσκομεν 


ἐρξοςς ἰΆθεῦνς 
Στ Σ ἼἸχ-Ευ) 


( -Ξ- ΑΒ) 
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Πρόβλημα 822 


8007. Νὰ ὑπολογισϑοῦν ἣ ἐπιφάνεια χαὶ ὃ ὄγκος τῆς περιγεγραμ- 
μένης σφαίρας εἰς κανονικὸν τετρίεδρον ἀκμῆς α. . 


Ἕστω ΑΔ τὸ ὕψος ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΒΓ τῆς βάσεως ΑΒΓ τοῦ 
τετραέδρου: ἡ εὐθεῖα αὕτη εἶναι ἐπίσης 
διάμεσος καὶ διχοτόμος. τοῦ ἰσοπλεύρου 
τρινώνου ΑΒΓ. 

Τὸ ὑπὸ τῆς ΑΔ καὶ τῆς κορυφῆς Σ 
ὁριζόμενον ἐπίπεδον -- καὶ τὸ ὁποῖον ὑπο- 
θέτομεν κατακεκλιμένον ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου 
τῆς βάσεως -- εἶναι ἐπίσης διάμεσον, διχο- 
τομοῦν καὶ διὰ τοῦ ἐκ τοῦ Σ ὕψους τοῦ 
᾿ τετραέδρου ἀγόμενον. Γνωρίζομεν δὲ ὅτι 

Σχ. Ἰφοὶ, τοῦτο καὶ τὰ πέντε ἄλλα ἀνάλογα πρὸς 
αὐτὸ ἀγόμενα ἐπίπεδα διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου (8 1833). 

Ἔκ τούτων, τὰ τρία κάθετα ἐπὶ τὴν ἕδραν ΑΒΓ τέμνονται 

κατὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν--τὸ ὕψος ΣΕ τοῦ τετραέδρου--διαιρεῖ δὲ 


ἡ εὐθεῖα αὕτη τὴν διάμεσον ΑΔ εἰς τμήματα ἔχοντα λόγον Ξ. Τὸ 


αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸ ἐκ τοῦ Α ὕψος καὶ διὰ τὰ τμήματα εἰς 
ἃ διαιρεῖ τοῦτο τὴν διάμεσον ΣΔ τῆς ἕδρας ΣΒΓ. 

Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῆς ἀκτῖνος τῆς πΕΡΈΥΡαΙ ἐδ νῆς ὼ ἐς 
τετράεδρον σφαίρας, δηλ. τοῦ μήκους ΟΑΞΞΟΣ Ξ ΟΡ -Ξ ΟΓῃ. 
πρέπει νὰ εὕρωμεν τὴν θέσιν τοῦ Ο ἐπὶ τῆς ΣΕ. 

Ἔστω ΑΒ -ε-α. Θὰ εἶναι: 


α αΥ̓Ώ αυπτ 
ΒΔΈ-, ΑΔ πτπ, ΑΕ - - Υ3 
καὶ Σε--αζοαἷξ. 
γΥ3 
Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΕΟ καὶ ΑΖΔ λαμβάνομεν: 
ΑΟ ΑΔ ΑΕ..ΑΔ 
ΔΕ Ξ-Σ. λοτατσ ιν - τ Υσ. 
Ἑπομένως: 


᾿Επιφάνεια σφ. (0) -Ξ Ἵ- πα. 


"Ογκος σφ. (ογ----- πα ὙΣ. 


Πρόβλημα 828 


2008. Νὰ ὑπολογισϑοῦν ἢ ἐπιφάνεια καὶ ὃ ὄγκος τῆς ἐγγεγραμμέ- 
νης σφαίρας εἰς κανονικὸν τετράεδρον, ὡς καὶ τὰ ἴδια στοιχεῖα διὰ 
τὴν ἐφαπτομένην τῶν ἀκμῶν τοῦ τετραέδρου σφαῖραν. 


041 


᾿Επαναλαμβάνοντες τοὺς ἰδίους, ὡς καὶ προηγουμένως, συλλη- 
γισμούς, εὑρίσκομεν ὅτι ἀμφότεραι αἱ 
ζητούμεναι σφαῖραι ἔχουν κοινὸν κέν- 
τρον τὸ σημεῖον Ο. ᾿Επειδὴ τοῦτο ἴσον 
ἀπέχε!: τῶν κορυφῶν τῶν ἐδρῶν καὶ 
ἀκμῶν τοῦ τετραέδρου. Ἢ ἀκτὶς ρ τῆς 
ἐγγεγραμμένης σφαίρας ἔχει μῆκος ἴσον 
πρὸς τὸ ΟΕ, ἡ δὲ ἀκτὶς ρ΄ τῆς ἐφαπτο- 
μένης τῶν ἀκιιῶν εἶναι ἵση πρὸ. ὧδ. Εὐ- 
ρίσκομεν 


ρ΄ οε γα: ἍΕ: Ἶκ"- {15} 


ρ΄ Ὁ .Υ δῈ: ἘΔ! ππ Ἐ{Ξ- 5). 


ξεν: ἩΘΙΞΥ τὰς 
Ἔπιφ. σφαίρας (ρ) --- ΞΣ. Ἐπιφ. σφαίρας (ρ΄) - το ᾿ 


ε : γδς 2 
Ογκος σφαίρας (ρ) -- οἧς -’ Ὄγκος σφαίρας (ρ)-- Ἐτγ4α΄ 


2008 α. ΠΠαρατήοησις. “Η ἐπιφάνεια τῆς σφαίρα:; τῆς ἐφαπτομένη: τῶν 
ἀκμῶν τοῦ κανονιχοῖ' τρτοαέδρον εἶναι μέ ἄἀνάλογος τῶν ἐπιφανειῶν τῆς 
ἐγγεγραμμένης καὶ τῆς περιγεγραμμένης σφαίρας. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ 
τοὺς ὄγκους τῶν στερεῶν τούτων. 


Πρόβλημα 824 


2009. ᾿Ισόπλευρον τρίγωνον πλευρᾶς α στρέφεται περὶ μίαν πλευ- 
ράν του κατὰ ὁλύκληρον περιφοράν. Ποῖος ὁ ὄγκος τοῦ παραγομένυυ 
στερεοῦ : 

πα 


Εὐὑρίσκομεν : δε ΞΣ (α ἡ πλευρὰ τοῦ τριγώνου). 


Διὰ τὸ τυχὸν τρίγωνον. 


πὰ 5. 


λα Ν 


2010. ᾿Εφαρμογὴ τῶν ϑεωρημάτων τοῦ (τ] εἰ τπι. 


Εἰς τὸ ἀνωτέρω ζήτημα καὶ εἰς τὰ ὅμοια αὐτοῦ, δυνάμεθα νὰ 
ἐφαρμόζωμεν καὶ τὰ θεωρήματα τοῦ Οὐ] }π ((., ηὐ5. 903 καὶ 904). 
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Πρόβλημα 8285 


2011. Νὰ ὑπολογισθῇ ὁ ὄγχος τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγομένου διὰ πε- 
οἰστροφῆς ἰσοπλεύρου τριγώνου περὶ ἄξονα διὰ μιᾶς χορυφῆς τον ἀγό- 
μενον καὶ παράλληλον πρὸς τὴν ἀπέναντι αὐτῆς πλευράν. 


πα 
2 


Εὑρίσκομεν : ἍΞῚ 


Παρατήοησις. ᾿Εὰν ὁ ἄξων εἶναι τυχοῦσα εὐθεῖα διὰ τῆς κορυφῆς {μὴ 
διατέμνουσα τὸ τοίγωνον), ὁ παραγώμενος ὄγκος μεταβάλλεται μειαξὺ τῶν 
ἀριϑμῶν 

πα . πα 


γ και ὅτ 


Τὸ ἐλάχιστον λαμβάνεται, ὅταν ὁ ἄξων. διέρχεται διὰ μιᾶς 
πλευρᾶς" τὸ μέγιστον, ὅταν οὗτος εἶναι παράλληλος πρὸς πλευ- 
ροἀν τοῦ τριγώνου. 

Πρόβλημα 826 

2012. Εὔρετε συναρτήσει τῆς πλευρᾶς α κανονιχοῦ ἑξαγώνου, τὸν 
ὥγχον τοῦ παραγομένον στερεοῦ διὰ περιστροφῆς τοῦ σχήματος περὲ 
μίαν τῶν πλευρῶν του. ; 


Εὑρίσκομεν : ν -- Ξ πα. 
Πᾳαρατηρήσεις. 1) ᾿Εὰν ὁ ἄξων διέρχεται διὰ κορυφῆς Α καὶ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν διὰ τοῦ σημείου αὐτοῦ διάμετρον, 
χ -- 3πα’γΥ3. 


2) ᾿Εὰν ὁ ἄξων εἶναι τυχοῦσα εὐθεῖα διὰ τοῦ Α καὶ μὴ δια- 
τέμνουσα τὸ σχῆμα, ὁ παραγόμενος ὄγκος μεταβάλλεται μεταξὺ 
3 


(υι1π.) καὶ 3 παϑ Υ3 (να χ.)- 


π 
2 
Α Προόβλημα 827 


τῶν ὁρίων 


2013. Τρίγωνον περιστρέφεται περὶ τὴν συν- 

δέουσαν εὐθεῖαν τὰ μέσα δύο πλευρῶν του. 

Γ᾿ Ποῖος ὁ λόγος τῶν ὕγκων τῶν παραγομένων στε- 
ρεῶν ὑπὸ τῶν δύο τμημάτων τοῦ τριγώνου : 

"Ἔστω ΕΖΔ τὸ μέσον τρίγωνον τοῦ δο- 


θέντος. Τὰ τέσσαρα μικρότερα τρίγωνα τοῦ 
Π ὰ σχήματος εἶναι ἴσα καὶ 


τ Ἄχῶ, ν΄ Ξε ἴογκος (ΑΕΖ)--- Ὄγκος (ΕΔΖ) -Ξ 
ἘΣ Ξε "4 Ὄγκου (ΕΒΔ) ("":)}. 


111. Σ ημ. μετ. Τοῦτο καὶ ἀπ᾽ εὐθείας ἀποδειχνύεται ἀλλὰ καὶ διὰ 
τοῦ θεωρήματος τοῦ Ου]άϊη. Ἐπειδὴ τὰ ἐμδαδὰ τῶν τριγώνων τούτων 
εἶνα. ἴσα, αἰ δὲ ἀποστάσεις τῶν κ. θάρους αὑτῶν ἀπὸ τοῦ ἄξονος περι- 
τροφῆς εἶναι ὡς οἱ ἀριθμοὶ 1. 1. καὶ 2, 


104} 
᾿Ἐπειδὴ δὲ προφανῶς: 
ἴΟγκος (ΕΒΔ). Ογκος (ΖΔΓ), 
ἴὌγκος (ΕΒΓΖ) --ν -- 5 Γογκου (ΑΕΖ)}. 


ἕπεται 


Προόξλλημα 827--1 


2018 α. Συναρτήσει τῆς ἀκμῆς « χύβου, νὰ ὑπολογισθοῦν ἢ ἣ ἐπιφάνεια 
καὶ ὃ ὄγκος. τῆς περιγεγραμμένης͵ εἰς τὸν κύβον σφαίρας, τῆς ἐγγεγραιι- 
μένης εἰς αὐτὸν καὶ τῆς ἐφξαπτομένης τῶν ἀκμῶν αὐτοῦ. 


1) Τῆς ἐγγεγραμμένης σφαίρας ἡ διάμετρος εἶναι α, ἡ ἐπιφά- 
νεια παΞ καὶ ὁ ὄγκος Ξε: πα“. 

2) Τῆς ἐφαπτομένης τῶν ἀκμῶν, διάμετρος εἶναι ἡ διαγώνιος 
μιᾶς ἕδρας Ξ- αΥ2, ἡ ἐπιφάνεια 2 πα! καὶ ὁ ὄγκος τ πα Υ 2. 

3) Τῆς περιγεγραμμένης σφαίρας, διάμετρος εἶναι ἡ διαγώνιος 
τοῦ κύβου -Ξ αΥ̓́3, ἡ ἐπιφάνεια 3 πα: καὶ ὁ ὄγκος ΞΕ πα7.3. 


Πρόβλημα 828 


2014. Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Ο. Ζητεῖται ὕπως γρας ἢ περιφέ 
ΣΝ ΞΞς 


θεια μὲ κέντρον ο καὶ τοιαύτῃ, ὥστε, ἐὰν ἐκ 
τοῦ Α φέρωμεν τὴν ἐφαπτομένην αὐτῆς ΑΒ 
καὶ περιστρέψωμεν τὸ ὅλον σχῆμα. περὶ τὴν 
ΑΟ, ἡ ἐπιφάνεια ἥ παραγομένη ὑπὸ τῆς ΛΒ 
νὰ εἶναι ἰσοδύναμο: πρὸς τὴν τῆς σφαίρας (0). 


Ἔστω ΟΑ.--α, ΟΒτξρ, ΑΒ -:-:β. 


Ἢ κυρτὴ ἐπιφάνεια τοῦ παραγομένου 
κώνου εἶναι π.ΒΔ. ΑΒ. Θὰ ἔχωμεν: 


ΒΟΞΨ ρ᾿ ρ' α--ρ3 
ΔΟ--:-“ - Ὅκ τ΄ ΑΔ α«-Ε ΞΡ, 
ΒΔ᾽--αδ.δο. “ἰ Ρρ᾽ ρ' (α' πρ"ρ᾿͵ 


ΑΒ Ξ- ΑΟΞ.- ΟΒ᾽ Ξ αϑ -- ρ’ 
καὶ ἑπομένως 


Κυρ. ᾽'Επιφ. κώνου --π. ΒΔ.ΑΒ -Ξ- ΞΡ (αΞ -- ρ5). () 


ἫἩ ἐκιψάνεια τῆς σφαίρας εἶναι 4 πρ. ΓΑρα 


πρ (αϑ -- ρ}) 


Ξ ΞΞ- 4 πρϑ. 


᾿Απλοποιοῦντες διὰ ρ κλπ., εὑρίσκομεν 
ρ -- α(Υὃ8 -- 2). 
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Πρόβλημα 829 


2016. ᾿Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ στρέφεται περὶ ἄξονα κείμενον ἐν 
τῷ ἐπιπέδῳ του, κάϑετον ἐπὶ τὴν πλευρὰν ΒΓ ---Ο καὶ εἰς ἀπόστασιν 


τ λτ τορος δὺς ἐπτος ᾿ ..8ὰ πα . κ Σ 
ἀπὸ τοῦ ἐπ᾿ αὐτὴν ὕψους ἴσην πρὸς ---. Εὔρετε τὸν ὄγκον τοῦ παραγο- 
3 
μένου στερεοῦ. 
ὶ 3 Ἐπ 
Εὑρίσκομεν χ τες παλΥ3. 


Ἢ ὁλικὴ ἐπιφάνεια τοῦ στερεοῦ εἶναι 9 πα, ἐννεαπλασία τῆς 
τοῦ κύκλου μὲ ἀκτῖνα α. 


Πρόβλημα 880 
2016. Τυίγωνον ΑΒΓ περιστρέφεται περὶ ἄξονα παράλληλον πρὺς 


τὴν πλευράν του ΒΓ --α καὶ διερχόμενον διὰ τοῦ κέντρου βάρους αὐ- 
τοῦ. Ποῖοι οἱ ὕὥὄγχοι τῶν παραγομένων 


Α στερεῶν ὑπὸ τῶν δύο τμημάτων τοῦ 
ἢ τριγώνου ; - 
7 Ἕστω ΔΕ ὁ ἄξων περιστροφῆς 
͵ Ι καὶ υ τὸ ἐπὶ τὴν ΒΓ ὕψος τοῦ τρι- 
δ΄ Δ, νΡ .9 γώνου. Θὰ ἔχωμεν : 
: ἧὸς Ἢ 
[ Ἄν Αλξ, ΔΗ σθι, δὲς. 
ΕΞ ΨΥ ᾿ 
ἰατοὶκ ὡς ἀν ὩΣ ΞΈΞΕΙΞ Φέρομεν τὰς παραλλήλους ΕΖ 
Σχ. 1ουβ. καὶ ΓΘ. Τὸ τρίγωνον ΔΑΕ παράγει 


στερεὸν ἀποτελούμενον ἐκ δύο κώ- 
νων, ἐχόντων ἀκτῖνα ΑΛ βάσεως κοινὴν καὶ ἄθροισμα ὑψῶν τὴν 
ΔΕ. Ἑπομένως : 


ἢ .ς π,Ι ΑΛ. ΔῈ π 4υ' 2α ϑπαυ’ 
ἡ ΜΝ(ΑΔεΕ)- -----πτ τον τ - τπτ-- (Ὁ) 


2) Ο ὄγκος τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγομένου ὑπὸ τοῦ παραλλη- 
λογράμμου ΔΒΖΕ εἶναι ἴσος πρὸς τὸν ὄγκον τὸν παραγόμενον 
ὑπὸ τοῦ ὀρθογωνίου, τὸ ὁποῖον θὰ εἶχεν ΔΕ διὰ βάσιν καὶ ΛΗ 


διὰ ὕψος (Ο1}.1π): 
: υ' Ζ2α 2παυ! 
Δ ΔΒΖΕ)-Ξ π ΛΗ"ῦ. ΔΕ 3 γ᾿ (2) 


Ὃ δὲ ὄγκος ὁ παραγόμενος ὑπὸ τοῦ τριγώνου ΕΖΓ εἶναι δι- 
πλάσιος (5 2013) τοῦ παραγομένου ὑπό τοῦ ΕΓΘ-: 


Ν(ΕΖΓ) 2.- ΔΗΝ ΖΓ 2. δι πτ ς τέτο, (5) 
Ὥστε : 
Ψ(ΒΔΕΓ) -- (2) -.(3)-- ἔπτ-. (Ω 


Εἶναι δηλ. εὐ τἰνκοι τῶν στερεῶν τῶν παραγουμένων ὑπὸ τοῦ τοιγοίνουῦ 
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ΑΔΕ καὶ τοῦ τραπεζίουν ΒΔΕΓῚ ἔσοι, μολονότι αἱ ἀντίστοιχοι ἐπιφά- 
νειαι εἶναι ἄνισοι. Πράγματι 


4 τι 5 
(ΑΔΕ) ΞΞ τὸ οὔ. ἐνῷ (ΔΒΓΕ)-Ξ Ἴ8 “Ὁ- 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν ὁ ἄξων περιστροφῆς συμπίπτῃ πρὸς μίαν 
διάμεσον τοῦ τριγώνου, τὸ τρίγωνον διαιρεῖται εἰς δύο μέρη ἰσο- 
δύναμα. Διὰ πᾶσαν ἄλλην θέσιν τοῦ ἄξονος, διὰ τοῦ κ. βάρους 
πάντοτε τοῦ τριγώνου, τὰ μέρη ἔχουν ἀνίσους ἐπιφανείας καὶ ἡ 
διαφορὰ αὐτῶν γίνεται μεγίστη, ὅταν ὁ ἄξων εἶναι παράλληλος 
πρὸς μίαν τῶν πλευρῶν. Εἶναι δὲ τότε αὕτη ἴση πρὸς τὸ ἕνατον 
τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου. 

Εἰς οἱἰανδήποτε ὅμως ϑέσιν τοῦ ἄξονος, τὰ στερεὰ τὰ παοαγόμενα ἵπὸ 


τῶν δύο τμημάτων τοῦ τριγώνου εἶναι πάντοτε ἰσοδύναμια. 
. 


Πρόβλημα 881 


2017. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς κῶνον χύλινδρος τοιοῦτος. ὥστε ἣ κυρτὴ αὖ- 
τοῦ ἐπιφάνεια νὰ εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς 
τὴν κυρτὴν ἐπιφάνειιν τοῦ ἐπὶ τοῦ κυλίν- 
ὅρου ἑδραζομένου μικροτέρου κώνου. 


Θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν (σχ. 1269) : 
π.ΜΔ.ΜΒ --ῶπ. ΜΔ. ΜΡ, 
ἢ ΜΒ Ξε 2ΜΡὈ. 


Τὸ σημεῖον Μ ὁρίζεται ὡς καὶ εἰς 
τὴν 5 2006, ἀλλ’ ὅπου θὰ ληφθῇ 


ΑΛ το -Σ ΑΒ. ξα, 1260. 
Ὑπολογισμός. Ἔστω ΒΗ-Ξευ, ΑΗ τ-Ξβ, ΑΒ--ελ καὶ ΒΔ--κ. 
Θὰ εἶναι 
ΜΒ ΜΕΤ μΒ--λὶ 
Χ υ υ 
καὶ ΜΡΌυ --κ. 
“Αρα ἈΝ ι2υ--2κ 
υ 
καὶ χ--. 20; 
λ- 2υ 


πρόβλημα 891-- 
3018. “Ὅμοιον πρόβλημα : Ὃ λύγος τῶν δύο ἐπιφανειῶν νὰ εἶναι 
δοϑεὶς Ῥ. (σχ. 1269). 


. 2μυ! 


Εὑρίσκομεν τ᾿ τσυμν 
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ἸΠΙΠοόβλημα 852 


2019. ᾿Ανάλογον πρόβλημα: Οἱ ὄγκοι τῶν δύο σωμάτων νὰ εἶἴ- 
ναι ἴσοι. 


3 
Θὰ πρέπει: ΞΔ ΒΔ. τ Μδι, ΜΡ, 
ΒΔ 
τ ΞΞ- ΜΡ, 
'Ἑπομένως : ἈΞ -- υ -- χ, 
: .᾿ 809 
καὶ περ τ τε 


Πρόβλημα 8382--1 


2020. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς κῶνον κύλινδρος τοιοῦτος, ὥστε ἣ κυρτὴ 
ἐπιφάνεια τοῦ ἐπὶ τοῦ κυλίνδρου ἑδραζομένου κώνου νὰ εἶναι ἰσοδύνα- 
μος πρὸς τὸν κυκλικὸν δακτύλιον, τὸν ὑπὸ τῶν περιφερειῶν τῶν βά- 
σεων τοῦ ἀρχικοῦ κώνου καὶ τοῦ κυλίνδρου ὁριζόμενον. 

Θὰ ἔχωμεν: 

πΜΔ. ΜΒ -- π(β3 --- ΜΔ3), 
ἤ, ἀφοῦ 


υ 
βλχ᾽ . ,.. β᾽χ᾽ 
Ὁ» ΞΡ’ τ τὴν 
Σ.. 1510. καὶ Ἐν ΟΝ 


Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν εὕρεσιν τῆς πλευρᾶς χ τετρα- 
γώνου, ἔχοντος λόγον πρὸς ἄλλο τετράγωνον ἴσον πρὸς τὸν λό- 
γον δύο μηκῶν. 


Πρόβλημα 832--| 
2021. ᾿Ανάλογον πρόβλημα: Ἢ 


ὁλικὴ ἐπιφάνεια τοῦ μικροτέρου κώνου 
νὰ ἔχῃ λόγον πρὸς τὴν ὁλικὴν ἐπιφά- 


νειαν τοῦ κυλίνδρου δοϑέντα -ἕ 


πΜΔ. ΜΒΊΕπμδ μ 
2πΜὰ ΜΡΉ2πΜ Δ ν᾿ 
τ πος ϑεκόλῳ ᾿Επειδή, ὡς εἴδομεν, 
Β 
Σχ, 181. λχ 


τοὶ μδ- θὴ καὶ ΜΡ- αν 
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ἡ ἀνωτέρω σχέσις γράφεται 


βχ λυ ἘβΧ’ Ομ 
βχ (υ -- υχ) ᾳ :-β᾽χ ν᾿ 
ἐξ ἧς, μετὰ ἁπλοποιήσεις καὶ ἀναγωγάς, 
2 μυϑ 


ΣΤ ΖμυτΈνχ ἘΠ τ Ζ,)β᾽ 
Δύναται δηλαδὴ νὰ θεωρηθῇ τὸ μῆκος κα ὡς τετάρτη ἀνάλογος 
γνωστῶν μηκῶν. 


Πρόβλημα 838 


2022. ᾿Ἐπὶ τῆς πλευρᾶς τετραγώνου καὶ ἐξωτερικῶς αὐτοῦ κατα- 
σχενάζομεν ἰσόπλευρον τρίγωνον καὶ περιστρέφομεν τὸ σχηματισθϑὲν 
πεντάγωνον περὶ μίαν τῶν ἐξωτερικῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου, Ποῖος ὁ 
ὄγχος τοῦ παραγομένον στερεοῦ ; 


Εὐρίσκομεν : 
8 --- 
ν - 98 273). 


Πρόβλημα 884 


2023. Τετράγωνον πλευρᾶς α περιστρέφεται περὶ ἄξονα διὰ μιᾶς 
κορυφῆς ἀγόμενον καὶ κάϑετον ἐπὶ τὴν διὰ τῆς κορυφῆς ταύτης διαγώ- 
νιον. Ζητοῦνται ὁ ὄγκος καὶ ἧ ἐπιφάνεια τοῦ παραγομένον στερεοῦ. 


ν -- πα Υ2ῶ, ΕἘ-- 4παΥ72. 
Πρόβλημα 885 


2024. Κανονικοῦ ἑξαγώνου πλευρᾶς α, προεχτείνομεν τὴν πλευρὰν 
ΑΒ αὐτοῦ εἰς μῆκος ΑΘ-ΞΞα καὶ εἰς τὸ σημεῖον Θ φέρομεν κάϑετον 
ΜΝ ἐπὶ τὴν ΑΒΘ. Ζητοῦνται ὁ ὄγκος καὶ ἣ ἐπιφάνεια τοῦ παραγομέ- 
νου στερεοῦ διὰ περιστροφῆς τοῦ ἑξαγώνον περὶ τὸν ἄξονα ΜΝ. 


μ." 
πο ΕΝ Ε -- 18 πα’. 


Ποόβλημα 886 


2025. 'Ομοίως : Τὸ ἑἐξάγωνον περιστρέφεται περὶ ἄξονα διερχόμε- 
νον διὰ μιᾶς κορυφῆς του Α καὶ κάϑετον ἐπὶ τὴν εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ 
ἀκτῖνα ΟΑ. 5Ξ ἢ 

ν -- 3παῦ ῦ3, Ε--Ί2πα". 


πρόβλημα 857 


3026. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ ὄγκος τοῦ στερεοῦ τοῦ παραγομένου διὰ περι- 
στροφῆς κανονιχοῦ ἡμιδεκαγώνου περὶ τὴν διάμετρον αὐτοῦ. ᾿ 


Α΄. Τρόπος. 'Ο ὄγκος ὁ παραγόμενος ὑπὸ κανονικοῦ πολυγῶνι- 
κοῦ τομέως περιοτρεφομένου περί ἄξονα τοῦ ἐπιπέδου του καὶ 
διὰ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας διερχομάνου, 
εἶναι ἴσος πρὸς τὸ τρίτον τοῦ γινομένου τῆς ἐπιφανείας, ἣν γρά- 
φει ἡ πολυγωνικὴ γραμμή, καὶ τοῦ ἀποστήματος αὐτῆς. 
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᾿ 2 Ἶ 
πίοης : Ο ἴδιος ὄγκος εἶναι ἴσος πρὸς τὰ -τ τοῦ ὄγκου τοῦ 


κυλίνδρου, τοῦ ἔχοντος ὡς ἀκτῖνα βάσεως τὸ ἀπόστημα τῆς κα- 
νονικῆς γραμμῆς καὶ ὡς ὕψος τὴν προβολὴν αὐτῆς ἐπὶ τοῦ ἄξονος 
περιστροφῆς. 

Β΄. Τρόπος. Διὰ προβολῆς ἐπὶ τοῦ ἄξονος τῶν κορυφῶν τῆς πο- 
λυγωνικῆς γραμμῆς, ἡ γενέτειρα ἐπιφάνεια εὑρίσκεται ἀποτελου- 
μένη ἐκ δύο ἴσων τριγώνων εἰς τὰ ἄκρα τῆς διαμέτρου-- ἄξονος, 
ἐκ δύο ἴσων τραπεζίων καὶ ἐξ ἑνὸς ὀρθογωνίου. Τὸ παραγόμενον 
ἑπομένως στερεὸν ἀποτελεῖται ἐκ δύο ἴσων κώνων, δύο ἴσων κο- 
λούρων κώνων καὶ ἐξ ἑνὸς κυλίνδρου. 


Ποόβλημα 888 


3027. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοθεῖσαν σφαῖραν ὀρϑὸς κυκλικὸς κύλινδρος, 
ἰσοδύναμος πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν σφαιριχῶν τμη- 
μάτων τῶν ἐχόντων ὡς βάσεις τὰς βάσεις τοῦ κυ- 
λίνδρον. 

Νὰ ὑποδειχϑοῦν καὶ αἱ γεωμετρικαὶ κατασκεναὶ 
διὰ τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος. 


"Ἂς παραστήσωμεν διὰ χ τὴν ἀκτῖνα τοῦ 
κυλίνδρου, τ τὸ ὕψος ἑκάστου τμήματος καὶ 
διὰ " τὴν ἀκτῖνα τῆς σφαίρας. 

Ὃ ὄγκος τῶν δύο τμημάτων εἶναι 


χ -Ξ 2 ς-- πγϑ τῷ πνχῦ) . 
καὶ ὁ ὄγκος τοῦ κυλίνδρου ἴσος πρὸς 2πκ'Ῥϑ(ρ --- υ). Ἑ πομένως: 
τ γ᾽ ἘΞ αὖ ΞΕ χ"(ρ -- "), 

1 3 ᾿ 
ἢ --"- ν᾽ (.-- 32): (; 
Τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΟ δίδει: 

χ᾽ τερ" -ρ -- γ)"} ΞΞ δρς» --σ 

καὶ ἡ ἐξίσωσις (1) ἀνάγεται εἰς τὴν δευτεροβάθμιον πρὸς τ: 


τ᾽ πϑργ τ τξ ρ"- 0, 


μὲ ρίζας 
γι. 3 ΡΥ͂3 
“3 ΡΥ3 
ΣΟ ΞΕ ἘΣ ΡΥΣ τς λον 


ἐκξτῶν ὁποίων ἡ πρώτη εἶναι ἀπαράδεκτος, ἐπειδὴ εἶναι μεγαλυ- 
τέρα": τῆς ἀκτῖνος ρ. 
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ρΥϑ 
2 
τὸ ἀπόστημα κανονικοῦ ἑξαγώνου καὶ ὩΣ τὸ ὕψος τοῦ ἐγγεγραμ- 


Κατασκευὴ τῆς ρίζης ντ΄΄. Αὕτη εἶναι. ἄμεσος, ἀφοῦ εἶναι 


μένου εἰς μέγιστον κύκλον τῆς σφαίρας ἰσοπλεύρου τριγώνου. 
Πρόβλημα 8389 


2028. Μὲ κέντρα τὰς κορυφὰς κύβου καὶ κοινὴν ἀχτῖνα τὸ ἥμισυ 
τῆς ἀκμῆς αὐτοῦ γράφομεν σφαίρας. Ποῖος ὁ ὄγκος τοῦ μεταξὺ τῶν 
σφαιρῶν τούτων στερεοῦ Σ καὶ ποία ἡἣ ἀχτὶς τῆς ἰσοδυνάμου πρὸς αὐτὸ 
σφαίρας ; 

Εἶναι φανερὸν ὅτι ἕκαστον τῶν ἐντὸς τοῦ κύβου τμημάτων τῶν 
ὀκτὼ σφαιρῶν εἶναι τὸ ὄγδοον τῆς ἀντιστοίχου σφαίρας. Ε πομένως 


α΄. 


Ν (Σ) -ξ- κύβος --- ὀκτὼ ὀγδοημόρια σφαίρας ἀκτῖνος 5. Ξ 


τος (8)-- 0 - 8). 


ἊΑν χ εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς ἰσοδυνάμου πρὸς τὸ στερεὸν Σ σφαί- 
ρας, θὰ ἔχωμεν 


καὶ χ-Ξ--- 


Πρόβλημα 899--] 


ἊΝ : 
2029. Δύο ἴσαι καὶ ἐξωτερικχῶς ἀλλήλων κείμεναι" σφαῖραι ἔχουν 
ἐλαχίστην ἀπόστασιν τῶν ἐπιφανειῶν των (διαφορὰν ἀϑροίσματος ἀκχτί- 
νων ἀπὸ τῆς διαχέντρου) α. Ποῖος ὁ ὄγκος τοῦ μεταξὺ τῶν σφαιρῶν 
καὶ τοῦ περιγεγραμμένου εἰς αὐτὰ κυλίνδρου περιδχομένου στερεοῦ; 


Ἔστω ρ ἡ κοινὴ ἀκτὶς καὶ α-Ζ2ρ τὸ ὄψος τοῦ κυλίνδρου. 
Τὸ ἐν λόγῳ στερεὸν εἶναι ἡ διαφορὰ ἀπὸ τοῦ κυλίνδρου δύο ἴσων 
ἡμισφαιρίων. ΓΑρα: 


ν τε πρ' (α -Ε 2ρ) -- -Ξ- πρϑ-- πρ’ Ξ' ρα). 


Πρόβλημα 840 


2030. "Ἐπὶ δοιζοντίου ἐπιπέδου στηρίζεται κῶνος διὰ τῆς βάσεώς 
του, ὡς καὶ σφαῖρα ἔχουσα διάμετρον τὸ ὕψος τοῦ κώνου. Εἷς ποίαν 
ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς κορυφῆς τοῦ κώνου πρέπει νὰ ἀχϑῇ ὁριζόντιον ἐπί- 
πεδον, ὥστε αἱ τομαὶ ὑπ᾽ αὐτοῦ τῶν δύο στερεῶν νὰ ἔχουν λόγον δο- 


ϑέντα -ἢ ; 
Υ͂ 


“Ἑστω α ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας, βὶ ἡ τῆς βάσεως τοῦ κώνου καὶ 
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κ ἡ ζητουμένη ἀπόστασις. Τὸ ὕψος τοῦ κώνου εἶναι 2α. Διά τὴν 
ἀκτῖνα β΄ τῆς τομῆς τοῦ κώνου θὰ ἔχωμεν 


Β΄ κ μᾳ--βκ 
βΒβ᾽ 2αι᾽ ᾿"2α 
καὶ πβ΄: ΞΞ ἜΣ 


Ἢ ἀκτὶς α΄ τῆς τομῆς τῆς σφαίρας εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν 
τμημάτων χ καὶ 2α ---κ τῆς διαμέτρου. Ἑπομένως : 


πα΄" Ξ- πκ (2α -- χ). 


Κατὰ τὸ ἐπίταγμα τοῦ προβλήματος, ὁδηγούμεθα εἰς τὴν ἐξί- 
σωσιν : 
πβῆχ3 


4 αϑ 


: πχ (.α-- «)---Ὁ, 


8 αμ 
ὲ Ξε τς Ξε 
ξ ἧς Χ βν ἐᾷ αν 
Παρατήρησις. Διὰ μΞξεν, λαμβάνομεν 
-ὀ 485 
Ἐπ ρει Φατ᾽ 
Εἰς τὴν εἰδικὴν περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν ἡ βάσις τοῦ κώνου εἶναι 
ἴση πρὸς μέγιστον τῆς σφαίρας κύκλον, δηλ. διὰ βεΞξα, εὑρίσκομεν : 


πο ΤΣ 


Πρόβλημα 841 


2091. Δοθέντος ἰσοπλεύρου κώνου ἐγγεγραμμένον εἰς σφαῖραν, νὰ 
ἀχϑῇ ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὴν βά- 
σιν τοῦ κώνου καὶ τοιοῦτον, ὥστε ἧ δια- 
φορὰ τῶν τομῶν τῶν δύο στερεῶν ὑπ᾽ αὐ- 
τοῦ νὰ εἶναι δοθεῖσα πα. 

Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ ἐπιπέδου ἡ δια- 
φορὰ αὕτη καϑίσταται μεγίστη ; 


Ἢ ἀκτὶς τῆς βάσεως τοῦ κώνου εἶ- 
ναὶ τὸ ἥμισυ τῆς πλευρᾶς τοῦ ἐγγε- 
γραμμένου ἰσοπλεύρου τριγώνου εἰς μέ- 
γιστον κύκλον τῆς σφαίρας : 


ΠΡ. 913 ΒΕ 
ΔΓ ΒΓ: Ἐς, δο- -. 


Ἔστω ΑΕ -Ξ-κχ. Ἡ διαφορὰ τῶν δύο 
τομῶν εἶναι 


Δ-:- πίΕθ’-- ΕΖ"). 
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Ἔκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων ΑΕΖ, ΑΔΓ, ἔχομεν 


ΒΓΥ͂Ξ3 
ΑΕ ΑΔ, κ 2 Ὶ- ΤΟΥΣ 
7 ΓΤ ΤῈΣ Ἐπ’ τ" 
2 


Ἔπίσης ΕΘ'ΞΞΕΑ «ΕΗ -πκκ (2ρ -- κ). Ἑπομένως: 
ἊΝ 
π (- (2ρ -- χ)-- Ξ) --πα», 


εἶναι ἡ ἐξίσωσις, ἡ προσδιορίζουσα τὴν ἀπόστασιν τοῦ τέμνοντος 
ἐπιπέδου ἀπὸ τῆς κορυφῆς τοῦ κώνου. ᾿Επειδὴ δὲ ἐκ ταύτης ἕπεται 


Ξ.,-- Ὁ --.35. α: 
-.Ρ χχπ-πγα. 


τὸ μῆκος κ κατασκευάζεται κατὰ ἐν 88 296, 297 ἐκτεθέντα. 
Μέγιστον. Τὸ μέγιστον τῆς διαφορᾶς Δ λαμβάνεται ὅταν αἱ δύο 


πλευραὶ τοῦ ὀρθογωνίου (.5» - χ) εἶναι ἴσαι πρὸς τὸ ἥμισυ 


τοῦ σταθεροῦ ἀθροίσματος 3. τῶν πλευρῶν του, δηλ. διὰ 


χΞε -Ξρ. 


γ᾽ 
Πρόβλημα 841--] 


2032. Ἑϊς ἡμισφαίριον εἶναι ἐγγεγραμμένος κῶνος. Ζητεῖται ὕπως 
ἀχϑῇ ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς 
τὴν βάσιν τοῦ κώνου καὶ τέμνον 
τὰ στερεὰ εἰς τρόπον, ὥστε ἧ 
διαφορὰ τῶν τομῶν νὰ ἔχῃ δο- 
ϑεῖσαν τιμὴν πα. 


Ἔκ τοῦ σχήματος 1274 λαμ- 
ν: 


ΕΘ ΞΞξ2ρχ -- χ᾽, ΕΖ5-:-Ξ- χῦ, 
ἘΘΞ -- ΕΖ᾽ -- 2ρχ --- 2 χϑ--ξ α", 
ἢ 2χρ --- χ) Ξε α3. 

Μέγιστον. Τὸ γινόμενον 
; κίρ --- χ), 


τοῦ ὁποίου τὸ ἄθροισμα τῶν παραγόντων εἶναι σταθερὸν -Ξ- 2ρ, 
γίνεται μέγιστον διὰ 


χτερ--χ, δηλ. διὰ χ---. 
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Παρατήρησις. ᾽Εὰν ζητῆται ὅπως ὁ λόγος τῶν τομῶν εἶναι δο- 
θεὶς Ἕ , θά ἔχωμεν τὴν σχέσιν 
π.ΕΘ: .μἜ 


ποῖ . 2ρχ -- χῦ 
π.ιΕ252. Ἐἔν χ᾿' 
᾽κ ταύτης εὑρίσκεται--καὶ εὐκόλως κατασκευάζεται--τὸ ἄγνω- 
στον μῆκος χ. 


Προόβλημα 841--11 
2038. Εῤς τὸ ἴδιον σχῆμα (1274), νὰ ἀχϑῇ τὸ ἐπίπεδον οὕτως, 


ὥστε ἧ σφαιρικὴ ζώνη ΘΑΚ καὶ ἣ κυρτὴ ἐπιφάνεια τοῦ κώνου ΖΑΗ 


νὰ ἔχουν λόγον δοϑέντα Ἐ. 


Ἔμβ. ζώνηςΞΞ 2πρ.Χχ. 
Ἔμβ. κυρτῆς ἐπιφ. τοῦ κώνου--π.ΕΖ.ΑΖ--πχ. ΧΥ͂Ζ. 


“ὥστε: 
μ 2πι. 2ρ 
ν παῖ χύ 
καὶ .---20. ν, 
2 


Παρατήρησις. Θεωροῦντες τὴν προέκτασιν τοῦ κώνου πέραν τῆς 
βάσεώς του καὶ τὸ τέμνον ἐπίπεδον κάτωθεν αὐτῆς, δυνάμεθα νὰ 
ζητήσωμεν, ὅπως αἱ ἀντίστοιχοι πρὸς τὰς προηγουμένας ἐπιφά- 
νειαι εἶνα ᾿ σοδύναμοι. 

Θὰ ἔχωμεν τότε μ-εν καὶ χ ΞερύΖ. Τὸ τέμνον ἐπίπεδον ἄγε- 
ται εἰς ἀπόστασιν ΑΛ ἀπὸ τῆς κορυφῆς, ἴσην πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΓ 
τοῦ ἐγγεγραμμένου τετραγώνου εἰς μέγιστον κύκλον τῆς σφαίρας. 


Πρόβλημα 841--111 


3084. Νὰ τμηϑῇ σφαῖρα ὑπὸ ἐπιπέδου κατὰ τρόπον, ὥστε ἢ δια" 
φορὰ τῶν λαμβανομένων ζωνῶν νὰ εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὴν τομὴν 
τῆς σφαίρας καὶ τοῦ ἐπιπέδου. 

"Ἔστω χκ ἡ ἀπόστασις τοῦ ἐπιπέδου ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς 
σφαίρας. “Ξ Ξ 

Ἢ ἀκτὶς τῆς τομῆς εἶναι 7" --- χ' καὶ τὰ ὕψη τῶν δύο ζω- 
νῶν ρ-Ἐχ καὶ ρ--χ. Τὰ ἐμβαδὰ ἑπομένως τῶν ζωνῶν ἔχουν 
διαφορὰν 

2πρίρ -Ἡ χ) -- Ζπρίρ -- χ) ΞΞ 4πρχ 
καὶ ἡ εἰς τὴν ἐκφώνησιν τοῦ προβλήματος σχέσις μᾶς ὁδηγεῖ εἰς 
τὴν ἐξίσωσιν δ 
4πρχ -- π(ρ -- χϑ), 


ἐξ ἧς χ-ερί(--2-ΕΥ̓ὦἑ). 


᾿Επειδὴ τὸ μῆκος α “ρ, ἐκ τῶν δύο λύσεων παραδεκτὴ εἶναι 
μόνον ἡ θετική, κ ΞΞρ (15-- 2. 
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Πρόβλημα 842 


2085. Εἰς ἡμικύκλιον κέντρου ο φέρομεν χορδὴν ΑΒ “παράλληλον 
πρὸς τὴν διάμετρον ΓΟΔ καὶ περιστρέφομεν τὸ σχῆμα περὶ τὴν διάμε- 
τρον ταύτην. 

Ζητοῦνται : 1) Νὰ ὑπολογισϑῇ ὁ ὄγχος τοῦ 
στερεοῦ τοῦ παραγομένου ὑπὸ τοῦ τμήματος 
ΓΑΒΔ τοῦ ἡμικυκλίον. 

2) Νὰ συναγάγωμεν ἐξ αὐτοῦ τὸν ὄγκον τοῦ 
σφαιρικοῦ δαχτυλίου, τοῦ παραγομένου ὑπὸ τοῦ 
κ᾿ τμήματος ΑΜΒ καὶ νὰ ἐπαληϑεύσωμεν τὸ 
ἐξαγόμενον ὑπολογίζοντες ἀπ᾽ εὐθείας τὸν ὄγχον 
τοῦτον. 

8) Νὰ “εὕρωμεν τὴν σχέσιν ἥτις πρέπει νὰ συν- 
δέῃ τὰ μήκη ΑΒ καὶ ΓΔ, ἵνα ὃ ὄγκος τοῦ ὑπὸ τοῦ κ. τμήματος παρα- 
γομένου σφαιρικχοῦ δακτυλίου εἶναι ἴσος πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ ὄγκου τῆς 
σφαίρας. 

Ἔστω: ΟΓτ-ξρ, Αβξ-δλ, ἀὐΐξξμ, 

ΑΓ -ευξερ--λ. 

1) Τὸ ὑπὸ τοῦ τμήματος ΓΑΒΔ παραγόμενον στερεὸν ἀποτε- 
λεῖται ἐξ ἑνὸς κυλίνδρου καὶ ἐκ δύο ἴσων σφαιρικῶν τμημάτων 
μὲ μίαν βάσιν. Θὰ ἔχωμεν 


Ογκος κυλίνδρου -- πμ". 2λ. 


Σχ. 1215. 


"Ὄγκος τῶν 2 σφαιρ. τμημάτων -- 2 [- πυϑ-Ὲ ΕΣ πμὴ] Ξε 


ἑ 


-α [ἘΞ 35 εμερ--λ)]}: 
Προσθέτοντες καὶ ἐκτελοῦντες πράξεις τινάς, λαμβάνομεν 
ν(ΓΑΒΔ) -- π [μ"(ρ -Ελ) Ὁ -{6--}1. () 
᾿Αλλ' εἶναι ἐκ τοῦ σχήματος : 
ἔπη: ΞΟ ΘΙ ΕΘΑΎΞΕΡΙ 
καὶ ὁ τύπος (1) γράφεται 


ΝΙΓΑΒΔ)-- πα [τ -- λὴ.(».Ὁ})-Ε (6: 95]. Φ κρρ -- λὴ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ὁ ὄγκος τῆς σφαίρας εἶναι φ πρϑ' ἄρα: 
(ΑΜΒ) -Ξ Ξ- πρ' -- Ψ(ΓΑΒΔ) -- -ξ- πὰ". 


Δι᾿ ἀπ᾽ εὐθείας ὑπολογισμοῦ τοῦ ὄγκου τοῦ σφαιρικοῦ τούτου 
δακτυλίου εὑρίσκομεν : 


Ν(ΑΜΒ) -- -- π(2λ}»-- Ξ τπλ». 


'ἹΓεωμετρία 67 
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3) Διὰ νὰ εἶναι ὁ ὄγκος τοῦ σφαιρικοῦ δακτυλίου ἴσος πρὸς 
τὸν ἥμισυ ὄγκον τῆς σφαίρας, θὰ πρέπει νὰ ἔχωμεν: 


4 4 
Ξ πλ' ΞΞ Ξ π (ρ" -- λ5). 
Ἐκ τῆς σχέσεως ταύτης λαμβάνομεν: 


3 3 
λ-- γα ἢ ΑΒ-ε:2λι:ρῦ -ερ (1,587...) 
Πρόβλημα 848 
3036. Νὰ ὑπολογισθῇ ἢ δίεδρος γωνία δύο διαδοχικῶν ἑδρῶν εἰς 
ἕκαστον τῶν πέντε κανονιχῶν καὶ κυρτῶν πολνέδρων. 
Κανονικὸν τετράεδρον, (α) 
συνδ---, ὃ ΞΞ- 70931', 722... 
Πᾳαρατήρησις. Διὰ τὰ ζητήματα τῶν παραγράφων 2036 ἕως 204, 
βλέπε 2αν καὶ 3ην ἔκδοσιν τοῦ παρόντος ἔργου. 
Κανονικὸν δξάεδρον (κύβος) (β) 
Αἱ διαδοχικαὶ ἕδραι εἶναι κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας καὶ ὃ -- 909. 
Κανονικὸν ὀκτάεδρον (Υ) 
2037. συν (:) -ς- ἢν, δ-- 099 28’, 24... 
2 [3᾽ . 
Κανονικὸν δωδεκάεδρον (δ) 


3098. τῳ (2) «Ὑ: 1. δ-- 116933’, 80... 


Κανονικὸν εἰκοσάεδρον (ε) 


2099. εἰν (2) - ἘΞΞ. ὃ -- 1380 11', 60... 


Πρόβλημα 844 
3040. δι΄ ἕκαστον τῶν πέντε κανονικῶν κυριῶν πολυέδρων, νὰ ὑπο- 
λογισϑοῦν συναρτήσει τῆς ἀχμῆς α. 
1) Ἢ ἀκτὶς ἢ τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ Ε τῆς περιγεγραμμένης σφαίρας. 
2) Ἢ ἐπιφάνεια Ε καὶ ὁ ὄγκος Χ' αὐτοῦ. 
Κανονικὸν τετράεδρον (α) 


ΑΙ ἀκτῖνες ρ καὶ ΒΕ ὑπελογίσθησαν προηγουμένως (588 2007, 2008). 
Εὔρομεν: 


αΥθ 
ποῦ --α.0,20408.... 
κ--“ 78 Ξε α.0,81631..». 


3 


χγ-- - ---αϑ.0,11785... 


Κανονικὸν ἑξάεδρον (β) 


α 
ρξΞ-σξῦβα 


κ-- 5 ΕΣ Ξι α.0,86602... 
Ε-:--.:6 α᾽ 
ν ΞξΞ α". 


Κανονικὸν ὀκτάεδρον (Υγ) 


α γΞ: ἣ 

ρ--» “Ξ- κεα.0,40824... 
« 
2 


Ε--2α» Υ3 --α.3,46410.... 


8 
ᾳ ΤΣ, 0,47140... 


γΞ 
Κανογικὸν δωδεκάεδρον (ὃ) 


αἽ]25ΈἘΠΥ5 αι 11135...Ψ 


᾿ς 56 {47-Ἐ 2175 
γ ΞΞ Ρ] γ33: 5: - ἴτω... 


Κανονικὸν εἰκοοάεδρον (ε) 
α [7 375 


ρ-- -Ξ {[{--Ξ3|2-3- -- α.0,755756.. 


᾿-- ΦΊΞΕΤ5. « ορσο.,. 
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Ἐ--5α373 --α’.8,66025... 


γι ϑα 7.375. 
ἐν τ 12 


6 


Ξτξ α.2,182.., 


2041. Σημείωσις. Εἰς τὰ Αγεμὶνες ὧἀο Δα(μένιαιπι65 εἰ ἀ6 Ῥὴν- 
σἰο5 (τόμ. ΨἸΝ, 1876), ὁ Οεξοτρεβ ᾿οβίογ ἔχει δημοσιεύσει μίαν 
πολὺ ἐνδιαφέρουσαν μελέτην ἐπὶ τῶν ἀκτίνων τῶν τριῶν σφαιρῶν, 
ἂς δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν εἰς ἕκαστον τῶν κανονικῶν πολυέ- 
ὅρων (ἐγγεγραμμένης (ρ), περιγεγραμμένης (ΒΕ) καὶ ἐφαπτομένης 
τῶν ἀκμῶν τοῦ πολυέδρου (ρ΄}), ὡς καὶ ἐπὶ τῶν σχέσεων τῶν συν- 


δεουσῶν αὐτάς. 


Αἱ ἀκτῖνες (ρ) διὰ τὰ πολύεδρα ταῦτα εἶναι 
- αΥ̓́Σ 
2 


αΥ̓́2 
ριΞΞ: Δ . βιΞΞ 
α (75 -Ἐ 1): 
β.. ΞΞ τ πε 


ρου ΞΞ 


4 


α 
βρετετσ' 
α(5- 1 


ΑἹ δὲ σχέσεις, αἱ συνδέουσαι τὰς τρεῖς ἀκτῖνας ρ, ΚΕ καὶ ρ΄ 


εἰς ἕκαστον πολύεδρον εἶναι 
Ἕἰϊς τὸ καν. τετράεδρον 


»,.» » ἕἑξάεδρον 


5» ὀκτάεδρον 


».» »ν» δωδεκάεδρον. 


νὸν» Εἰκοσάεδρον 


Κρ -ε ρ΄’: 
ΝΠ ΣΙ 
Ἀρτεξς 
2ρ3 73 
Ἀρ--πθ " 


Ἐρ 


ΤΈΣΣ ΠΟΘ 
766-75) 


ΠΙΝΑΞ ΚΥΡΙΩΝ ΣΤΟΙΧΕΊΩΝ ΤΩΝ ΠΕΝΤΕ ΚΑΝΟΝΊΚΩΝ 
ΚΥΡΤΩΝ ΠΟΛΥΕΔΡΩΝ 


“Ἔδραι Δίεδρος κ 
4 τρίγωνα 70.32΄ 0Ο,612α 
6 τετράγωνα 90ο00΄ Ο,Βδδα 
8 τρίγωνα 109928᾽ 0,707α 
12 πεντάγωνα 116534΄ 1,401α 
20 τρίγωνα 138911 0,951α 


ο 
0,204α 
0,500α 
0,408α 
1,114α 
0,756. 


ο 
0,354. 
0,707γα 
οΟ,βόθα 
1,309α 
0,809α 


Μέγιστα καὶ ἐλάχιστα 


Πρόβλημα 845 


Ε 
1,732α9 
6σ,ΟΟθα2 
3,464. 

20,646α3 
8,660α9 


τ, 66:76) 
Ξερ ἀσαυσεαε, ταδευ . 


ν 
1,118" 
1.000αὉ 
0,471. 
7,.663α5 
2,182α5 


2042. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς σφαῖραν τὸ μέγιστον παραλληλεπίπεδον. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 388). 


106: 


Πρόβλημα 846 


2043. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμισφαίριον τὸ μέγιστον ὑρϑογώνιον παραη.- 
ληλεπίπεδον, ἐκ τῶν ἐχόντων μίαν τῶν ἑδρῶν του ἐπὶ τῆς βάσεως τοι 
ἣμισφαιρίου. 


(θλ. Μέϑοδοι, ξ58. 390, 391). 


Τὸ διπλάσιον τοῦ ζητουμένου στερεοῦ θὰ εἶναι ἐγγεγραμμένον 
εἰς ὁλόκληρον τὴν σφαῖραν καὶ τοῦτο κύβος. Εἶναι, ἑπομένως. τὸ 
ζητούμενον μέγιστον τὸ ἥμισυ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν σφαῖραν 
κύβου" τὸ ὕψος του εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνο- 
τῆς βάσεως. 


Προόβλημα 847 


2044. 'Ἔκ δοϑέντος σημείου Α νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον τέμινον σφαῖραν 
δοθεῖσαν κατὰ κύκλον τοιοῦτον, ὥστε ὁ 
χῶνος μὲ κορυφὴν τὸ κέντρον τῆς σφαί- 


ρας καὶ βάσιν τὸν κύκλον τοῦτον νὰ εἶναι χπ-::ο 
ὁ μέγιστος. ΡΣ] 


Ἔστω ΔΒΓΕ ὁ μέγιστος τῆς σφαί- ΧΩΣΞΞΣ σι 


ρας κύκλος, ὁ ἀγόμενος διὰ τοῦ ση- ἀπ τὴ 
μείου Α καθέτως ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τῆς 
τομῆς. ᾿Εἀν θέσωμεν ΖΓ -Ξ ΖΒ Ξ:κ καὶ 


ΟΖ-.-ν, ὁ ὄγκος. τοῦ κώνου εἶναι ΣΧ. 1:76. 
π 
-- κἾν. 


3 


᾿Επειδὴ δὲ κ' {- ν᾽ ττρ’, τὸ μέγιστον τοῦ γινομένου κϑν λαι:- 
βάνεται διὰ 


2 
ἐπσενξιρε καὶ »-- Β΄ (9 392) 


Ἑπομένως: 


υ͵ν 
ἊΣ 

ἰ 

Ι 
Σ ὦ 


ὸ τ 
τᾶν. Δ᾽ Ξ - - - 
3 


Πρόβλημα δ48 


2046. ΤΙοῖος ὃ μέγιστος κῶνος ἐκ τῶν ἐχόντων μῆκος γενετείρας: 
δεδομένον λ; 
πκχῖν 


3 


Τὸ πρόβλημα εἶναι τὸ ἴδιον πρὸς τὸ προηγούμενον, ὡς καὶ τὸ 
τῆς ἑπομένης παραγράφου 2049. 


χῆτ-ῇ νυσξελξ καὶ ν΄ Ξξ 


Πρόβλημα 849 
2046. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς κῶνον ὁ μέγιστος κύλινδρος. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 386). 


Ἔκ τῆς ὑπομνησθείσης ταύτης ἀσκήσεως ποριζόμεθα καὶ τὰ 
ἀκόλουθα συμπεράσματα: 
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1) ὋὋ μέγιστος κύλινδρος ἔχει ἄνω βάσιν τομὴν τοῦ κώνου εἰς τὸ 
Ξ᾿ τοῦ ὕψους ἢ τῆς γενετείρας του ἀπὸ τῆς 


βάσεως. 
᾿Εὰν χ ἡ ἀκτὶς τῆς τομῆς καὶ ν τὸ ὕψος τοῦ 
κυλίνδρου : 


υ 
ἈΞ ΡΣ 3 
᾿ 4 ἰοῦ 9 
Ἅ{π|4χ.) ΞΞ 57 πρῦυ, κώνου ΞξΞ 57 πρϑυ. 


Εἶναι δηλ. ὁ μέγιστος κύλινδρος τὰ ΣΩΣ τοῦ 


τ. 
Σχ. 1:77 9 


κώνου. 
2) Ὁ ἐλάχιστος κῶνος, ὁ περιγεγραμμένος εἰς δοθέντα κύλιν- 
ὄρον πχῦν, εἶναι ὁ ἔχων ὕψος υ--3ν. Ὃ ὄγκος του εἶναι τὰ 


ἘΞ τοῦ ὄγκου τοῦ κυλίνδρου. 


3) Ἢ τομὴ ΕΔ, ἡ εἰς τόξ-τ- τοῦ ὕψους τοῦ κώνου ἀπὸ τῆς 
βάσεώς του, ὁρίζει τὸν μέγιστον ἐγγεγραμμένον κῶνον ΗΕΔ. 
Πρόβλημα 849--] 


2047. 1ὴ Δίδεται περιφέρεια μὲ διάμετρον ΟΑ -Ξα καὶ ζητεῖται νὰ 
ἀχϑῇ χορδὴ͵ ΒΗΓ, κάϑετος ἐπὶ τὴν διά- 
μετρον τοιαύτη, ὥστε ὁ κῶνος μὲ κο- 
ουφὴν τὸ Α καὶ βάσιν τὸν ἐπὶ τὸ ἐπί- 
πεδον τῆς περιφερείας κάϑετον κύκλον 
μὲ διάμετρον ΒΓ' νὰ εἶναι μέγιστος (᾽""). 

8) Ποῖος ὁ μέγιστος διπλοῦς χῶνος 
μὲ κορυφὰς Α καὶ Ο καὶ κοινὴν βάσιν 
τὸν κύχλον ΒΓ; 


Φ-“τὐτ-τσοσ τ τ - ταντ τ τ το το πσεταν. ας 
α. 


ΩΣ ᾽Ας τεθῇ ΑΗ --ἰχ, ΟΗξεα-- κ, 
Σχ. 12:8. ὁπότε ΒΗ --ικκ (α -- κἢἢ ὋΟ κῶνος 
ΑΒΓ ἔχει ὄγκον 


ν “τ τξ' πΒΗὉ. ΑΗ -- τ᾿ πα -- κα) 


καὶ γίνεται οὗτος ἸἌ ὸν διὰ κ ΞΞ ᾿Ξ (8 376, Τρίτη ἀρχή). Θὰ 


εἶναι τότε ΑΗ -Ξ πτ' ΟΗ -Ξ- Ξ καὶ ἑπομένως 
νῴιακχ.) ΞΞ Ξ «-(ΞΥ̓Ξ 2α πΞ Ξ8ῖ 4 πα: 
32 ἐν 
ἢ ν(πιαχ.) ΞΞ τ τρ᾿, ἂν τεθῇ 2ρ-Ξα. 


118. Σημ. μετ. ᾿Ετροποποιήσαμεν τὴν εἰς τὸ κείμενον ἀκφώνησιν τοῦ. 
α΄ βέρους τοῦ προδλήματος, ὡς καὶ τὴν λύσιν αὐτοῦ, ἐπὶ τὸ ἁπλούστερον. 
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Διὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ σημείου Β, λαμβάνομεν τμῆμα 
ΟΔ --- ΟΑ -. α καὶ φέρομεν ἐφαπτομένην ἐκ τοῦ Δ πρὸς τὴν περι- 
φέρειαν μὲ διάμετρον ΟΑ. ᾿Επειδὴ θὰ εἶναι τότε 

2 


1 
ΑΗ - τ ΑΔ ΞΞ- -τα. 


2047 α. Ἰ]αρατήρησις. 2) ᾽Ο διπλοῦς κῶνος ἔχει ὄγκον 
τς πὶ ΝΜ 
ΜΞ 5." ΒΗ3.α. 
᾿Επειδὴ τὸ μῆκος ΒΗ εἶναι ἐνταῦθα ἡ μόνη μεταβλητή, τὸ μέγι- 


στον τοῦ ἀριθμοῦ αὐτοῦ λαμβάνεται διὰ τὴν μεγίστην τιμὴν τοῦ 
α 


μήκους τούτου, δηλ. διὰ ΒΗ ΞΞ Ξ Ὁ Ἑπομένως: 
ν' κ πὸ α3 ᾿ς παϑ 
(24 .Χ.) ΞΞ π᾿ π᾿ α-- τις 


7 
Εἶναι δηλ. ὁ μέγιστος διπλοῦς κῶνος ΑΒΟΓ τὰ τι τοῦ με- 


γίστου κώνου ΑΒΓ. 
Πρόβλημα 860 
2048. Εἰς δοϑεῖσαν σφαῖραν νὰ ἐγγραφῇ ὁ μέγιστος κύλινδρος. 


"Εστωσαν κ ἡ ἀκτὶς τῆς βάσεως, ν τὸ ὕψος καὶ ρ ἡ ἀκτὶς τῆς 
σφαίρας: 
᾿ λ Ξε πχϑ νυν -ξ2 πχῖσν, 


ὅπου ν᾽ τ χῦ ξερϑ, 
Κατὰ τὴν ὃ 392, τὸ μέγιστον τρῦ γινομένου κὃν λαμβάνεται διὰ 
εὐτε ΣΡ: καὶ» ---ὃς͵ 
3 ν [3 
ΓἜΑρα 


8 
Υ (παν Ξε 2π δ: ρ΄. ΕλειΞ Φ Πρ 


73 3153᾿ 
ΝΕ 
Παρατήρησις. Τὸ ἑπόμενον πρόβλημα (8 2049) εἶναι τὸ ἴδιον μὲ 
τὸ ἀνωτέρω ἀλλὰ μὲ διάφορον διατύπωσιν. ᾿ 


“πρόβλημα 860--Ἰ 


2049, ΕἘὐϑεῖα ΑΒ σταϑεροῦ μή- 
κους α περιστρέφεται περὶ ἄξονα 
ΜΑΝ, διερχόμενον διὰ τοῦ ἄκρον 
τῆς Α καὶ παράγει τὴν κυρτὴν ἐπι- 
φάνειαν κώνου. Διὰ ποίαν ϑέσιν 
τῆς ΑΒ (πρὸς τὸν ἄξονα ΜΝ) ὁ κῶ- 
νος οὗτος γίνεται μέγιστος ; 


πχὴν 
3 


τὸ ζήτημα ἀνάγεται εἰς τὸ προ- ᾿ 
ηγούμενον Ἶ(8 2048) ἢ καὶ εἰς τὸ τῆς 8. 2045. 


, ΧΊ-Ἡ νῦς-ξ αϑ καὶ. 


"0: 
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ἕν 
Ω 
ΡῈ 
“ 
Ι 


Τὸ μέγιστον λαμβάνεται διὰ χΞ -Ξ 
Ἁ (πι4χ.) ΞΞ --- πα, 
( ) 573 


2) Ἧ εὕρεσις τοῦ ἀνωτέρου μεγίστου ἀνάγεται καὶ κατ᾽ ἄλλον 
τρόπον εἰς τὸ προηγούμενον (8 2048). ᾿Επειδὴ ὁ ἐν λόγῳ μέγιστος 
κῶνος θὰ εἶναι προφανῶς τὸ τρίτον τοῦ μεγίστου κυλίνδρου τοῦ 
ἐγγραφομένου εἰς τὸ ἡμισφαίριον (Α, α) ἢ τὸ ἕκτον τοῦ μεγίστου 
κυλίνδρου τοῦ ἐγγραφομένου εἰς ὁλόκληρον τὴν σφαῖραν. ᾿Επειδὴ 
δὲ ὁ ὄγκος τοῦ τελευταίου τούτου στερεοῦ εὑρέθη ὅτι εἶναι 


τα 3 πα, 
313 
ἕπεται ὅτι ὁ ὄγκος τοῦ μεγίστου κώνου ΒΑΒ΄ εἶναι 
ΤΠ 2 Ε ᾿ 
Ξε ΞξΞ 973 πα 


Πρόβλημα 860---"1 


2060. ᾿Ισοσκελὲς τρίγωνον ΜΟΝ ἔχει τὰς ἴσας πλευρὰς ΟΜ, ΟΝ 
Οταϑεροῦ μήκους ἀλλὰ μεταβλητοῦ ἀνοίγματος. Νὰ σπουδασϑοῦν αἱ 
μεταβολαὶ τοῦ ὄγκου τοῦ στερεοῦ τοῦ 
παραγομένου διὰ περιστροφῆς τοῦ τρι- 
χώνου : 

1) Περὶ τὸ ὕψος αὐτοῦ. 

2) Περὶ εὐθεῖαν ΟΥ̓ διὰ τῆς κορυφῆς 
Ο καὶ παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν ΜΝ 
αὐτοῦ. 

1) Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν πα- 
ράγεται κῶνος. Τοῦτον δυνάμεθα νὰ 
θεωρήσωμεν παραγόμενον δι᾽ ὁλοκλή- 
ρου περιστροφῆς τῆς πλευρᾶς ΟΜ περὶ 
Σχ. 1380, τὸν ἄξονα ΟΡΧ (σχ. 1280). 

Ὃὧ ὄγκος εἶναι μηδὲν ὅταν ἡ ΟΜ 


εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς ΟΧ. 

᾿Απὸ τῆς θέσεως ταύτης αὐξάνει μέχρι ἑνὸς μεγίστου, λαμ- 
βανομένου, κατὰ τὸ προηγούμενον ζήτημα, διὰ ὕψος αὐτοῦ 
ἴσον πρός: 


ὃνρ-- 5 

13 

᾿Ακολούθως ἄρχεται ἐλαττούμενος καὶ μηδενίζεται ἐκ νέου 
ὅταν ἡ ΟΜ ἐφαρμόσῃ ἐπὶ τῆς ΟΥ̓. 

2) Τὸ στερεὸν Σ, τὸ παραγόμενον διὰ περιστροφῆς τοῦ τριγώ- 
νου περὶ τὴν ΟΥ̓, εἶναι τὰ Ξ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν 
σφαῖραν Ο κυλίνδρου τοῦ ἔχοντος γενέτειραν ΜΙΝ. ᾿Επειδὴ 


ἧ 


τὸ Ἔθροῦνα τῶν κώνων ΜΟΜ’ καὶ ΝΟΝ’ εἶναι ἴσον πρὸς 
1 


πΟρ», ἘΞ ΞΞΙΞ, τοῦ ὄγκου τοῦ κυλίνδρου τούτου. 
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Γίνεται ἑπομένως μέγιστος ὁ ὄγκος τοῦ στερεοῦ Σ ὅταν καὶ ὁ 
ὄγκος τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν σφαῖραν κυλίνδρου γίνῃ μέγι- 


στος, δηλ. ὅταν ΟΡ’ --ξα (8 2048). 


Κατὰ ταῦτα ὁ ὄγκος Σ εἶναι μηδὲν ὅταν ΟΡ -Ξα ἢ ΡΜ --ῦ, 
αὐξάνει δὲ κατόπιν, ἐφ΄ ὅσον ἡ ΟΜ ἀπομακρύνεται τοῦ ἄξονος 
ΟΧ καὶ μέχρι τῆς μεγίστης αὐτοῦ τιμῆς διὰ 


2 α 
3--χῆξτ-ξΞ -  α ἱ ΜΡΈΞ τ ---- Ξ-ὠ 
ΟΡἕ--: 3. α΄ καὶ ᾿ 7τ᾽ 
2 8 
ὁπότε Μίπια κ.) ΞΣ-τ-τ. ΟΡ-. 2Μὦ0Ξ-: ----- παϑ. 
3 9173 


᾿Απὸ τῆς θέσεως τἀύτης ἐλαττοῦται καὶ μηδενίζεται ἐκ νέου 
ὅταν ἡ ΟΜ ἐφαρμόσῃ ἐπὶ τοῦ ἄξονος ΟΥ̓. 


Προόβλημα 861 


2061. Δίδονται σφαῖρα καὶ ἐφαπτόμενον αὐτῆς ἐπίπεδον. Νὰ ἀχϑῇ 
ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς τὸ δοϑὲν 
εἰς τρόπον, ὥστε ὁ κύλινδρος μὲ βάσιν 
τὴν τομὴν τῆς σφαίρας καὶ τοῦ ἐπιπέ- 
δου καὶ ὕψος τὴν ἀπόστασιν τῶν δύο 
ἐπιπέδων νὰ εἶναι μέγιστος. 


Εἴδομεν εἰς τὰς παραγράφους 
384 καὶ 386, ὅτι τὸ ἀνάλογον πρό- 
βλημα διὰ τὴν πυραμίδα ἐπιλύεται 
διὰ τομῆς γιγνομένης εἰς τὰ Ξ τοῦ 
ὕψους αὐτῆς ἀπὸ τῆς βάσεως. '᾽Επε- 
κτείνοντες, συμπεραίνομεν ὅτι ὁ μέ- 
γιστος ἐγγραφόμενος κύλινδρος εἰς 
δοθέντα κῶνον ἔχει ὡς ὕψος τὸ τρί- 
τον τοῦ ὕψους τοῦ κώνου (παραβ. 
8 2046, 3)} (15). 

Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ φερωμεν 
ἐφαπτομένην ΕΔΖ τοιαύτην, ὥστε 
τὸ τμῆμα αὐτῆς ΔΕ νὰ εἶναι διπλά- 
σιον τοῦ τμήματος ΖΔ (δ 315). 


2061 α. Παρατήρησις. ᾽᾿Επειδὴ τὸ πρόβλημα τοῦτο θεωροῦμεν θε- 
μελιῶδες κρίνομεν σκόπιμον ὅπως δώσωμεν αὐτοῦ καὶ μίαν ἀπ᾽ 
εὐθείας λύσιν. 

"Ἑστω κῶνος ΖΕΖ΄ ἐφαπτόμενος τῆς σφαίρας καὶ τοῦ ὁποίου 
ἡ γενέτειρα ΕΖ διαιρεῖται ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς εἰς μέρη 
ΕΔ, ΔΖ ἔχοντα λόγον 2:1. Θὰ δείξωμεν ὅτι ὁ κύλινδρος (} 
μὲ βάσιν τὸν κύκλον ἐπαφῆς ΔΔ΄ εἶναι ὁ μεγαλείτερος ἐκ τῶν 


119. Σημ. μετ. Θὰ ἠδυνάμεθα, ἐπὶ τὸ ἁπλούστερον, νὰ ἐπαρατη-. 
ροῦμεν ὅτι ὁ μέγιστος οὗτος κύλινδρος εἶναι τριπλάσιος τοῦ μεγίστου 
ἀγγεγραμμένου κώνου ΔΙΔ΄ εἰς τὴν σφαῖραν οὗτος δὲ δρίζεται, κατὰ τὰ 
ἂν 8 2047, 1) διὰ τῆς ἀγωγῆς τῆς ἐφαπτομένης ΕΔΖ κλπ. 
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ἐχόντων κάτω βάσιν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς βάσεως τοῦ κώνου καὶ 
ἄνω βάσιν τουὴν τῆς οφαίρας. 

"Ἔστω πράνματι ΛΚ μία ἄλλη τομὴ τῆς σφαίρας, ΣΛΤ παράλ- 
ληλος τρὸς τὴν ΕΔΖ καὶ Μ ἡ τομὴ ταύτης καὶ τῆς ΓΔ. Θὰ εἶναι 
πάλιν ΣΜ-- 2ΜΤ, ὁ δὲ κύλινδρος μὲ ἀκτῖνα ΛΚ θὰ εἶναι μικρό- 
τερος τοῦ κυλίνδρου ΜΝ (88 384, 386). 

Κατὰ μείζονα, ἑπομένως, λόγον θὰ εἶναι μικρότερος τοῦ κυ- 
λίνδρου (1) μὲ ἀκτῖνα ΔῊ » ΜΝ. Εἶναι δηλ. ὁ κύλινδρος (1) ὁ 
μέγιστος ἐκ τῶν θεωρουμένων. 


2061 β. Τιμὴ μεγίστου ὄξκοι, ᾿ἜἘκ τοῦ σχήματος ἔχομεν: 


ΓΕ--4ρ, ΖΓ --  Υ2᾽ (8. 316, α) 
ἄρα: ηγ-  δη-- -2ρ 
3 3 
: : 32 
καὶ Χ (πι4χ.)-- - πΔΗ:, ΓΗ -ῷΖ 57 πρ’. 


2051 γ. ᾿Επαλήϑευσις. 'ῶς εἴδοιιεν εἰς 8. 385, εἰς κῶνον βάσεως 
Β καὶ ὕψους υ ὁ μέγιστος ἐγγραφόμενος κύλινδρος ἔχει ὄγκον 
4 Βυ 


γΞ  ΒὺΞ ξονβις ἀρ δὺο τοῦ κὼών 
Ξι 5 7 Ξε το: 3 Ξ πος γκου ου. 


᾿Αλλὰ καὶ ὁ κύλινδρος (Κ) εἶναι τὰ 5 τοῦ κώνου ΖΕΖ΄’ ἐπειδὴ 
ὁ τελευταῖος ἔχει ὄγκον 
τὸ Σ το :] ᾿ . 8 
Χ Ξε τ πΖΓ’.ΓΕ Ξιτ π.2ρ .4ρ- πΞ πρ᾽, 


καὶ ἐπομένως : 


--- ----ὄο»« --.. --. 


Πρόβλημα 852 

20δ2. Νὰ ἐγγραφὶὲ εἰς σφαῖραν ὁ μέγιστος κῶνος... 

Ὁ κῶνος ΓΔΔ΄ γίνεται μέγιστος ὅταν καὶ ὁ τριπλάσιὸς αὐτοῦ 
κύλινδρος (ΔΔ΄, ΓΗ) καταστῇ μέγιστος, δηλ. διὰ ΓΗ -- Ξ Ρ. 
'Ἑπομένως (8 205], β): 

Χ (μεγ. κώνου) τ Χ' (μεγ. κυλίνδρου) ΞΞ - . " πρ' Ξε ΓΩ πρϑ. 
Πρόβλημα 8653 
2068. Ἑὶς δοθεῖσαν σφαῖραν νὰ περιγραφῇ ὁ ἐλάχιστος κῶνος. 


Κατὰ τὰ ἐν 6 387, θὰ πρέπει νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένην ΑΒΓ 
τοιαύτην, ὥστε 
ΒΓ 
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καὶ ὁ κῶνος ΑΓΔ θὰ εἶναι ὁ ἐλάχιστος (σχ. 1282). 

Διότι ἔστω ὅτι ὁ ἐλάχιστος κῶνος ἦτο ἄλλος, ὁ μὲ γενέτειραν 
[ἰἰ λιχ. Ἔστω Καὶ τὸ σημεῖον τὸ διαιροῦν αὐτὴν κατὰ λόνον 
ΠΑ ἘΞ Ξ , ΜΒΝ παράλληλος πρὸς αὐτὴν (εἰς τὸ ἐπίπεδον 
ΑΓΔ πάντοτε) διὰ τοῦ Β ἀγο-ένη, καὶ Λ τὸ ἀντίστοιχον τοῦ Καὶ 
σημεῖον ἐπ᾽ αὐτῆς. 

ὥς εἴδομεν προηγουμένως, 
ὁ κύλινδρος υὲ ἀκτῖνα ΛΡ καὶ 
ὕψος ΛΠ εἶναι μεναλύτερος 
τυχόντος ἄλλου κυλίνδρου, ἐκ 
τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὸν 
κῶνον γενετείρας ΜΝ, ἄρα 
καὶ τοῦ ἔχοντος ἀκτῖνα ΘΗ 
καὶ ὕψος ΒΘ. ὋὉ δὲ τελευ- 
ταῖος οὗτος θὰ εἶναι, κατὰ 
μείζονα λόνον, μικρότερος τοῦ 
κυλίνδρηου ΚαὶἪ (μεγαλυτέρου 
προφανῶς τοῦ ἩΠΑΡῚ), τοῦ 
μεγίστου ἐκ τῶν ἐγγραφομέ- 
νῶν εἰς τὸν κῶνον γενετεί- 
ρας [1΄. 

᾿Αλλ' ὁ κῶνος ΑΓΔ εἶναι τὰ 
Ξ τοῦ κυλίνδρου Β (8 2051, γ, τὰ ΠῚ 
ἐπαλήθευσις) καὶ ἑπομένως 


μικρότερος τοῦ κώνου [|΄, ὄντος τὰ 5 τοῦ κυλίνδρου Κ, 
Παρατηρήσεις. 1) Εἶναι : 
ΓΣΞ-ΞΣΗ --Ξ2ρ, ΓΗ-Ξ4ρ, ΑΗῖ-- 2ρ.. (8 209], β) 
'Ἑπομένως, διὰ τὸν ἐλάχιστον κῶνον : 


Ξῖςος πΑΗ;, ΓΗ 8 
Ν᾽ (πι:π.} Ξξ τ 3 ΠΊΞΞΕΞ πρῦ, 


ἡ νας τῆς ἐγγεγραμμένης σφαίρας. Ἧ ὁλική του ἐπιφάνεια 
εἶνσι ὃ πρ 

Ὃ ἐλάχιστος κῶνος εἶναι ἐπίσης καὶ ὁ ἐλαχίστης ὁλικῆς ἐπι- 
φανείας (8 1909). 


Πρόβλημα 853--1 


2064. Εἰς δοϑεῖσαν σφαῖραν νὰ περιγραφῇ ἦς Δλαχίστῃ κανονικχὶὴ 
τριγωνικὴ πυραμίς. Ποῖος ὁ ὕγχος ταύτης ; (ΣΧ. 1282). 


Ὡς καὶ προκειμένου περὶ τοῦ ἐλαχίστου περι χεγρομβένου κώ- 
νου, θὰ πρέπει τὸ ὕψος αὐτῆς υ νὰ εἶναι 4ρ (8 2051, β). 

Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ὄγκου τῆς πυραμίδος, θεωροῦμεν τὰ 
τρίγωνα: Ε τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν ἐκ τοῦ Γ ἑδρῶν, Ε’ καθ’ ὃ 
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τέμνεται ἡ πυραμὶς ὑπὸ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ Ε καὶ Ε΄ τῆς βάσεως 
τῆς πυραμίδος -- πάντα ἰσόπλευρα. Θὰ ἔχωμεν 


(Ε) -- -ξ ρ" Γ3, (ΕὙ-Ξ 4()-- 3. ρ» Υ5 


καὶ 
2 32 
4) ( ἌΣ 
(Ε΄. υ "ΕΥ 
“ὥστε 
(Ε“)--.-9. τε’ --.3 2ε-: 6 13 
4 ΞΡ - τ 

καὶ 


Χ (αι15.} ΞΞ {ιν Ξε 8ρ8 73. (1. 


᾿ Παρατήρησις. Οἰοσδήποτε καὶ ἂν εἶναι ὁ ἀριθμὸς τῶν ἑδρῶν τῆς 
ἐλαχίστης περιγεγραμμένης περιφερείας, τὸ ὕψος αὐτῆς εἶναι 
πάντοτε 4ρ. 


Πρόβλημα 864 


3066. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς σφαιρικὸν τομέα ὁ μέγιστος κύλινδρος. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8 393). 
Παρατήρησις. Διὰ τὸν ὑπολογι- 
σμὸν τοῦ ὄγκου τοῦ κυλίνδρου 
αὐτοῦ, θὰ πρέπει νὰ καταφύγω- 
μεν εἰς τὴν Γριγωνομετρίαν. 
΄ς 
“Ἔστω ΑΟΒ -Ξα, ὁπότε 
ΠΟΒτερ συνα καὶ ΑΒΞρημα. 
᾿Επειδὴ δὲ (8 393) ΕΔ --2ΔΖ 
καὶ ΕΔ-ΞρΡεΕΦΕΟΔ, 
ΔΖ --ρεφ ΔΟΖ, 
ἕπεται εφΔ ΟΕ -- 2εφ ΑΟΔ 
΄ὔ΄.Ή 
ἥ, ἂν τεθῇ ΔΟΕ --γ, ΑΟΔ -Ξβ, 
εφγξξ2εφβ, ὅπου γ-β--πα. 
᾿Αλλ’ εἶναι ρ4 3εφβ 
ΠΟ .-. ΕΦ εφ᾿ εφῤ᾽͵᾽ 
ἐφα-- Εεφ(β - γ)ΞΞ 1--εφβ ἘΦῪ ας 1-- 2εφ᾽β 
Ἔκ τοῦ πρωτοῦ καὶ τελευταίου μέλους τῆς τριπλῆς ταύτης ἰσό- 
τητος λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν πρὸς ἐφβ: 
2εφ᾽β εφα- 3εφΦβ -- εφα -Ξ0, 


ἐξ ἧς: ἽΝ 
19:8 εφᾶ --3. ; 


εΦβ-- 4εφα 


120. Σημ. μετ. Ἐπεδραχύναμαν τοὺς ὑπολογισμοὺς τοῦ κειμένου. 
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ἐκλέγοντες, προφανῶς, ἐκ τῶν δύο ριζῶν τὴν θετικήν. Ορίζεται 
οὕτω ἡ γωνία Β ἐκ τῆς ἐφαπτόμένης αὐτῆς, ἄρα καὶ ἡ γωνία γ. 
Τὰ μήκη ΔΗΞξρημγ, 
ΔΘ -ΞΗΟ -- ΟΡ -Ξ-ροσυν -- ΟΡΞΞρσυνγ-- ΘΡεφα 
ὁρίζονται ἐπίσης, ἀφοῦ 
ΘΡ --ΔΗς:ξρημγ. 


Πρόβλημα 8ὅδ5 


20δ6. Εἰς σφαιρικὸν τμῆμα μὲ 
μίαν βάσιν, νὰ ἐγγραφῇ ὁ μέγιστος κύ- 
λινδρος. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 5. 393). 


Διὰ τὸ ἀριστερὰ τῆς ΡΖ σφαιρι- 
κὸν τμῆμα (σχ. 1284), θὰ πρέπει νὰ 
φέρωμεν ἐφαπτομένην ΕΔΖ τοιαύ- 
την, ὥστε 


ΔΕ --2ΔΖ. 


Ὃ μέγιστος κύλινδρος εἶναι ὁ ἔχων ὕψος ΡΗ καὶ ἀκτῖνα βά- 
σεὼῶς ΔΗ. Ὃ ὄγκος αὐτοῦ εἶναι πΔΗ". ΡΗ ἢ (8 317, θ, ι): 


ΠΝ --. 2 α"-Ἐ6ρ5-- 2. γα" Ἐ3ρ' - 2α {ςγγαρΕ3ρ᾽ 

------ --ς-ςς----- - --ττ ------- 
τ -2 π|α» -- 9αρ" - (α᾽-Ε3ρ᾽ 765 Ὲ3ρ᾽]- 

Διὰ τὸ ἀριστερὰ σφαιρικὸν τμῆμα ἔχομεν ὁμοίως : 

γε π Ξ- 25 ' ἘΠρ’᾽ Ἐ2α 165: 3ρ: 25. 75:30 ὁ 
Ξεπ Ξ ΞΊ ττρ οττπρ τ τ ει ἘΞ τ το τς ;-- 


τι 2 π|-- αν’ -Ε9ρ' (α᾽-Ἐ3ρ᾽ 16 Ἐ3Ρ᾽]- 
Πρόβλημα 865-- 1 


20δ7. Ἑἰϊς δοϑὲν σφαιρικὸν τμῆμα νὰ περιγραφῇ ὁ ἐλάχιστος κῶνος. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8 394). 
Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ὡς εἰθϑικὴν περίπτωσιν τοῦ τμήματος 
τὸ ἡμισφαίριον. θὰ εἶναι τότε (σχ. 1284) : 
ΡΕ-ΞΟΕ-Ξρ 3. (8 316, α) 


Εἶναι δηλ. τὸ ὕψος τοῦ ἐλαχίστου κώνου ἴσον πρὸς τὴν πλευ- 
ρὰν τοῦ εἰς μέγιστον κύκλον τῆς σφαίρας ἐγγραφομ νου ἰσοπλεύ- 


ρου τριγώνου. 
᾿Πρόβλημα 856 


20δ8. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς σφαῖραν τὸ μέγιστον κανανιπὸν τριγωνικὸν 
πρῖσμα. ὶ 


(Βλ. Μιϑοδοι, 8. 397) 
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Πρόβλημα 856--] 


᾿ 9069. Νὰ ἐγγραφὺ εἰς σφαῖραν τὸ μέγιστον κανονιχὸν πρῖσμα, τοῦ 
ὁποίου ἡ βάσις ἔχει δεδομένου πλήϑους πλευράς. 


(8λ. λ1]ἐϑοδοι, 8. 399). 
Πρόβλημα 857 


2060. Νὰ ἐγγραφῇ εἰ: σφαῖραν κύλινδρο: ἔχων τὴν μεγίστην χυρ- 
τὴν ἐπιφάνειαν. 

"Ἔστω κα ἡ ἀκτὶς τοῦ κυλίνδρου καὶ 2ν τὸ ὕψος αὐτοῦ. Ἡ πα- 
ράπλευρος αὐτοῦ ἐπιφάνεια εἶναι 4 πκν. 


᾿Επειδὴ δὲ χΞ Ἕ τ’ ἈΞ ρ", 
ἕπεται (8 345): 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ πρόβλημα εἶναι ἀνάλογον ἐκείνου τῆς ἐγ- 
γραφῆς εἰς κύκλον δοθέντα τοῦ ι'εγίστου ὀρθο- 
γωνίου ἐπειδὴ ἡ μεταβολὴ τῆς κυρτῆς ἐπιφα- 
νείας ἐξαρτᾶται ἐκ μόνου τοῦ γινομένου χα, 

2) ᾿Αναλόγως ἐπιλύομεν τὰ προβλήματα εἰς 
τὰ ὁποῖα ζητεῖται ἡ ἐγγραφὴ κανονικοῦ πρίσμα- 
τος μεγίστης παραπλεύρου ἐπιφανείας. 

Διὰ τὸ τριγωνικὸν Δ. χ. πρῖσμα, παραστήσω- 
μεν τὸ ὕψος αὐτοῦ διὰ δ ν καὶ τὴν ἀκτῖνα τῆς 
περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὴν βάσιν διὰ 
κ. ᾿Επειδὴ 


Χ 3 π )- 
ΟΒ-- --, ΑΒ’ -- -τ χ᾽, ΑΒ τις Υ83, 


ἡ περίμετρος τῆς βάσεως εἶναι 2τ-- 6 ΑΒ .-3Χχ Υ3 καὶ ἡ παρά- 
πλευρος ἐπιφάνεια 
Ε--2τ. 2ις-εθχσ Υ3. 


Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ ἔχωμεν καὶ πάλιν 


καὶ ἑπομένως 
ἜΗΙ ὡεῶ 
᾿Ε(παχ) τε 6 Υ3.Ε- -- 3ρ Υγ3. 


.3) ᾿Εὰν ζητῆται ὁ μεγίστης κυρτῆς ἐπιφανείας: κύλινδρος, τοῦ 
ὁποίου μία τῶν βάσεων εὑρίσκεται ἐπὶ δοθέντος ἐπιπέδου ἐνῷ ἡ 
ἄλλη εἶναι τομὴ σφαιρικὴ παράλληλος πρὸς τὸ δοθὲν ἐπίπεδον, 
τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν ἐγγραφὴν τοῦ μεγίστου ὀρθογω- 
νίου εἰς δοθὲν κυκλικὸν τμῆμα (δ 364, 2). Θὰ φέρωμεν ἐφαπτομέ- 
νης διαιρουμένην εἰς δύο ἴσα μέρη διὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς. 
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Πρόβλημα 857-- 


2061. Εϊ: σφαιρικὸν τομέα νὰ ἐγγραφξ ὁ μεγίστης χυρτῆς ἐπιφα- 
νείας κύλινδρος. ᾿ , 

1) ᾽ῶς καὶ εἰς τὴν προηγουμένην ἄσκησιν (8 2060, 3), φέρομεν 
ἐφαπτομένην ΜΔΝ, διαιρουμένην εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς εἰς δύω 
μέρη ἴσα. 

2) Τὸ γινόμενον τῶν ἐμιβαδῶν μεγίστων ὀρθογωνίων, τῶν ἐγγρα- 
φομένων εἰς δύο κυκλικοὺς τομεῖς τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα εἶναι 
ὁλόκληρος ὁ κύκλος, εἶναι σταθερὰ ποσότης ρ᾽ (ξ 1716). ᾿Επειδὴ 
δὲ μεταβαίνομεν ἐξ ἑκάστου τῶν μεγίστων τούτων ὀρθογωνίων εἰς 
τὸν ἀντίστοιχον μεγίστης κυρτῆς ἐπιφανείας κύλινδρον διὰ πολλα- 
πλασιασμοῦ τῆς ἐπιφανείας τοῦ ὀρθογωνίου ἐπὶ τὴν σταθερὰν 2 π, 
γίνεται φανερὸν ὅτι τὸ γινόμενον τῶν κυρτῶν ἐπιφανειῶν τῶν ἐν 
λόγῳ δύο κυλίνδρων εἶναι 4 πΒ" ἢ (2 πῈ 3)". 

“ὥστε : ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ἡμισφαιρίου εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν 
κυρτῶν ἐπιφανειῶν τῶν κυλίνδρων τούτων. 

Παρατήρησις. Διὰ τὴν ἐγγραφὴν εἰς σφαιρικὸν τμῆμα τοῦ μεγί- 
στῆς κυρτῆς ἐπιφανείας κυλίνδρου, φέρομεν ἐφαπτομένην ΜΔΝ 
τοιαύτην ὥστε 

ΜΔε-ΔΝ, 


ὁπότε 
. α-- γα - δρ’ 


ΟΝ 2 


Προόβλημα τοῦ ἔεγπιαι 867-- 11 
2061α. Νὰ ἐγνραφῇ εἰς σφαῖραν ὁ μεγίστη: ὁλιχῆς ἐπιφανείας 
κύλινδρος. ᾿ 
Ἔστωσαν ρ ἡ ἀκτὶς τῆς σφαίρας, χα ἡ ἀκτὶς τοῦ κυλίνδρου καὶ 


σ τὸ ἥμισυ τοῦ ὕψος του. 
Τοῦ ἡμίσεος κυλίνδρου ἡ ὁλικὴ ἐπιφάνεια εἶναι 


2 πεν Ἢ πχῆξε πχ (2 νυ -Ἐ χ). 
"Ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν ὅτι 
. χ’ Ἔσ᾽ ξξρ’, 
καὶ ἐπεξεργαζόμενοι τὸ ζήτημα διὰ τῆς ᾿Αλγέβρας, εὑρίσκομεν 
Ο.Ε(π8κ.) Ξε πρϑ (1 - ΥὙ5) 


καὶ χα ἡ Υ͂Ξ,. 


(Βλ. ἔουιν8 ἀέτεϊορρέ ἀ᾽ ἰσέδνε ἐϊένιοηίαῖγο, ὑπὸ Β. 1εἔεδντγθ, 
τόμ, Π], σ. 269, πρόβλημα ΧΙΝ. ᾿Επίσης : Εὐρογεῖοος α᾽ Δἰσόδνε, ὑπὸ 
Ε. σ. -Δί., 5η ἔκδοσις, 8. 1383). 


Σημείωσις. 1) Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα ἐλύθη ὑπὸ τοῦ Ἐετπιαῖ, 
«(κατὰ τὸν Ἁ, Απδτς εἰς τὴν ἐργασίαν αὐτοῦ ΕἸμάε ἐϊόπιοπίαϊγε 5ιιν 
ἰα ἱμέογϊε ἀ68 ἠναυίηια εἰ πιϊπΐηια, δημοσιευθεῖσαν εἰς τὴν σ. 49 τοῦ 
Εἰ Ῥγοφγεβϑϑο Δαίενιάϊί,οο, 1900, Σαραγόσσα). 

2) Τὸ προμνησθὲν ἔργον τοῦ Σ,εἔεῦντε εἶναι ἀπὸ πολλῶν ἀπό- 
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ψεῶν ἀξιόλογον καὶ ἰδιαιτέρως ἕνεκα τῶν πολὺ ἐνδιαφερουσῶν 
βιογραφικῶν καὶ βιβλιογραφικῶν σημειώσεων τὰς ὁποίας περι- 
λαμβάνει. 


Πρόβλημα 868 


2062. Ποῖος ὁ μέγιστος ἐκ τῶν κυλίνδρων τῶν παραγομένων διὰ 
περιστροφῆς ὀρϑογωνίον σταϑε- 


Β ρᾶς περιμέτρου περὶ μίαν τῶν 
,“νς πλευρῶν του ;- 

“ΖΦ. Ὡς Ἔστω χ ἡ ἀκτὶς τῆς βά- 

“" ἢ Ν οεως, τ τὸ ὕψος τοῦ τυχόντος 


΄ ΙΝ ἐξ αὐτῶν. Ὁ ὄγκος αὐτοῦ εἶναι 


: δὶ .-- .Ν 
΄ ΠΙΠ Νν -- πκῆσ, 
ἾΓ {ππ᾿-. 
“ῸΘᾷ ΠΕ ". ὅπου χ-ν -Ξα σταθ. 
{-Ῥ ΕῚ απ ἐ 
Επομένως, διὰ τὸν μέγι- 
4᾽τοττσηκετετσζννου » στον κύλινδρον (8 376): 
ξα 16, -2.,. 
σῶν. Αλ λκασ 
᾿ ᾿ .᾿ 4ᾳ5.ϑᾧ. αὐ 4πα9 
και Χ {πιαχ.) Ξε π πο π ΞΞ το τ᾿ 
᾿Αρκεῖ νὰ λάβωμεν (σχ. 1286) : 
α ᾿ 2α 
ΔΗ -Ξ Ξ και ΔΝ -Ξ 3. . 


Παρατήρησις. Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ 
τῆς ἐγγραφῆς εἰς δοθέντα κῶνον τοῦ θεστον κυλίνδρου. Ὑποθέ- 
τομεν πράγματι ὅτι εἰς τὸν κῶνον ΑΒ] τὸ ὕψος του ΒΗ εἶναι ἴσον 
πρὸς τὴν ἔξπνα α βάσεως. Διὰ πάντα ἐγγεγραμμένον κύλινδρον 
(χ, γ) εἰς τὸν κῶνον αὐτὸν θὰ εἷναι προφανῶς κα -Ἐ γΞεα. Ἄρα 
διὰ τὸν μέγιστον (88 384, 386) : 


ν- ὃ α ὶ . 2α 
τ β - τ λαυ χε ττ- 


Προόβλημα 868--1 
2068. Ποῖος ὁ μέγιστος κῶνος ἐκ τῶν ἐχόντων ἄθροισμα ὕψους καὶ 
ἀχτῖνος τῆς βάσεως σταϑερόν ; 
Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἶναι τὸ ἴδιον πρὸς τὸ προηγούμενον, ἀφοῦ 
Ξ- ξ- χΧ᾽Ύ καὶ χ Ἐν Ξξεσταθ-εα. ᾿Αλλ’ ὁ ὄγκος τοῦ μεγίστου 
κώνου εἶναι τὸ τρίτον τοῦ μεγίστου κυλίνδρου, ἐκ τῶν ἐχόντων 
ἄθροισμα ἀντιστοίχων μηκῶν τὸ ἴδιον α. 


Πρόβλημα 869 


2004. Ἰοῖος ὁ μέγιστος κύλινδρος ἐκ τῶν ἐχόντων ὁλικὴν ἐπιφά- 
γειαν δεδομένην 3 πα"; 
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ΓΕστω χ ἡ ἀκτὶς τῆς βάσεως καὶ τ» τὸ ὕψος. Ἣ ὁλικὴ ἐπιφά- 
νεια εἶναι 2πα -- 2πχ'᾽ -ἰ 2Ζπχγ. Ἑπομένως, 
χλτ-Ἐ χὺ Ξξ α" καὶ ν ΞΞ πχῦγ. 
Κατὰ τὴν ἀρχὴν τῆς 8.380, θὰ ἔχωμεν διὰ τὸν μέγιστον κύ- 
λινδρον 


ἐς ἦα καὶ τ- 
ἈΠῸ τῷ καὶ Στ 
᾿ αΞῷὁὄ 2α 2παϑγΥ3 
ἄρα γ(πιαχ) τε π. πο γΞ Ἐξ τοτο οτ τος 


Προόβλημα 869--] 


2066. Δίδονται ἐπίπεδον Π, σφαῖρα καὶ μέγιστος κύχλος αὐτῆς. Ζη- 
τεῖται νὰ ἀχϑῇ τομὴ τῆς σφαίρας παράλληλος πρὸς τὸ Π τοιαύτη, ὥστε 
ὁ κολοβὸς ὀρϑὸς χύλινδρος, ὁ ἔχων τὴν τομὴν ταύτην ὡς κάτω βάσιν 
καὶ ἄνω βάσιν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ μεγίστου κύκλου, νὰ εἶναι ὁ μέ- 
γιστος. 

1) ΓἜστω χ ἡ ἀκτὶς τῆς τομῆς καὶ Υ ἡ ᾿ἀπόστασις τοῦ κέντρου 
τῆς σφαίρας ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς τομῆς. Ὃ ὄγκος τοῦ στερεοῦ 
εἶναι 

ΧΑ - πχῦν, ὅπου χ᾽ - γ᾽ ΞΞρ", 

Ἑπομένως, διὰ τὸ μέγιστον (88 376, 392) 

2 
τε δ.  ΞΞΊΞΞΞΣ 
ἰδ όσα Ὁ 


χΞΞξ 


Διὰ τὴν κατασκευήν, θὰ πρέπει νὰ φέρωμεν ἐφαπτόμενον ἐπί- 
πεδον πρὸς τὴν σφαῖραν (ο, 1) παράλληλον πρὸς τὸ δοθὲν Π. 


2) Προεκτείνοντες τὸν μέγιστον τοῦτον κολοβὸν κύλινδρον πέ- 
ραν τῆς ἄνω βάσεώς τοὺ καὶ μέχρι τῆς σφαίρας, λαμβάνομεν τὸν 
μέγιστον ἐγγεγραμμένον εἰς αὐτὴν κύλινδρον. Ἢ βάσις ἑπομένως, 


τοῦ κολοβοῦ κυλίνδρου θὰ ἔχῃ ἐμβαδὸν : πρ᾽ (8 850). 
Προόβλημα 860 


8066. Ποῖος ὁ μέγιστος κύλινδρος, ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς κῶνον 
ἀνοίγματος 909 καὶ τοῦ ὁποίου ἡ ὁλι- 
κὴ ἐπιφάνεια εἶναι δεδομένη --- πα; 


Ἔστωσαν κα ἡ ἀκτὶς τοῦ κυ- 
λίνδρου, Υγ τὸ ὕψος αὐτοῦ καὶ 
πα ἡ ὀλικὴ ἐπιφάνεια τοῦ κώ- 
νου. Ἡ γενέτειρα ΑΓ εἶναι ὑπο- 
τείνουσα ἰσοσκελοῦς ὀρθογωνίου 
τριγώνου καὶ τὸ ἄθροισμα, ἑπομέ- 
νως, χι ν ίσχ. 1286) εἶναι στα- 
θερὸν καὶ ἴσον πρὸς τὸ ὕψος 
ΑΗ ΞΕ ΗΓ τοῦ κὔνον. δ Ξχο 4586. 

᾿Επειδὴ δέ: 


πα Ξε ΠΗΓΞ -Ἐ πΗΓ.. ΑΓ -Ξ- πΗΑ" -Ἐπ. ΗΑ. ΗΑ ΥΖ -- πΗΑ (1 -ΕΥ̓2), 
Γεωμετρία 68 
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θὰ εἵναι 


χΧΈἜγ-ΗΑ-.--- -Ξ΄ -- σταθ. 


γ1τ- Υ̓Σ 
Διά τὸν μέγιστον ἑπομένως κύλινδρον (8 376): 


καὶ ν-επ. --- ΗΑ"Ξ- --- 


Πρόβλημα 860-- 


2066 α. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς σφαῖραν ὁ τὴν μεγίστην ὁλικὴν ἐπιφάνειαν 
ἔχων κῶνος. 


Θὰ πρέπει νὰ καταφύγωμεν εἰς τὴν μέϑοδον τῶν ἀπροσδιορίστων 
συντελεστῶν διὰ τὴν ἀλγεβρικὴν λύσιν τοῦ προβλήματος, ὡς καὶ 
διὰ τὸ πρόβλημα τῆς 8 1712 (σημ.). 

(Βλ. ἐπίσης : οι» α' αἰσόυγε ὑπὸ Ἐ΄. (. - Δ1., 3η ἔκδ., σ. 306). 


πρόβλημα 860--1 


2067. ᾿Ισόπλευρος χῶνος εἶναι ἐγγεγραμμένος εἰς σφαῖραν. Νὰ ἀχϑῇ 
ἐπίπεδον παράλληλον πρὸς 
τὴν βάσιν αὐτοῦ εἰς τρόπον, 
ὥστε ἣ διαφορὰ τῶν τομῶν 
τῆς σφαίρας καὶ τοῦ κώνου 
νὰ εἶναι μεγίστη ἢ ἐλαχίστη. 


Ἡ διὰ τοῦ Α ἢ τῆς βά- 
σεὼς ΒΒ΄ τομὴ δίδει δια- 
φορὰν Δ τομῶν ἴσην πρὸς 
μηδέν, ἐνῷ πᾶσα διάμεσος 
τομὴ δίδει 


Δ-ς-πίμρε-- ΝΡ). 


Ὑπάρχει, ἑπομένως (8 338, 
Σημ. Μ.), μεταξὺ τῶν ση- 
μείων Α καὶ Γ θέσις τοῦ 

Σ.. 1588. τέμνοντος ἐπιπέδου, δι᾽ ἣν 
ἡ διαφορὰ Δ γίνεται με- 
“ γίστη. 

Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ κυκλικοῦ δακτυλίου Δ, τοῦ ἀντιστοι- 
χοῦντος εἰς τὴν τομὴν ΜΝΝ΄, ἀρκεῖ νὰ ἐκφράσωμεν τὰ ΜΡ καὶ 
ΝΡ: συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος α τῆς σφαίρας καὶ τῆς ἀποστάσεως 
χ τοῦ τέμνοντος ἐπιπέδου ἀπὸ τοῦ κέντρου. 


1) ΡΞ - α'-- χ'ὶ 
2) ᾿Εκ τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΑΝΝ΄ λαμβάνομεν 
ΑΡ -- ΑΝΥ39 ΡΝ γ5; ΡΝ -Ξ- ἌΡ ΞΕ οὐανν απ 
2 γ3 γ3 
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ΓΑρα: 
ρν"-- “τ οι α', π 
κα 
Δ--πίμρ:.-- ΡΝ) -- -τ- π ( τξ- .): () 


Αἱ μεταβολαὶ τῆς ποσότητος ταύτης ἐξαρτῶνται φυσικὰ ἀπὸ 
τὰς μεταβολὰς τῆς διαφορᾶς 


Ξ- -ἶ (Ξ--) 


᾿Αλλ᾽ εἰς αὐτὴν τὸ ἄθροισμα τῶν δύο παραγόντων χ καὶ 


Ξ --- κ εἶναι σταθερόν, ἴσον πρὸς Ξ-- ἑπομένως, διὰ τὸ μέγι- 
στον τῆς τιμῆς της (δ 343): ᾿ 

ϑΞ δα, το ρδς δῷ ον ῦθςς 

Ν ΞΞ 2 Ν η Ἀν ἘΣ τς 4 . 


“Ὥστε: ᾿ 
αΞ αΞ αϑ 3 ς 
Δ (μα χ.) ΞΞ πτπ (Ξ Ἔτε - τ) ΞΞ -τ πα". 
9067. Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τὴν εὕρεσιν τοῦ μεγίστου δυνάμεθα 


νὰ ἘΡΎΕΘΕΟΒΕΥ καὶ ὡς ἑξῆς: 
Ἡ τιμὴ κ ΞΞΟΡ, ἡ καθιστῶσα μεγίστην τὴν ᾿'παράστασιν 


αΞ αχ 
γε Ὁ ἘΠῚ -- ν,, 9 
εἶναι ἐκείνη ἥτις καθιστᾶ ἐλαχίστην τὴν 
ἐξρισξος τεεν, αν ς ας 


Τῆς ἐξισώσεως (3), ἢ τῆς (4), αἱ ρίζαι εἶναι πραγματικαΐ, 
ἀφοῦ διὰ κ, ΞΞ -- τί [Ξ ΞΞΌΓ, σχ. 1218) καὶ κεξξα ἀντι- 


στοιχοῦν αἱ διὰ τῶν Γ καὶ Α τομαὶ διὰ τὰς ὁποίας ἡ διαφορὰ Δ 
ἄρα καὶ ἡ παράστασις ν' ἢ τ΄ μηδενίζεται. 
᾿Επειδὴ δέ, ὡς γνωστόν, τὸ ἡμιάθροισμα τῶν ριζῶν 
κι Ἔχ α 


43 ---.---- ΞΞ ---- 


2 4 
τοῦ τριωνύμου (3) εἶναι ἡ τιμὴ τοῦ χ δι’ ἣν ἡ τιμὴ τῆς ν΄ γίνεται 
ἐλαχίστη --- ἄρα ἡ τιμὴ τῆς τ μεγίστη, ἕπεται ὅτι ; (ΟΡ) -Ξ --- 


2) ᾿Επέκτασις. Οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ ϑέσις τῆς κορυφῆς Α ἐπὶ τοῦ 
ἄξονος χχ΄' ἢ ἡ κλίσις τῶν γενετειρῶν τοῦ κώνου τιρὸς αὐτόν, ἢ: διαφορὰ Δ 
γίνεται μεγίστη διὰ τομὴν τῶν δίο στεοεῶν ἀγομένην εἰς τὸ μέσον Ρ τοῦ 
ὕψους τοῦ κώνου. 

Ταῦτα γενικεύονται καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν αἱ γενέ- 
τειραι τοῦ κώνου δὲν συναντοῦν τὴν σφαῖραν. Οὕτω: 
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3) ᾿Βὰν Δ τε ρχ'  αχ -Ἐτ εἶναι ἡ ἔκφρασις τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ δακευ- 
λίου εἰς τὴν περίπτωσιν καϑ' ἣν αἱ γενέτειραι τοῦ κώνου δὲν συναντοῦν 
τὴν σφαῖραν, ὃ ἐλάχιστος δακτύλιος ἀντιστοιχεῖ εἰς τομὴν δι᾽ ἣν 


2068. Γεωμετρικαὶ παρατηρήσεις. Ὡς εἴδομεν, ὁ δακτύλιος Δ ἔχει 
ὡς ἔκφρασιν, συναρτήσει τῆς ἀποστάσεως χ τοῦ τέμνοντος ἐπιπέ- 
δου ἀπὸ τοῦ κέντρου Ο τῆς σφαίρας, τὴν 


Δ -- πία᾽ - αχ -- 2χ᾽) 


4 α α2 
ν δες σπ(- τ - 5) 


Διὰ μεταβολὰς τοῦ χ ἀπὸ --α ἕως -αὐ᾽, ἡ παράστασις Δ 


Σ.. 1589. 


εἶναι θετικὴ διὰ τιμὰς τοῦ κα μεταξὺ τῶν ριζῶν τοῦ τριωνύμου 


3 
χα χ - τ (5), μηδενίζεται εἰς τὰς τιμὰς ταύτας καὶ παρα- 


121. Σ μ. μετ. Καὶ αἵτινες ὑπάρχουν, ἀφοῦ ἢ διακρίνουσα 10 τούτου 
α ᾿ 
εἶναι θετιχῆ. Ὁ ΞΞ τε -Ἔ3αᾳ»»0. 
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μένει ἀρνητικὴ διὰ τιμάς τοῦ κ ἐκτὸς τῶν ριζῶν. Οὕτω διὰ πᾶσαν 
πραγματικὴν τιμὴν τοῦ χα ἡ παράστασις Δ ἔχει ἐπίσης πραγμα- 
τικὴν τιμή, ". 

Καὶ διὰ τιμὰς μὲν τοῦ κα μεταξὺ -- α καὶ α, δηλ. διὰ θέσεις Ρ 
τοῦ τέμνοντος ἐπιπέδου μεταξὺ τῶν σημείων Α καὶ Α΄ (σχ. 1289), 
ἡ γεωμετρικὴ σημασία τῆς διαφορᾶς Δ εἶναι φανερὰ --- ἀφοῦ εἰς. 
ταύτας ἀντιστοιχοῦν πραγματικαὶ τομαὶ τῆς σφαίρας καὶ τοῦ κώ- 
νου. Ποίαν σημασίαν ὅμως θὰ τροσθώσώμεν εἰς αὐτὴν διὰ χὴν α, 
ἣ κα « -- α, διὰ θέσεις δηλ. τοῦ Ρ' ἐκτὸς τοῦ διαστήματος ΑἋ΄; 

Ἡ ἀπάντησις εἰς τὸ ἐρώτημα τοῦτο δίδεται ἐὰν θεωρήσωμεν 
τὸν μὲν κῶνον ἀπέρατον ἑκατέρωθεν τῆς κορυφῆς του Α -- δέχω- 
νος κῶνος -- - καὶ τὴν σφαῖραν συμπληρουμένην διὰ τοῦ συμπληρωμα- 
τικοῦ αὐτῆς σχήματος ἑνὸς ἰσοπλεύρου διχώνου ὑπερβολοειδοῦς. 

Ὃ μέγιστος κύκλος ΑΜΑ’ τῆς σφαίρας ἔχει ἐξίσωσιν πρὸς 
τοὺς ἄξονας τοῦ σχήματος τὴν 


χ᾽ ν-- αὐ", 
ἡ δὲ ἰσόπλευρος ὑπερβολή, μὲ κορυφὰς τὰ σημεῖα Α καὶ Α΄, τὴν 
χ᾽ -γἦπξξ αἢ". 
Οὕτω, ἡ τεταγμένη ΜΡ δίδεται ὑπὸ τῆς ἰσότητος 
ΜΡΞ-- ν3ΞΞ αϑ -- κ', 
ἐνῷ ἡ τεταγμένη ΣΝ τῆς ὑπερβολῆς ὑπὸ τῆς 
Σν᾽ τε γ" -Ξ χῦῬ-- αἷ. 


Διὰ τῶν συμπληρώσεων τούτων τῶν δύο στερεῶν βλέπομεν 
ὅτι, διὰ πάσας τὰς -ττιμὰς τοῦ χ ὑπάρχουν πάντοτε πραγματικαὶ 
τομαὶ ὑπὸ τῶν ἀντιστοίχων τῆς τιμῆς ταύτης ἐπιπέδων: ἡ δὲ 
σπουδὴ τοῦ ἀθροίσματος ἢ τῆς διαφορᾶς τῶν τομῶν γίνεται 

οἰως. 
μιὰ τὰς τομὰς λ.χ. τὰς πέραν τοῦ σημείου Α΄, ἡ διαφορὰ 
Δ -- π(ΗΖ9 -- ηΗΘ3) εἵναι θετικὴ. μέχρι τοῦ σημείου 1΄. Εἰς τὸ ση- 
μεῖον τοῦτο, ἀντίστοιχον τῆς τομῆς ἰ τῆς ὑπερβολῆς καὶ τῆς γενε- 
τείρας τοῦ κώνου, μηδενίζεται καὶ πέραν αὐτοῦ παραμένει ἀρ- 
νητική. 

ὺ Διὰ τὴν πλήρη σπουδὴν τοῦ ὅλου ζητήματος βλέπε Αρρεπαϊΐοο 
«μα Ετονοὶσο5 ἀ6 Οέογιδίγίε, τιὸ 819, σ. 92. Θὰ ὑποδείξωμεν ἐνταῦθα 
τὰ συμπεράσματα μόνον ἐκ ταύτης. 


2068 α. Σύνοψις. 1) ᾿ξὰν ἀντιστοιχίσωμεν εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον 
Ρ (κ) τῆς ΑΓ τεταγμένην ν' τοιαύτην, ὥστε. 


γῖξε ΜΡ3ϑ.- ΝΡ’, 


λαμβάνοιιεν ὡς τόπον τῶν σημείων (χ, ν) μίαν ἔλλειψιν, ἐκ περι- 
στροφῆς τῆς ὁποίας περὶ τὸν ἄξονα ΑΓ -παράγεται ἐλλειψοειδὲς 
μὲ κορυφὰς τὰ σημεῖα Α καὶ Γ καὶ ὄγκον ἴσον πρὸς τὸν τοῦ στε- 
ρεοῦ, τοῦ παραγομένου ὑπὸ τοῦ κυκλ. τμήματος ΑΜΒ περιστρε- 
φομένου περὶ τὸν ἴδιον ἄξονα. 

Τὸ μέγιστον τοῦ κυκλικοῦ δακτυλίου Δ λαμβάνεται διὰ τομῆς 
εἰς τὸ μέσον τῆς ἀποστάσεως ΑΓ΄’ ἐπειδὴ τὸ τέμνον τότε ἐπίπε- 
δον θὰ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τοῦ ἐλλειψοειδοῦς. Εἶναι δὲ τὸ 
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μέγιστον τοῦτο -Ξ. κα’ καὶ ἑπομένως ὁ ἡμιάξων βὶ τοῦ ἐλλειψοει- 
δοῦς θὰ εἶναι 
α --- 
β-- 13. 


Πέραν τῶν σημείων Α καὶ Γ, τὸ ἐλλειψοειδὲς ἀντικαθίσταται 
ὑπὸ διχώνου ὑπερβολοειδοῦς ἐκ περιστροφῆς, ἔχοντος τὰς αὐτὰς 
κορυφὰς Α καὶ Γ μετὰ τοῦ ἐλλειψοειδοῦς καὶ τοὺς ἰδίους ἄξονας. 

2) ᾿Ανάλογα συμβαίνουν καὶ διὰ πάντα κῶνον, τοῦ ὁποίου ἡ 
γενέτειρα τέμνει τὴν περιφέρειαν εἰς δύο σημεῖα. 

3) “Εὰν ἡ γενέτειρα τοῦ κώνου ἐφάπτεται τῆς περιφερείας εἰς 
Τ, τὸ προηϊθύμενον ἐλλειψοειδὲς περιορίζεται εἰς τὴν προβολὴν 
Τ’ τοῦ Τ ἐπὶ τοῦ ἄξονος: τὸ δὲ ὑπερβολοειδὲς ἀποβαίνει δίχωνος 
κῶνος μὲ κορυφὴν τὸ σημεῖον τοῦτο Τ΄. 

4) "Ἐὰν ἡ γενέτειρα τοῦ κώνου δὲν συναντᾶ τὴν περιφέρειαν, 
λαμβάνομεν μονόχωνον ὑπερβολοειδές. ᾽“Ο ἄξων ΧΧ'΄ εἶναι ὁ μὴ 
διατέμνων τὴν γενέτειραν τούτου ὑπερβολὴν ἄξων. 

Τὸ διὰ τοῦ κέντρου τοῦ ὑπερβολοειδοῦς ἀγόμενον ἐπίπεδον 
ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸν ἐλάχιστον δακτύλιον. 

Παραθέτομεν κατωτέρω τὴν ἐκφώνησιν ἑνὸς γενικωτέρου τοῦ 
. προηγουμένου θεωρήματος. 


2068 β. Γενικὸν Θεώρημα. "Ἔστωσαν ὁσαιδήποτε καμπύλαι δευτέ- 
οου βαϑμοῦ ἔχουσαι ἕνα τῶν ἀξόνων τῶν ἐπὶ εὐθείας ΧΌΧ καὶ ὡς 
κορυφὰς οἰἷαδήποτε σημεῖα τῆς εὐθείας ταύτης, καϑὼς “καὶ ὁσαιδήποτε 
εὐθεῖαι ὁπωσδήποτε διατεϑειμέναι ὡς πρὸς τὴν ἰδίαν εὐθεῖαν ΧΟΧ. 

Πᾶσαι αἱ γραμμαὶ αὗται στρέφονται περὶ τὸν ἄξονα ΟΧ καὶ παρά- 
γοῦν τὰς γνωστὰς ἐπιφανείας : κυλίνδρους, κώνους, ἐλλειψοειδῆ, ὑπερβο- 
λοειδῆ, παραβολοειδῆ. Τὸ. ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν ἀντιστοίχων ὄγ- 
κων (33) εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸν ὄγκον ἑνὸς στερεοῦ (Σ) ἐκ περιστρο- 
φῆς, ἔχοντος ὡς μεσημβρινὸν χαμπύλην δευτέρον βαϑμοῦ μὲ ἄξονα ἐπὶ 
τοῦ ΟΧ. (ἡρρεπάϊοε αἰἰα Ἐσπονοῖοο5 ἀδς Οδονιῤίγίθ, τι 819). 


Ἔκ τῆς προτάσεως ταύτης προκύπτει ὅτι αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἀλ- 
γεβρικοῦ ἀθροίσματος. τῶν τομῶν τῶν ἐπιφανειῶν αὐτῶν διὰ ἐπι- 
πέδου καθέτου ἐπὶ τὸν ἄξονα περιστροφῆς, ἐξαρτᾶται ἐκ τοῦ 
εἴδους τοῦ στερεοῦ (Σ). 

1) ᾿ξὰν τὸ στερεὸν (Σ) ἀποτελῆται ἐξ ἑνὸς ἐλλειψοειδοῦς καὶ 
τοῦ ὑπερβολοειδοῦς μὲ δύο χώνας συμπληρωματικάς. θὰ ὑπάρχῃ 
πρῇ μεγίστη τομὴ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν κορυφῶν τοῦ ἐλ- 

εἰψοειδοῦς. 

2) ᾿Εὰν τὸ στερεὸν (Σ) εἶναι μονόχωνον ὑπερβολοειδές, θὰ 
ὑπάρχῃ μία ἐλαχίστη τομή. 

3) Ἢ ἐλαχίστη τομὴ ῥὰ εἶναι περιωρισμένη εἰς σημεῖον Ο ἐὰν 
τὸ στερεὸν (Σ) εἶναι κῶνος δίχωνος ἢ ἐὰν ἀποτελῆται ἐκ δύο 
παραβολοειδῶν τῆς αὐτῆς κορυφῆς Ο καὶ διευθύνσεων ΟΧ καὶ ΟΧ΄. 


Θεώρημα 860--111 
2068 γ. Δίδονται σφαῖρα, σημεῖον σταϑερὸν Α καὶ ϑεωροῦμεν τοὺς 
κώνους μὲ χορυφὴν Α καὶ ὁδηγοὺς τὰς τομὰς τῆς σφαίρας ὑπὸ ἐπιπέ- 


122. ΣΉμ. μετ. Μεταξὺ ἑκάστης τῶν ἐπιφανειῶν αὐτῶν καὶ δύο 
χκαθέτων ἐπὶ τὸν ἄξονα περιστροφῆς τομῶν αὑτῆς. 
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δων (ΠῚ διερχομένων διὰ δευτέρου σταϑεροῦ σημείου Β. Δείξατε ὅτι αἱ 
δεύτεραι τομαὶ τῶν κώνων τούτων καὶ τῆς σφαίρας κεῖνται ἐπὶ ἐπιπέ- 
δων Ῥ διερχομένων διὰ τρίτου σταϑεροῦ σημείου Β΄. (Πρρταθὲν ὑπὸ 
τοῦ ἀα ΠΉ ΒΕῖπι καὶ λυθὲν ὑπὸ τοῦ ϑο)]]ετεϊπϑκυ. . Ἡ. Ε., 1890, 
σ. 207). . 


Θεωροῦντες τὸ ἐπίπεδον διὰ τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας καὶ τῶν 
σημείων Α καὶ Β, ἀναγόμεθα εἰς γνωστὸν “ζήτημα (858 1236 
καὶ 1237) 

Τόπος 860-- 


2068 ὃ. ποῖος ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν κυκλικῶν τομῶν ἑνὸς πλα- 
γίου κυκλικοῦ κώνου ; 


Ἔστω ΑΒΓ ἡ τομὴ τοῦ κώνου, ἡ ἀγομένη διὰ τῆς κορυφῆς Γ 
αὐτοῦ, τοῦ κέντρου Μ τῆς βάσεως 
καὶ καθέτου ἐπ᾽ αὐτήν. 'Ο τόπος 
τῶν κέντρων τῶν παραλλήλων τῆς 
βάσεως κυκλικῶν τομῶν εἶναι ἡ διά- 
μεσος ΓΜ. τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

'ῶς γνωστόν, αἱ ἀντιπαράλληλοι 
πρὸς τὴν βάσιν κυκλικαὶ τομαὶ τοῦ 
κώνου εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ καὶ παράλληλοι 
πρὸς τὴν ἐφαπτομένην ΓΤ τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας εἰς αὐτὸ -- 
ἤ, αἱ παράλληλοι πρὸς τὴν Α΄ Β΄, 
δι᾿ ἣν 

ΓΑ Ξ ΓΑ καὶ ΓΒ΄.- ΓΒ. 


Ὃ τόπος κατὰ συνέπειαν τῶν 
ζητουμένων κέντρων εἰς τὸ πρω- 
τεῦον τοῦ κώνου ἐπίπεδον ΓΑ΄Β΄ 
εἶναι ἡ διάμεσος ΓΜ΄Δ τοῦ τριγώ- 
νου ΑΥΓΒ΄, δηλ. ἡ συμμετροδιάμε- 
σος ἐκ τοῦ Γ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

Θὰ ἠδυνάμεθα ἐπίσης κατὰ τὴν 
κατασκευὴν τοῦ (ΠαῖΞες νὰ ἐφέρο- 
μεν τὰς ἐφαπτομένας ΑΖ, ΒΖ καὶ τὴν εὐθεῖαν ΓΖ. 


Σχ. 1290. 


Τόπος 860--ν 


3068 ε. Διὰ δύο τεμνομένων εὐθειῶν ΣΑ, ΣΒ φέρομεν δύο ἐπίπεδα 
χάϑετα ἐπ᾽ ἄλληλα, Ποῖος ὃ τόπος τῆς τομῆς ΣΓ' τῶν ἐπιπέδων τού- 
των; (]. Δ1. Γ΄. ὃ., 1881, σ. 447). 


Ἔστω ΜΝΛΔ ἐπίπεδον κάθετον ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΣΑ καὶ τέμνον 
τὴν ΣΒ εἰς Μ καὶ τὴν ΣΓ εἰς Λ. ᾿Επειδή, κατὰ τὴν πρότασιν τῆς 
8 190] α, τὸ τρίγωνον ΜΛΑΝ εἶναι ὀρθογώνιον εἰς Λ, τὸ σημεῖον 
τοῦτο θὰ κεῖται ἐπὶ περιφερείας μὲ διάμετρον ΜΝ καὶ τῆς ὁποίας 
τὸ ἐπίπεδον εἶναι κάθετον ἐπὶ τὸ ΣΑΒ. Εἶναι ἑπομένως ὁ τόπος 
τῆς εὐθείας ΣΓ ἡ ἐπιφάνεια τοῦ πλαγίου κυκλικοῦ κώνου μὲ κο- 
ρυφὴν τὸ Σ καὶ. ὁδηγὸν τὴν περιφέρειαν διαμέτρου ΜΝ. 

Εἰς τὸν κῶνον τοῦτον αἱ διευθύνσεις τῶν κυκλικῶν τομῶν εἶναι 
παράλληλοι πρὸς τὰ κάθετα ἐπίπεδα ἐπὶ τὰς ΣΑ καὶ ΣΒ εὐθείας͵ 
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Πρόβλημα 860--- ΚἹἱ 


2068 ξ. Δοϑέντος κυλίνδρονυ μὲ βάσεις Β καὶ Β΄, στρέφομεν τὴν 
μίαν βάσιν Β αὐτοῦ περὶ τὸν ἄξονα τοῦ κυλίνδρου καὶ ταυτοχρόνως 
ἀναβιβάξζομεν αὐτήν, παραλλήλως πάντοτε πρὸς ἑαυτήν, εἰς τρόπον, 
ὥστε αἱ γενέτειραι τοῦ κυλίνδρου νὰ διατηρήσωσιν τὸ ἀρχικόν των μῆ- 
κος λ καὶ τὰ αὐτὰ πέρατα ἐπὶ τῆς ἄνω (ἀκινήτου) καὶ κάτω βάσεως 
τοῦ κυλίνδρου. 

Εὔρετε τὸν ὄγκον τοῦ οὕτω παραγομένου νέου στερεοῦ (Σ). 

1) ᾿Εὰν αἱ γενέτειραι αὐτοῦ τέμνωνται ἐπὶ τοῦ ἄξονος. 

2) ᾿Ἐάν ἡ ἐλαχίστη ἀπόστασις αὐτῶν ἀπὸ τοῦ ἄξονος εἶναι ὃ. 

Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν ἡ γωνία στροφῆς περὶ τὸν ἄξονα 
εἶναι 1809, αἱ γενέτειραι συναντοῦν τὸν ἄξονα εἰς τὸ αὐτὸ ση- 
μεῖον καὶ τὸ στερεὸν .(Σ) ἀποτελεῖται ἐκ δύο ἴσων κώνων. Τὸ δι- 
πλάσιον τοῦ ὕψους ἑκάστου εἶναι 


υΞε [κ᾽ --4ρ; (ρ ἡ ἀκτὶς τοῦ κυλίνδρου) 
και ἑπομένως 


3 ΞΕΞΘΕΣΟ ΘΎΟΕΕΟΣΟΝ 
ν τ -Τρ' γχρστρε 


Εἰς τὴν δευτέραν περίπτωσιν, τὸ στερεὸν Σ εἶναι τμῆμα μονο- 
χώνου ὑπερβολοειδοῦς, μὲ περιφέρειαν λαιμοῦ ἀκτῖνος ὃ καὶ βά- 
σεις ἴσας ἀκτῖνος ρ. Ἢ χορδὴ τῆς περιφερείας τῆς βάσεως τοῦ 
κυλίνδρου, καθ᾽ ἣν προβάλλεται ἐπ᾽ αὐτὴν ἡ τυχοῦσα (νέα) γε- 
νέτειρα, εἶναι " 

2γ5.-- δ 
καὶ ἑπομένως 
υ -- ὕψος τοῦ τμήματος -- Υλϑ -- 4{ρ9 -- δ5). 

᾿Επειδὴ δὲ ὁ ὄγκος τμήματος ὑπερβολοειδοῦς μονοχώνου, πε- 
ριεχομένου μεταξὺ τοῦ λαιμοῦ αὐτοῦ καὶ τομῆς καθέτου ἐπὶ τὸν 
ἄξονα αὐτοῦ, εἶναι ἴσος πρὸς τὸν ὄγκον ἰσοὐψοῦδς κυλίνδρου ἔχον- 


τος βάσιν τὸ ἄθροισμα τῶν Ξ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κύκλου - λαιμοῦ 


τῆς ἐπιφανείας καὶ τοῦ Ν᾿ τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς ἑτέρας βάσεως αὐ- 
τοῦ, ἕπεται 
3ϑ.. 8... 83 3 3 
γα Ξ τυ Ξ θη, ἜΘ ΕΡΝ τς ἐρόπὴ 


2Ο06δ8η. Σημείωσις. 1) ᾿Ανάλογον πρόβλημα δύναται νὰ τεθῇ 
καὶ διὰ κόλουρον κῶνον. ; 

2) Τὸ Αγροπαῖοε αμὰ Επενοῖοοβ ἀθ (ἀἐέοηιόίγίε περιέχει ἀρκετὰ με- 
γάλον ἀριθμὸν ἐνδιαφερόντων ζητημάτων ἐπὶ τῶν ὄγκων τῶν ἐλ- 
λειψοειδῶν, ὑπερβολοειδῶν, παραβολοειδῶν, στερεῶν περατουμέ- 
νων εἰς στρεβλὰ πολύγωνα, κυλινδρικῶν ὀνύχων, μοναστηριακῶν 
θόλων καὶ σταυροθολίων. 


Πρόβλημα 860--ΥΠ 


2068 ϑ. Ἔκ πασῶν τῶν σφαιρικῶν ζωνῶν μὲ μίαν βάσιν, τῶν ἐχου- 
σῶν δοϑεῖσαν ἐπιφάνειαν Κ', ποία ἢ δίδουσα τὸ μέγιστον σφαιρικὸν 
τμῆμα ; 
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Εἶναι τὸ ἡμισφαίριον’ ἐπειδὴ θεωροῦντες τὸ διπλάσιον τῆς δο- 
θείσης ἐπιφανείας, καταλήγομεν εἰς τὴν σφαῖραν ὡς τὸ μέγιστον 
ἀντίοστοιχον σφαιρικὸν τμῆμα. 

Τὰ ἡππαίου ἀς Θεγηοππο (τόμ. Χι,, 1824 - 25, σ. 132, 236 ἕως 243, 
Οπεττεῖ καὶ Τέδεπαι), λύουν τὸ πρόβλημα αὐτό, ὡς καὶ πολλὰ 
ἄλλα ἀνάλογα, μὲ ἐνδιαφερούσας ἀναπτύξεις. 


Πρόβλημα 860-- ΜΠ] 


2068ι. Ποῖος ὃ γεωμετρικὸς τόπος τῶν βάσεων τῶν σφαιρικῶν ζω- 
νῶν μὲ μίαν βάσιν, αἵτινες ἔχουν τὴν αὐτὴν ἐπιφάνειαν καὶ ἐφάπτονται 
εἰς τὴν κορυφήν των δοϑέντος ἐπιπέδου καὶ εἰς σταϑερὸν σημεῖον Ρ 
αὐτοῦ; (4. ἀε α., τόμ. {Π|, 1812 - 13, σ. 383). 


"Εστω ρ ἡ ἀκτὶς τῆς μεγίστης κατ᾽ ὄγκον καὶ ἡμισφαιρικῆς, κατὰ 
τὴν προηγουμένην ἄσκησιν, ἐκ τῶν ζωνῶν τούτων. ὋΟ τόπος 
εἶναι ἡ σφαιρικὴ ἐπιφάνεια μὲ κέντρον τὸ σημεῖον Ρ' καὶ ἀκτῖνα 2ρ. 


3068 κ. Σημείωσις. 1) 18 (133) ὠνομάσθη ὑπὸ τοῦ Ουΐε5 μία 
καμπύλη (1.), ἥτις, εἰς τὸ ἐπίπεδον, παρουσιάζει μερικὰς ἀναλο- 
γίας μὲ τὸν προηγούμενον, εἰς τὸν χῶρον, τόπον. Ἢ σπουδή της 
ἐν τούτοις ἐξέρχεται τῶν ὁρίων τῆς Στοιχειώδους Γεωμετρίας. 

Θεωροῦμεν κυκλικοὺς τομεῖς ΟΜΝ τοῦ αὐτοῦ κέντρου Ο, τῆς 
αὐτῆς ἐπιφανείας καὶ τῶν ὁποίων ἡ μία ἀκτὶς ΟΜ ἔχει σταθερὰν 
διεύθυνσιν ΟΜΧ, ἐνῷ τῆς ἄλλης ΟΝ μεταβάλλεται, ἀφοῦ ἡ γωνία 
ΟΜΝ:-Ξθ ἀλλάσσει. Ὃ τόπος τῶν σημείων Ν εἶναι ἡ καμπύλη (1)). 

Ἡ ἐξίσωσίς της εἰς πολικὰς συντεταγμένας (Ο, ΟΧ) εἶναι 


(ΟΜΝ) -Ξ- ΒΞ Ρ᾽θ -Ξ σταθ. (θ εἰς ἀκτίνια) 


ἢ ρθ -- α",. (Ν. Α., 1880, σ. 461) 


Ἢ καμπύλη ἔχει τὸ σχῆμα τῆς ᾿Αρχιμηδείου ἕλικος, τὸν ἄξονα 
ΟΧ διὰ ἀσύμπτωτον (διὰ θ -- 0), ἀλλὰ καὶ τέμνουσα τὴν εὐ- 
θεῖαν ταύτην διὰ θ -- νπ, ν ἀκέραιος. Ὃ πόλος Ο εἶναι καὶ αὐτὸς 
ἀσυμπτωτικὸν σημεῖον, ἀφοῦ ᾿ 

3 Ρ 
ρ᾽ -- --- --οὖ, διὰ θ-» ω. 

2) Δυνάμεθα νὰ θέσωμεν ἐπίσης τὸ ἑπόμενον πρόβλημα : 

Νὰ εὑρεϑῇ ὁ τόπος τῶν ἄκρων Μ, Μ' τῶν κυκλικῶν τόξων ΛΟΜ᾽ 
ἅτινα ἔχουν πάντα τὸ αὐτὸ μῆκος α καὶ ἐφάπτονται δοϑείσης εὐϑείας ΟΧ 
εἰς δοϑὲν αὐτῆς σημεῖον Ο καὶ εἰς τὸ μέσον αὐτῶν. 

Ἢ λύσις ἐδόθη ὑπὸ τῶν Βέτατά, ϑ4η ὕΐζεπμονο, Τέδεπαί. (4. 
αἰ. ὦ., 1812 -- 1813, τόμ. ΠΙ, σ. 377). 

Εἰς τὴν ὡραίαν αὐτὴν μελέτην τοῦ 1813, δίδεται ὡς ἐξίσωσις 
τῆς καμπύλης, εἰς πολικὰς συντεταγμένας (Ο, ΟΧ) ή 

αημθ 
βεΞΙΞο - 
ἤ, εἰς καρτεσιανὰς συντεταγμένας (ΟΧ, ΟΥ ΟΧ): 


98. Σ μ. μετ, Λατινιστί, ἡ κυρτὴ ράδδος τῶν Ρωμαίων οἱωνοσκόπων. 
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Τὸ πρόβλημα τοῦτο εὑρίσκεται καὶ εἰς ὝΟαἰομὶ Ϊπιέσναὶ τοῦ 
Βορβυῖ. 

Ἧ καμπύλη αὕτη ὀνομάζεται καὶ κοχλιοειδὴς ((ὐο]ιδοϊά6) καὶ 
εἶναι ἡ ἀντίστροφος τῆς τετραγωνιζούσης τοῦ Δεινοστράτους, ὡς, 
ἄλλωστε, φαίνεται καὶ ἐκ τῆς πολικῆς της μορφῆς. (Μαϊ μοὶ», 1885, 
σ. 89, 1. Νειθεσρ, Οομτδεβ νοπιαγημαὺϊε8, τόμ. 1], σ. 96, ὑπὸ (οπιὲβ 
Τεϊχοῖγα). 

Ἡ κοχλιοειδὴς εἶναι κεντρικῆ προβολὴ μιᾶς κυλινδρικῆς ἕλικος 
ἐπὶ ἐπιπέδου καθέτου ἐπὶ τὸν ἄξονα αὐτῆς, ὅταν τὸ κέντρον προ- 
βολῆς εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς ἕλικος. (λέκε ὡραῖον σχετικὸν ἄρθρον 
τοῦ Απρτεν εἰς τὸ τρίτον μέρος, σ. 311 τῶν Πένονέα(ἱ0Ή}58 γιαϊπόνηναί(ϊ - 
4685 οἱ ργοδίδηιεβ τοῦ Βοιβα - ΒΑ], ἔργον δημοσιευθὲν τὸ 1909 
ὑπὸ Εἰῖχ - Ῥαϊτγίςκ. 


Συμπληρώματα εἰς τὰς δὲ 1952α καὶ 1979 ὃ 


2068. ᾿Απόδειξις τῆς προτάσεως ὃ8 1962 α, 1). 


Ἔστω 72 --- ΑΒΓΔ --- Ζ' (σχ. 1290 α) τὸ ἐν λόγῳ ὀκτάεδρον, Τί,, Π,,, 
Π:. ΗΠ, αἱ προδολαὶ τοῦ σημείου Ο ἐπὶ τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ τοῦ 
ρθοδιαγωνίου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, ἢ,, ἢ2, ἢλν ἢς αἱ προδολαὶ τοῦ Ὁ ἀπὶ 

τὰς ἐκ τοῦ 2 ἀντιστοίχους 
ἕδρας. ὃς γνωστόν, τὰ ση- 
μεῖα ἢ,... ἢ, δεἶνα, ὄρθό- 
χεντρα τῶν ἑδρῶν ΖΑΒ... 
Ζ2ΔΑ, ἕνεκα τῶν τρισορθο- 
γωνίων τριάϑρων 0 -- ΑΒΖ... 
0 -- ΔΑ . 

Ἐπειδὴ αἱ διαγώνιο: 
τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΙΔ 
εἶνα: κάθετοι ἐπ᾿ ἀλ- 
λῆλας. τὸ τετράπλευρον 
Π,.11..11..Π| ἀποδειχνύεται 
εὐκόλως ἐγγράψιμον εἰς 
περιφέρειαν (1). ᾿Αφ᾽ ὃτά- 
ρου, ἑκάστη τῶν- κορυφῶν 
τοῦ τετραπλεύρου τούτου. 
ἢ κορυφὴ 2 καὶ τὸ ὀὁρθό- 
Ἀεντρον τῆς ἀντιστοίχου 
ξδρας κεῖντα: ἐπ᾿ εὐθείας - 
τῆς τομῆς τῆς ἕδρας ταύ- 
πἧης καὶ τοῦ διὰ τῆς Ζ07΄ 
καθέτου ἐπ᾿ αὐτὴν ἐπ’'- 
πέδου. 

Ἔχ τῶν ὁμοίων ὄρθο- 
Γωνίων τριγώνων Ζ0]1]!, 
καὶ Ζθη, λαμβάνομεν 


203 ΞΞ κ᾽ ΞΞΖΙ!,. ἤη, 


Σχ. 1290 α 


καὶ ὁμοίως 
κὖΞΞ ΖΙΙ,. 7η. Ξ-Ξ Ὧ11|.. Ζη, ΞΞ 2Π.. Ζη.. 
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Εἶναι δηλ. τὰ σημεῖα Ἠι, Ὧω» ἤ9. ες ὁμόλογα τῶν Π,, }ν.,, Π,, Π, ἂν 
τῇ ἀντιστροφῇ μὲ πόλον Ζ καὶ. δύναμιν. Κ' καὶ κατ᾽ ἀκολουθίαν κεῖνται 
ἐπὶ περιφερείας (8 242) (Γ΄), τῆς ὁμολόγου τῆς (Γ) ἐν τῇ ἰδίᾳ ἀντιστροφῇ. 

᾿Αναλόγως ἀποδεικνύομεν ὅτι, τὰ τέσσαρα ὀρθόκεντρα τῶν ἐξ ἑκάστης 
τῶν πέντε ἄλλων χορυφῶν τοῦ ὀκταέδρου ἀγομένων ἐδρῶν κεῖντα!: ἐπί- 
σης ἐπὶ περιφερείας ---καὶ ἑπομένως, ὅτ' τὸ ὀκτακόρυφον τῶν ὀκτὼ ὀρθο- 
κέντρων τῶν ἐδρῶν τοῦ δοθέντος ὁκταάδρου ἔχει τὰς ἰδιότητας τοῦ ἐξαά- 
ὅρου τῆς 8 1941. Εἶναι δηλ. ἐγγράφιμον εἰς σφαῖραν (Σ). 


2068 μ. ᾿Απόδειξις τῆς προτάσεως ὃ 196δ8α. 2). 


1) Ὑποθέσωμεν ὅτ' τὸ ὀκτάεδρον Ζ --- ΑΒΓΔ -- Ζ΄ εἶναι ἐγγράψιμον 
εἰς σφαῖραν, ἧς τὸ κέντρον ἔστω ῶ, Θὰ εἶναι τότε καὶ τὸ τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ ἐγγράφιμον εἰς περιφέρειαν --- κέντρου Κ--καὶ ἐπομένως (8 149), 
ἡ προηγουμένως θεωρηθεῖσα περιφέρεια (Γ) θὰ διέρχετα, καὶ διὰ τῶν 
μέσων Μ,, Μι,, Μι. Μ, τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. Τὸ κέν- 
τρον αὐτῆς Α εἶναι τὸ μέσον τῆς ἀπουτάσεως ΟΚ (8 142). 

᾿Ἂς εἶναι κ,,....8ς τὰ κέντρα δάρους τῶν ἐκ τοῦ Ζ ἐδρῶν τοῦ ὀκταέ- 
ὅρου. Ἐπειδὴ τὰ σημεῖα ταῦτα εἶναι προφανῶς ὁμοιόθετα τῶν Μ, ...ΜΝ, 

ἘΣ ταδὶ ΖΜ, 8 ὥφας 
ἐν τῇ ὁμοιοθεσίᾳ κέντρου Ζ καὶ λόγου 7- τ Ξὶ 4 εἶνα, φανερὸν ὅτι 


“ 


1 

θὰ κεῖνται ἐπὶ περιφερείας (Υ) ὁμοιοθέτου τῆς (ΓΤ) ἔν τῇ ὁμοιοθεσίᾳ 
ταύτῃ καὶ τῆς ὁποίας (περιφερείας) τὸ κέντρον Ὑ θὰ κεῖται εἰς τὰ τ ᾿ 
ἃπὸ τοῦ Ζ, τοῦ μήχους ΖΛ (Σχ. 1290 6). “Ὁμοίως, τὰ κ. δάρους τῶν ἐκ 
τοῦ 2΄ ἐδρῶν τοῦ ὀκταέδρου θὰ κεῖντα: ἐπὶ περιφερείας (γ7) -- ἴσης 
πρὸς τὴν (Ὑ), ὡς ὁμοιοθέτου, ὃν τῷ αὐτῷ λόγῳ, τῆς (Γ) -- καὶ τῆς ὁποίας 
τὸ κάντρον γ’ θὰ κεῖται ἐπὶ τῆς Ζ᾽Δ, εἰς θέσιν ἐπ᾽ αὐτῆς ὁμοίαν ἐκεί- 
νῆς τοῦ Ὑ ἐπὶ τῆς ΖΛ. ! 

Κεῖνται ἑπομένως τὰ ὀκτὼ κέντρα δάρους τῶν ἐδρῶν τοῦ ὀκταέδρου 
ἐπὶ δύο ἴσων καὶ παραλλήλων περιφερειῶν καὶ τῶν ὁποίων τὰ κένερα Ὑ, γ΄ 
εὑρίσκονται ἐπ᾿ εὐθείας ὙΥ̓ καϑέτου ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓΔ. ᾿Ανήκουν ἄρα 
τὰ ὀκτὼ ταῦτα σημεῖα εἰς τὴν αὐτὴν σφαῖραν (Σ,) καὶ τῆς ὁποίας τὸ 
χέντρον Σ, εἶνα: τὸ μέσον τοῦ τμήματος Υγ΄. 

4) Θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι τῆς σφαίρας (Σ,) Ζ 
τὸ κέντρον Σ, κεῖται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟΩ καὶ 
διαιρεῖ αὐτὴν κατὰ λόγον 1:2, 

Ἔστω, πράγματι, (Ρ) (Σχ. 1290 6) τὸ ἐπί- 
πεδον τῶν εὐθειῶν ΩΚ, Ζ22΄ κχλπ., Τὶ ἡ τομῇ 
τῶν ΑΣ, καὶ Ζ2Ζ΄. ᾽Επειδήὴ, ὃκ τοῦ σχήματος 
“27 --  1Ζ΄, τὸ σημεῖον Τ' εἶναι προδολὴ τοῦ 
κάντρου Ὁ τῆς σφαίρας (2) ἐπὶ τὴν Ζ2Ζ', τὸ 1 
σχῆμα ΟΥ̓ΩᾺ ὀρθογώνιον παραλληλόγραμμον 
χαὶ τὸ σημϑῖον Σ,, τὸ διαιροῦν κατὰ λόγον 
1: 8 τὴν συνδέουσαν εὐθεῖαν τὸ μέσον Δ τῆς Ο 
ΟΚ μετὰ τῆς χορυφής Τ' τοῦ ὀρθογωνίου τού- 
του. κεῖται ἐπὶ τῆς διαγωνίου ΟὨ καὶ διαιρεῖ 
αὐτὴν εἰς λόγον ΟΣ, :Σ,Ω ΞΞ 1: 2. 

8) Λάγω τώρα ὅτι αἱ σφαῖρα: (Σ) καὶ (Σ,), κ΄ 
ταυτίζοντα!. Παρατηροῦμεν πρὸς τοῦτο, ὅτι τὰὶ Ζ 
σημεῖα ἡ, (ὀρθόκεντρον) 5, (κ. δάρους) καὶ κ, Σχ. 1290 β 
(κέντρον περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὴν ᾿ 
ξῦραν ΖΑΒ) κεῖντα: ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας, κατὰ πρότασιν τοῦ Επῖΐετ, 
καὶ εἶναι δι ΞΕ δ Ρικ,. ᾿Επειδὴ δέ, αἱ εἰς τὰ κ,... Ἀ., πάθετοι ἐπὶ τὰς 


1084 


ἀντιστοίχους ξδρας τόμνονται εἷς τὸ χέντρον ὦ τῆς περιγεγραμμένης εἰς 
τὸ ὀκτάεδρον σφαίρας (9), αἱ δὲ κάθετοι ἐπὶ τὰς ἰδίας ἄδρας εἷς τά 
Ὧκ ... ἢ, τέμνονται, ἐκ κατασκευῆς, εἰς τὸ σῃιεῖον Ὁ, κατ᾽ ἀνάγκην καὶ 
αἱ κάθετοι εἰς τὰ κ;, ... Κ΄, ἐπὶ τὰς ἰδίας ἕδρας θὰ τέμνωνται εἰς τὸ αὐτὸ 
σημεῖον (). κείμενον ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟὉ καὶ δια! γοῦν αὑτὴν εἰς λόγον 


96 
σο 


Εἶνα. κατὰ συνέποιαν τὸ σηῃιεῖον ΣΦ, μέσον τοῦ τμήματος 00. ΓᾺν ρ᾿ 
ἡ, ἀκτὶς τῆς σφαίρας δ,. θὰ ἔχωμεν 


1 
πρὸ 


Σισι ΞΞ Ὁ Σι δι πεν 


καὶ Σισι ΞΞ Σ,ῆνν ες Σρο ΞΞ Σιν: 
Δηδαδὴ : ΣΙ ΡΒι ΞΞ ΟΣ δὶ Ξῷὰ Σι ἣν ΞΞ Σῆ, τΞ 


χαὶ αἱ σφαῖραι (Σ,) καὶ (5) συμπίπτουν. Κεῖντα: δηλ. τὰ ὀκτὼν ὁρθόκεν- 
τρα καὶ ὀχτὼ κ. θάρους τῶν ἐδρῶν ἑνὸς ἐγγεγραμμένου εἰς σφαῖραν ὁρ- 
θοδιαγωνίου ὀκταέδρου ἐπὶ τῆς 
αὑτῆς σφαίρας, κλπ. (3). 


2068 ν. ᾿Αναλυτικωτέρα 
ἀσιόδειξις τῆς προτάσεως 
ὃ 1979γ, 2). 


θεωρήσωμεν τὸ ὄγδοον (Σ) 
τοῦ στερεοῦ, τὸ εἷς τὸ σχῆμα 
διὰ παχειῶν γραμμῶν ὑποδη- 
λούμενον. Ἔπειδὴ εἰς αὑτὸ ἡ 
καμπύλη ΒΗ͂ εἶναι τὸ τέ- 
ταρτον τῆς ἐλλείψεως, καθ᾽ 
ἣν ἀμφότεραι αἱ ἐπιφάνειαι 
τῶν κυλίνδρων τέμνονται ὑπὸ 
τοῦ ἐπιπέδου ΑΔΙ' Β΄, γίνετα: 
φανερὸν ὅτι τοῦτο εἶνα: τὸ 
ἄθροισμα τῶν δύο ἴσων στε- 
ρεῶν ΟΕΘΗ καὶ ΟΕΖΗ. Ἕκα- 
στον δὲ τούτων εἶναι τὸ ἥμισυ 
ποῦ κυλινδρικοῦ ὄνυχος, τὸν 
δγκον τοῦ ὁποίου ὑπελογίσα- 
μεν προηγουμένως. Ἑπομένος : 


γε [Φ 5:99}. ΘΗ 7- ἢ Ξλ 


καὶ 


᾿ 4) 
ν (κοινοῦ στερεοῦ τῶν δύο κυλίνδρων) Ξτεϑβ.νσ Ξ - δ5, 


124. Σημ, μεν, Τὰς ἀποδείξεις τῶν προτάσεων τούτων δὲν ἀνεύρομεν 
εὶς τὰ γνωστὰ εἰς ἡμᾶς διθλία. 


ΒΙΒΛΙΟΝ ν""! 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


ἜἜλλειωις 


Θεώρημα 861 


2069. Αἱ διάμετροι ἐλλείψεως εἶναι εὐδεῖαι διερχόμεναι διὰ τοῦ 
κέντρου τῆς καμπύλης. 


Καλοῦμεν διάμετρον εὐθύγραμμον Καρπόνης εὐθεῖαν διαιροῦσαν 
εἰς δύο ἴσα μέρη ἑκάστην τῶν πρὸς δοθεῖσαν διεύθυνσιν παραλι- 
λήλων χορδῶν τῆς καμπύλης. Δύο διάμετροι λέγονται συξυγεῖς ἐὰν 
ἑκάστη αὐτῶν διαιρῇ εἰς δύο ἴσα μέρη τὰς παραλλήλους πρὸς 
τὴν ἄλλην χορδὰς τῆς καμπύλης. ᾿ 

Εἰς τὸν κύκλον, τοῦ ὁποίου προβολὴ εἶναι ἡ ἔλλειψις, θεωρή- 
σωμεν σειρὰν παραλλήλων χορδῶν’ ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν χορ- 
δῶν τούτων εἶναι διάμετρος τῆς περιφερείας καὶ ἡ προβολὴ αὐτῆς 
διάμετρος τῆς ἐλλείψεως διερχομένη διὰ τοῦ κέντρου αὐτῆς. 

σαι αἱ παράλληλοι χορδαὶ εἰς τὴν περιφέρειαν προβάλλον- 

ται κατὰ παραλλήλους χορδὰς τῆς ἐλλείψεως, ᾿Αφοῦ τὰ προβάλ- 
λοντα ἐπίπεδα εἶνσι παράλληλα. 

Τὸ μέσον ἑκάστης χορδῆς τῆς περιφερείας προβάλλεται κατὰ 
τὸ μέσον τῆς ἀντιστοίχου χορδῆς τῆς ἐλλείψεως. 

᾿Επειδὴ ἕκαστον τμῆμα τῆς τέἐλευταίας χορδῆς εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ γινόμενον τοῦ ἡμίσεος τῆς ἀντιστοίχου χορδῆς τῆς περιφερείας 
᾿ αν τὸ συνημίτονον τῆς γωνίας τῆς χορδῆς ταύτης καὶ τῆς προβο- 

ς της. ᾿ 


Θεώρημα 862 


2070. Δύο κάϑετοι διάμετροι τοῦ πρωτεύοντος κύκλου προβάλλον- 
ται κατὰ συζυγεῖς διαμέτρους τῆς ἐλλείψεως. 


“Ἔστωσαν ΜΜ΄’, ΝΝ΄ δύο ὀρθογώνιοι διάμετροι τοῦ κύκλου καὶ 
ΕΕ΄, ΖΖ' χορδαὶ παράλληλοι πρὸς τὴν μίαν ἐξ αὐτῶν. Αἱ χορδαὶ 
εε΄, νν΄, ζζ΄ εἶναι παράλληλοι (δ 2069), αἱ δὲ προβολαὶ θ, λ τῶν 
σημείων Θ καὶ Λ, μέσων τῶν χορδῶν ΕΕ΄’ καὶ ΖΖ', εἶναι μέσα 
τῶν ἀντιστοίχων χορδῶν εε΄ καὶ ζζ’ τῆς ἐλλείψεως. 

Ἧ προβολὴ: ἑπομένως μμ΄ τῆς ΜΜ'’ διαιρεῖ εἰς δύο ἴσα μέρη 
τὰς χορδὰς εε΄ καὶ ζζ΄ παραλλήλους φυσικὰ πρὸς τὴν νν΄, προβο- 
λὴν τῆς ΝΝ΄. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν. εὐθεῖαν νν΄" διαιρεῖ 
καὶ αὕτη εἰς δύο ἴσα μέρη τὰς χορδὰς τῆς ἐλλείψεως τὰς παραλ- 
λήλους πρὸς τὴν μμ΄. ᾿ 

᾿Επειδὴ δὲ αἱ εὐθεῖαι μμ΄ καὶ νν΄ διέρχονται διὰ τοῦ κέντρου 
τῆς ἐλλείψεως καὶ εἵναι ἑπομένως διάμετροι αὐτῆς, ἑκάστη δὲ 
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αὐτῶν διαιρεῖ εἰς δύο ἴσα μέρη τὰς παραλλήλους πρὸς τὴν ἄλ- 
λην χορδὰς τῆς καμπύλης, ἕπεται ὅτι ἀποτελοῦν ζεῦγος συζυγῶν 
διαμέτρων τῆς ἐλλείψεως. 


Ἡ’ 
Σχ. 4591. 


Θεώρημα 868 


3071. Αἱ παράλληλοι ηι΄, ιη΄ πρὸς διάμετρον μμ΄ τῆς ἐλλείψεως, 
αἷ ἀγόμεναι ἐκ τῶν ἄκρων αὐτῆς, εἶναι ἐφαπτόμεναι τῆς καμπύλης. Καὶ 
ἀντιστρόφως, ἣ χορδὴ ἐπαφῶν δύο ἐφαπτομένων τῆς ἐλλείψεως, παραλ- 
λήλων πρὸς δοθεῖσαν διάμετρον αὐτῆς, εἶναι ἦ συζυγὴς διάμετρος τῆς 
δοϑείσης. 

1) Αἱ παράλληλοι ΗΙ΄ καὶ ΗΊἼ πρὸς διάμετρον ΜΜ΄ τοῦ πρώ- 
του κύκλου εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὴν ΝΙΝ καὶ ἐφαπτόμεναι τοῦ κύ- 
κλου τούτου αἱ προβολαὶ αὐτῶν ηι’, ηἴ θὰ ἔχουν ἕν μόνον κοινὸν 
σημεῖον μετὰ τῆς ἐλλείψεως καὶ κατὰ συνέπειαν θὰ ἐφάπτωνται 
τῆς καμπύλης αὐτῆς, ἀφοῦ αὕτη εἶναι κυρτὴ (6., πϑ 622). 

2) ᾿Αντιστρόφως, ἡ διάμετρος ἐπαφῶν ΝΙΝ΄ τοῦ πρωτ. κύκλου 
εἶναι κάθετος ἐπὶ τὰς ἐφαπτομένας ΠΙ΄, [Η΄- ἡ προβολή της ἐπο- 
μένως νν΄ θὰ εἶναι συζυγὴς διάμετρος τῆς μμ΄, προβολῆς τῆς ΜΜ΄’. 
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1ον Θεώρημα τοῦ ᾿Απολλωνίου 864 


2072. Πᾶν περιγεγσαμμένον εἰς ἔλλειψιν παραλληλόγραμμον, τοῦ 
ὁποίου αἱ πλευραὶ εἶναι παράλληλοι πρὸς δύο συζυγεῖς διαμέτρους τῆς 
καμπύλης, εἶναι .ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ἐπὶ τῶν ἀξόνων τῆς ἐλλείψεως κα- 
τασκευαζόμενον ὀρϑογώνιον. 


Τὸ συνημίτονον τῆς κλίσεως τοῦ πρωτεύοντος κύκλου καὶ τῆς 
ἐλλείψεως εἶναι ἴσον πρὸς ΕΣ (85 1790 καὶ 2069). τὸ παραλληλό- 


γραμμον ἑπομένως (ηιη.)-- [ςΠΙΗΊ) ΒΕ ἢ 

᾿Επειδὴ δὲ τὸ περιγεγραμμένον εἰς τὸν κύκλον τετράγωνον ἔχει 
ἐμβαδὸν 2 .2α 4α3, τὸ ἐμβαδὸν τοῦ περὶ τὴν ἔλλειψιν παραλ- 
ληλογράμμου θὰ εἶναι 4α3. Ῥ-- 4αβ, ἰσοδύναμον δηλαδὴ πρὸς τὸ 
ἐπὶ τῶν ἀξόνων 2α, 2β τῆς ἐλλείψεως ὀρθογώνιον. 

Τὸ συμπέρασμα τοῦτο ἕπεται καὶ ἐκ τῆς παρατηρήσεως, ὅτι τὸ 
ἐπὶ τῶν ἀξόνων τῆς ἐλλείψεως ὀρθογώνιον καὶ τὸ τυχὸν περὶ αὐ- 
τὴν παραλληλόγραμμον εἶναι προβολαὶ ἀμφότερα δύο ἴσων καὶ 
ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου κειμένων τετραγώνων. 'Ἑπομένως (8 1790, 
σοχόλιον |), αἱ προβολαὶ αὗται θὰ εἶναι ἰσοδύναμοι. 


Θεώρημα 866 
3073. 'Εὰν α΄, β΄ εἶναι τὰ μήκη δύο συζυγῶν ἡμιδιαμέτρων ἐλλεί- 
ψεως καὶ Ψ' ἣ γωνία αὐτῶν, ϑὰ εἶναι 
᾿ Δ4αβ΄ημν -- 4αβ. 


Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ παραλληλογράμμου λαμβάνεται διὰ τοῦ γινομέ- 
νου τῶν διαγωνίων καὶ τοῦ ἡμιτόνου τῆς γωνίας αὐτῶν" ἑπομένως 


4 α'β' ημν -- 4αβ. 
Θεώρημα 866 


2074. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν προβολῶν δύο συζυγῶν 
διαμέτρων ἐλλείψεως ἐπὶ ἕνα τῶν ἀξόνων αὐτῆς εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τε- 
τράγωνον τοῦ ἄξονος τούτον. 


Δηλαδὴ (σχ. 1291): 
ΟΡ" -ἘΟΠΡ’--α' καὶ Ρμ᾽ -Ἐ ἤν --β5. 


Πράγματι, τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΟΜΡ καὶ ΟΝΠ εἶναι ἴσα, 
ὡς ἔχοντα τὰς ὑποτεινούσας αὐτῶν ἴσας πρὸς α καὶ δύο γωνίας 
ἴσας" ἑπομένως, ΜΡ’-Ξ ΟΠ καὶ ἀφοῦ ΟΡϑ -Ἑ ΜΡ -- ΟΟΝΞ -- α, 


ΟΡ'-Ἐ ΟΠϑ -- αἢ. () 
Διὰ τὰς προβολάς, ἀφ᾽ ἑτέρου, Ρμ, Πν, τῶν συζυγῶν ἡμιαδια- 
ιἐτρὼν α᾽ καὶ β΄ ἐπὶ τοῦ μικροῦ ἄξονος ἔχομεν : 


ΡΒ. β δθεν Ρμ--ΡΜ»..8᾽, 


ΡΜ α α 
πν 6β ΒΝ β’ 
ἬΝ Ξ τ’ ὅθεν Πν3 --- ΠΝ». τ: 
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'Επομένως, : 
Ρμ»Ἐ Πν’-- (ΡΜ ΠΝ ΒῈ τ ρ᾿, Ω) 
2ον Θεώρημα τοῦ ᾿Απολλωνίου 867 


207δ. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων δύο συξυγῶν ἡμιδιαμέτρων ἐλ- 
λείψεως εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἡμιαξόνων 


αὐτῆς. 
α΄ -Ἐ β΄ τι α' ἜΒβ5. 
Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν (1) καὶ (2), λαμβάνομεν 
ΟΡ" - ΟΠ’ -Ἐ Ρμϑϑ -Ἡ Πνϑ -Ξ- αΞ -Ἐ β’, 
ἥ, ἀφοῦ ΟΡ -ἘΡμ -- α΄ΣὉ, ΟΠΞ -Ἡ ΠνΞ -- β΄3. 
αϑ-Ἐ β -- α -Ἐ β᾽. 
Παρατήρησις. ᾽᾿Ἔκ τῶν δύο σχέσεων τοῦ ᾿Απολλωνίου : 
α΄ ημν᾽ Ξ αβ, 
α" Ἐβ' τ α' Ἐρ’, 
δυνάμεθα νὰ ὑπολογίσωμεν τοὺς ἄξονας 2α, 2β ἐλλείψεως, συ- 
ναρτήσει δύο συζυγῶν ἡμιδιαμέτρων αὐτῆς καὶ τῆς γωνίας αὐτῶν 


(5 2188). 
Θεώρημα 868 


2076. Εἰς πᾶσαν ἔλλειψιν ὑπάρχουν δύο σαι συζϊυγεῖς διάμετροι, 
ἀντίστοιχοι τῶν διαγωνίων τοῦ 
ἐπὶ τῶν ἀξόνων αὐτῆς ὀρϑογωνίου. 


Ἔκ τοῦ σχήματος ἀναγνω- 
ρίζομεν ἀμέσως, ὅτι αἱ ἐπὶ τῶν: 
διαγωνίων ΟΕ, ΟΖ τοῦ τετρα- 
γώνου κείμεναι συζυγεῖς ἥἡμι- 
διάμετροι ΟΜ, ΟΝ τοῦ πρωτ. 
κύκλου εἶναι συμμετρικαὶ πρὸς 
τὸν ἄξονα ΑΑ΄ τῆς ἐλλείψεως 
καὶ προβάλλονται ἐπ’ αὐτοῦ 
εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ρ. 


Καὶ ἐπειδὴ 
ῬῬΜ--ΡΝ, 
θὰ εἶναι καὶ 
Σγ. 4302. Ρμ Ξ-- Ρν, 


ἄρα καὶ Ομ -- Ον. 
Θεώρημα 868--] 


2076 α. Ἔκ τῶν συστημάτων συζυγῶν διαμέτρων ἐλλείψεως τὸ ζεῦ- 
γος τῶν ἀξόνων αὐτῆς εἶναι τὸ ἐλαχίστου ἀϑροίσματος καὶ τὸ ζεῦγος 
τῶν ἴσων συζυγῶν διαμέτρων τὸ μεγίστου ἀϑροίσματος. (,1π. ἀ. ἐἴσγῃ., 
τόμ. ΧΙΙ, 1821 - 1822, σ. 72 καὶ 168, λύσις ὑπὸ 1. - Β. Πυγταπάο), 
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Θεώρημα 869 
2077. Διὰ τυχοῦσαν ἐφαπτομένην ἐλλείψεως, τὸ γινόμενον τῆς τετμη- 


μημένης τοῦ σημείου ἐπαφῆς ἐπὶ τὴν τετμημένην τοῦ σημείου καϑ' ὃ ἣ 
εὐθεῖα αὕτη τέμνει τὸν μέγαν ἄξονα, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τετράγωνον τοῦ 


μεγάλον ἡμιάξονος. : 


ξ χ. 1992, 


"Ἔστω μτΤ ἡ ἐφαπτομένη αὕτη καὶ ΜΤ ἡ ἀντίστοιχος ἐφαπτὸ- 
μένη τοῦ πρῶτ. κύκλου (Ὁ., πο 626). ᾽"Εκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου 
ΟΤΜ εὑρίσκομεν 

ΟΤ. ὉΡ -Ξ- ΟΜΈ-Ξ α’ 


Ὁμοίως, ΟΣ. ον -- Ον" -- β". 
Θεώρημα 870 


3078. Οἱ ἄξονες ἐλλείψεως ἀποτέμνονν ἐπὶ πάσης ἐφαπτομένης αὖ΄ 
τῆς τμήματα (μὲ κοινὴν ἀρχὴν τὸ σημεῖον ἐπαφῆς), ἔχοντα γινόμενόν 
ἴσον πρὸς τὸ τατράγωνον τῆς συζυγοῦς ἡμιδιαμέτρου τῆς ἀντιστοιχού- 
σης εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς. 

. ΓἝστωσαν Λμζ καὶ ΛΜΖ ἐφαπτόμεναι ἀντίστοιχοι τῆς ἐλλεί- 
ψεως καὶ τοῦ πρωτ. κύκλου. Ἢ ἀκτὶς ΟΜ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν 
ἐφαπτομένην ΛΜ καὶ ἐπὶ τὴν παράλληλόν της ΟΘ καὶ ἑπομένως 
αἱ ἀντίστοιχοι τῶν ἀκτίνων τούτων ἡμδιδιιετρθι Ομ, 09 τῆς ἐἀλ- 
λείψεως εἶναι συζυγεῖς. Θὰ εἶναι δὲ αἱ Οθ καὶ Λμ παράλληλοι 
εὐθεῖαι, ἀφοῦ αἱ ὀντίστοιχοι αὐτῶν ΟΘ, ΛΖ εἰς τὸ ἐπίτεδον τοῦ 
κύκλου. εἶναι εὐθεῖαι παράλληλοι (8 2069). 


Γεωμστρία 49 
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Ἔκ τῆς ὁμοιότητος τῶν τριγώνων ΟΘΘ καὶ ΛΜμ (35) λαμ- 
βάνομεν 
ἐοθ Λα μὲ 
ΟΘ ΛΜ ΜΖ᾽ 
ἐκ δὲ τοῦ τριγώνου ΖΟΛ, 
ΜΛ. ΜΖ --ΟΜΞ-Ξ-Οϑθ-. 


Σχ. 129), 


᾿Επειδὴ τὰ μήκη Οθ, Λμ, μζ εἶναι ἀνάλογα τῶν ΟΘ, ΛΜ, ΜΖ 
ἕπεται: 
μΛ. μΚ -Ξ- ΟΘ". 
Θεώρημα 871 


3079. Διὰ τὸν ὁρισμὸν τῶν ἀξόνων ἐλλείψεως, τῆς ὁποίας δίδονται 
δύο συζυγεῖς ἡμιδιάμετροι ΟΜ, ΟΝ, ὡς καὶ ἣ γωνία αὐτῶν ν΄, ἐργαζό- 
μεϑα ὡς ἑξῆς: 

Φέρομεν διὰ τοῦ Μ εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς τὴν ΟΝ, ὑψοῦμεν κά- 
ϑετον ΜΓ ἐπ᾽ αὐτὴν ἴσην πρὸς ΟΝ καὶ γράφομεν περιφέρειαν διερχο- 
μένην διὰ τῶν σημείων Γ΄ καὶ Ο, ἔχουσαν τὸ κέντρον της ἐπὶ τῆς διὰ 
τοῦ Μ ἀχϑείσης παραλλήλου πρὸς τὴν ΟΝ. 

Αἱ τομαὶ τῆς εὐϑείας ταύτης καὶ τῆς περιφερείας ὁρίζουν τὰ σημεῖα 
Δ καὶ Ε, ἄρα καὶ τὰς διευϑύνσεις τῶν ἀξόνων. Ἢ δὲ κάϑετος ΜΡ} ἐπὶ 
τὸν δὁρισϑέντα ἄξονα ΟΕ; τέμνει τὴν περιφέρειαν μὲ διάμετρον ΟΕ εἰς 
σημεῖον Α’ τοιοῦ.ον ὥστε ΟΛ΄ ΄Ξα (δ 2011). 


Ἡ εὐθεῖα ΔΜΕ, παράλληλος οὖσα πρὸς τὴν ΟΝ, ἐφάπτεται 
τῆς ἐλλείψεως (8 2071), ἡ δὲ κάθετος εἰς τὸ μέσον τῆς ΟΓΓ ὁρίζει 
τὸ κέντρον τῆς βοηθητικῆς περιφερείας. Ἔκ τοῦ σχήματος εὑρί- 
σκομεν 

ΜΓΞμδ. ΜῈ ἢ α΄ Ξ ΜΔ. ΜΕ. (α΄Ξ-- ΟΝ) 

ἙἝ πομένως (8 2078), αἱ εὐθεῖαι ΟΔ, ΟΕ εἶναι αἱ διευθύνσεις τῶν 

ζητουμένων ἀξόνων τῆς ἐλλείψεως. 


“΄᾿ Ὁ ἰδ 
120. Σ ἢ". μετ. ᾿Αφοῦ θ00 -- ΜΛμ καὶ Μ ε-- Θ., 
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᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ἕνεκα τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΑ΄ Έ κλπ.: 
ΟΑἰΞΞΟΡ . ΟΕ, 


καὶ τὸ μῆκος ΟΑ΄ εἶναι ἴσον πρὸς τὸν μέγαν άξονα α τῇ 
ἐλλείψεως (8 2077). Ρ Νὰ ἐὼ ἐὰ 
᾿Αναλόγως ὁρίζεται καὶ ὁ μικρὸς ἡμιάξων β. Ἢ 


Β᾽ πν 


Σ.. 1295, 


2080. Κατασκευὴ τοῦ (ἰμβαδὶε8δβ. Ἢ προηγουμένη κατασκευὴ δὲν 
φαίνεται νὰ εἶναι ἡ καλλιτέρα ἀπὸ γραφικῆς ἀπόψεως: ἐπειδὴ τὰ 
σημεῖς Ὁ καὶ Γ εὑρίσκονται πολλάκις πολὺ πλησίον ἀλλήλων καὶ 
Ἐπωμένως τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ΕΓΔ δυσκόλως ὁρίζεται μετ᾽ 
ἀκριβείας. 

Ἢ ἐπομένη μέθοδος, ὀφειλομένη εἰς τὸν Πμε51ε5, εἶναι πολὺ 
προτιμοτέρα᾽ ἀλλ᾽ ἡ ἀπ᾽ εὐθείας ἀπόδειξις τοῦ δευτέρου μέρους 
εἶναι μακρὰ καὶ ἀρκετὰ δύσκολος. 

Ἔκ τοῦ σημείου Μ' φέρομεν κάθετον ἐπὶ τὴν ΝΟ --- α' καὶ λαμ- 
βάνομεν ἐπ’ αὐτῆς τμήματα ΜΘ -- ΜΓ -Ξ α΄. Φέρομεν καὶ τὰς 
ΟΘ. ΟΓ Σζεὐθείας. ᾿ ᾿ τὰ 

Θὰ ἔχωμεν: ΟΘ--α-β, ΟΓ--α--β καὶ ὁ μέγας ἄξων θὰ 
εἶναι ἡ διχοτόμος τῆς γωνίας ΓΟΘ. 

Πράγματι, ἐκ τοῦ τριγώνου ΟΜΘ εὑρίσκομεν 


ΟΘ’ Ξ-- α΄ -Ἐβρ΄'-Ἐ2αβ' πμν -- (α -Εβ), ( 2075) 
ἐκ δὲ τοῦ ΟΜΓ, 
ΟΓΡ-Ξ α' -- β΄ --- 2 α'β' ημν -Ξ (α.-- β)". 
Κατόπιν τούτων εὐκόλως ἀποδεικνύεται καὶ ὁ δεύτερος ἰσχυρι- 


ομὸς τοῦ Ομαϑ5ῖεβ᾽ ἐπειδὴ ἡ περιφέρεια-" μὲ διάμετρον ΔΕ ᾿διέρχε- 
ται διὰ τοῦ σημείου Θ -- συμμετρικοῦ τοῦ Γ πρὸς τὴν ΔΕ .-- αἰ 
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δὲ γωνίαι ΕΟΓ καὶ ΕΟΘ εἶναι ἴσαι, ὡς βαίνουσαι ἐπὶ ἴσων τόξων. 
Ἔστω τώρα ΜΖ παράλληλος πρὸς τὴν διχοτόμον ΟΕ. Θὰ 


δείξωμεν ὅτι 
ΖΘ-ξα καὶ ΟΖ-β. 


Ἔκ τῆς διχοτόμου ΟΣ τῆς γωνίας Ο τοῦ τριγώνου ΓΟΘ εὑρί- 
σκομεν: 
ογ΄ ΣΓ ,α-Β ΜΓ-ΜΣ α΄-ΜΡ 
ΟΘ᾽ ΣΘ αἜβ᾽ ΜΓΈΜΣ “ α΄ἘΜΡ 
ἢ καί, κατὰ τὰς γνωστὰς ἰδιότητας τῶν ἀναλογιῶν, 
2α 2α΄ . αὐ α' 
2. “ΣΜΣ Β΄ Ὁ ΜΣ 
καὶ ἐπειδὴ ἐκ τῆς παραλλήλου ΜΖ πρὸς τὴν ΟΣ, 


ΜΘ 9Ζ α« ΖΘ 
ΜΣ ΖΟ ΜἭἬἜᾳ.Ἅ ΖΟῸ 
ἔπεται 
α 232. -αβ Ζ2ΖΘΈΖΟ ατβ 
Β. ΖΟ΄ ᾿ ἢ ΓΒ ΓΠΓΠ 2 θὃ-» 20 


Δηλαδὴ β -- ΖΟ καὶ α-Ξ-Ἠ ΘΖ. 


2ΟδΟα. Κύκλοι τοῦ (Παςίες. ᾿Εάν, ἐπὶ τῆς τυχούσης καθέτου 
ΜΔ τῆς ἐλλείψεως, λάβωμεν ἑκατέρωθεν τοῦ σημείου Μ τμήματα 
ΜΘΈΞΜΓ' ἴσα πρὸς τὴν συζυγῆ ἡμιδιάμετρον τῆς ΟΜ, ὁ τόπος 
τῶν σημείων Θ καὶ Γ εἶναι ᾿ περιφέρειαι μὲ κέντρα τὸ σημεῖον Ο 
καὶ ἀκτῖνας α - βὶ καὶ α --- αὶ ἀντιοτοίχως. 

ΑἹ ἐκ τοῦ τυχόντος σημείου τῆς περιφερείας (0, α - Β) ἀγό- 
μεναι ἐφαπτόμεναι τῆς ἐλλείψεως ἐφάπτονται αὐτῆς εἰς σημεῖα 
εἰς ἃ αἱ κάθετοι ἐπὶ τὴν καμπύλην τέμνονται ἐπὶ τῆς περιφερείας 
(0, α -- β). (]Τ΄ὈὍ5ερὲ Βγιιπο, Ν. 4., 1874, σ. 249 καὶ 1876, σ. 288). 
ΑἹ περιφέρειαι μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνας α-Ἐβ καὶ α--β 
ὠνομάσθησαν ὑπὸ τοῦ Βατίϑ:ου) κύκλοι τοῦ (Παϑίεϑ. ᾿ 

2080β. Πρόβλημα. Νὰ ὁδρισϑοῦν οἱ ἄξονες ἐλλείψεως ἐκ δύο συ- 

-ζυγῶν ἡμιδιαμέτρων καὶ τῆς γω- 
ἀπο τ δὲ ιν νίας αὐτῶν. ((ατασκευτὴ τοῦ Α. 
,. ὠροσσοι 5 Μαπημθῖα, Ν, ἡ. ἀὸ Μαιί]ι., 1904, 
ΙΝ οι ὸἣ-Λ σ. 5). 

ἱ 'Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λε- 
ἡ λυμένον καὶ ἔστωσαν ΟΓ, ΟΕ 
δύο ἐπ᾿ εὐθείας ΕΊΤΕ ΞΟ ἐμ. 
κέντρων περιφερειῶν (ὦ, κα 
(Ο, δὴ ΑἹ εὐθεῖαι ΓΔ, εἰν πα- 
ράλληλοι πρὸς τοὺς ἄξο" ας Ὡἰς 
ἸΝ καμπύλης, τέμνονται εἰς ἐν σῃ- 

ΝΣ , μεῖον Δ αὐτῆς. 


Ἀδτλ οϑϑ Ἔστω Ε΄ τὸ ἄκρον τῆς διαμέ- 
τις έσστπβενονς,, .΄ τρου ΟΕ’ (τῆς ἐξωτερικῆς περι- 
Ἰαβν ριον --ὐ φερείας) τῆς καθέτου ἐπὶ τὴν ΟΕ- 


τὸ δι᾽ ὁμοίας καταακευῆς λὰμ- 
βανόμενον σημεῖον Δ΄ ἀνήκει καὶ 
αὐτὸ εἰς τὴν καμπύλην καὶ εἶναι 
πέρας τῆς συζυγοῦς πρὸς τὴν ΟΔ ἡμιδιαμέτρου αὐτῆς. ᾿Επειδὴ: 
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δὲ τὰ τρίγωνα ΓΔΕ, Γ΄ ΔΊΕ΄ εἶναι προφανῶς ἴσα θὰ εἶναι ΔΕ--Γ΄ Δ΄, 
καὶ ΓΔ -Ξ Ε΄ Δ΄. ὴ 

᾽Ας στρέψωμεν τώρα τὸ τρίγωνον Ε΄ Δ'Ό περὶ τὴν κορυφήν του 
Ο κατὰ μίαν ὀρθὴν γωνίαν. Ἡ νέα του θέσις θὰ εἶναι ἡ ΟΘΕ 
καὶ τὸ σχῆμα ΘΕΔΓ ὀρθογώνιον παραλληλόγραμμον. 

Ἔκ τούτων ἕπεται ἡ ἀκόλουθος κατασκευὴ τῶν ἀξόνων, θέσει 
καὶ μεγέθει, τῆς ἐλλείψεως : 

Ἔστωσαν ΟΔ, ΟΔ᾽ αἱ ϑέσεις τῶν δοϑεισῶν συζυγῶν ἡμιδιαμέτρων. 
᾿Επὶ τῆς καϑέτου ΟΘ ἐπὶ τὴν ΟΔ΄ λαμβάνομεν τμῆμα ΟΘ ἔσον πρὸς Ο Δ΄ 
καὶ ἐπὶ τῆς διαμέσου ΟἹ τοῦ τριγώνου ΟΘΔ λαμβάνομεν τμήματα ΤΕ, [Γ 
ἔσα ποὸς ΙΔ. Οἱ ἡμιάξονες τῆς ἐλλείψεως ἔχουν μήκη ἴσα πρὸς τὸ ΟΕ καὶ 
ΟΓ, ἡ δὲ εὐθεῖα ΓΔ εἶναι παράλληλος πρὸς τὸν μέγα ἄξονα αὐτῆς. 

Προεκτείνοντες τὴν ΕΔ μέχρι τοῦ σημείου Ε, ἐπὶ τῆς περιφε- 
ρείας (Ο, α) κλπ., εὑρίσκομεν ὅτι. ἡ ΔΘ, εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἡμιά- 
θΘροισμα τῶν ἀξόνων, ὡς ἡ ΔΘ ΓΕ ἴση πρὸς τὴν ἡμιδιαφορὰν 
αὐτῶν. 


2080 γ. Σημείωσις. 1) ᾽Ο ὑπολογισμὸς τῶν ἀξόνων (ἐπμ. 8 2188) 
εἶναι πολλάκις ἀναγκαῖος, ὡς εἰς προβλήματα ἐφηρμοσμένης Μη- 
χανικῆς, εἰς τὴν γεφυροποιΐαν κλπ. 

Ὃ γεωμετρικὸς προσδιορισμὸς τῶν ἀξόνων, μολονότι πρόβλημα 
πολὺ ἐνδιαφέρον, εἶναι ἐν τούτοις ὀλιγώτερον χρήσιμος εἰς τὰς 
πρακτικὰς ἐφαρμογᾶς. Καὶ τοῦτο, ἐπειδὴ δυνάμεθα νὰ προσδιορί- 
σωμεν ὁσαδήποτε σημεῖα τῆς ἐλλείψεως ἐκ τῆς θέσει γνώσεως 
δύο συζυγῶν διαμέτρων αὐτῆς, εἴτε αὗται εἶναι οἱ ἄξονες τῆς 
ἐλλείψεως εἵτε ὄχι. 

2) Ὁ προσδιορισμὸς τῶν ἀξόνων ἐκ δύο συζυγῶν διαμέτρων, 
καὶ τῆς γωνίας αὐτῶν ἤσκησε τὴν ἐφευρετικότητα πολλῶν ἐρευνη- 
τῶν. Εἰς τὰς ΕΖ. ἀε Οέοηι. Πεϑοτὶρίϊνε (3η ἔκδ., πο 553) ἡμῶν, πα- 
ραθέτομεν τὴν ὡραίαν λύσιν τοῦ προβλήματος τοῦ Δ. 701116π 
(Ν. 4., 1875, σ. 324 καὶ 359). Σημειοῦμεν ἐπίσης καὶ μίαν πολὺ, 
ἐνδιαφέρουσαν κατασκευὴν τοῦ Μαππβείτα (Ν. Α., 1889, σ. 329), 
καθὼς καὶ τὴν λύσιν τοῦ ϑοπιοῖξ εἰς Ν. 4., 1860, σ. 122. 


Θεώρημα 872 


2081. Ἢ εὐθεῖα ἡ συνδέουσα τὸ 
σημεῖον τομῆς δύο ἐφαπτομένων ἐλλεί- 
Ψψεῶως μετὰ τοῦ μέσον τῆς χορδῆς ἐπα- 
φῶν διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς 
χαμπύλης. : 

Ἧ πρότασις εἶναι φανερὰ ἐκ προ- 
βολῆς τοῦ ἀντιστοίχου σχήματος εἰς 
τὸ ἐπίπεδον τοῦ πρωτ. κύκλου. 


Ρ' 


Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω εὐθεῖα 
μετὰ τῆς χορδῆς τῶν ἐπαφῶν ὁρίζουν τὰς διευθύνσεις ἑνὸς ζεύ- 
γοὺυς συζυγῶν διαμέτρων τῆς ἐλλείψεως. 


Θεώρημα 878 


8082. Δυνάμεϑα νὰ κατασκευάσωμεν ἔλλειψιν, σημεῖον πρὸς ση- 
μεῖον, ἐκ τῆς γνώσεως δύο συζυγῶν διαμέτρων αὐτῆς καὶ τῆς γωνίας 
αὐτῶν. 

Τέσσαρα σημεῖα τῆς καμπύλης εἶναι ἀμέσως γνωστὰ διὰ τῶν 
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ἄκρων τῶν δοθεισῶν διαμέτρων ἢ σημείων ἐπαφῆς τοῦ εἰς τὴν ἔλ- 
λειψιν περιγεγραμμένου παραλληλογράμμου ΓΔ. Τέσσαρα ἄλλα 
λαμβάνονται διὰ τῶν τομῶν τῶν ζευγῶν εὐθειῶν, ὡς αἱ ΓΜΑ καὶ 
ΑΥΜΕ, ὅπου Ε τὸ μέσον τῆς ΓΒ κοιοικ. 

᾿Αρκεῖ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι εἰς τὸ ἐπίπεδον τοῦ πρωτ. κύκλου 


Σχ. 1298. 


αἱ ἀντίστοιχο: εὐθεῖαι γα καὶ α΄ε τέμνονται εἰς σημεῖον μ τοῦ κύ- 
κλου τούτου. Πράγματι, ἐπειδὴ γε τ -- βγ, τὰ ὀρθογώνια τρί- 


δ το ᾿ ἣ 1 1 ὅ δας οι 
γῶνα αἘγ, ααΎ εἶναι ὅμοια, ἀφοῦ γε-- πΞ- Ύβ--- γα΄,α γεσσταα ᾿ 
΄"ς-Ἥ ΄ὭςοὭ ΄. Ἂς 
καὶ γα -- α΄αγ' ἑπομένως, ααγ - αα΄Ά -- 909 καὶ ἡ γωνία μ εἶναι 
ἐπίσης ὀρθή. Τέμνονται δηλ. αἱ εὐθεῖαι α'ε καὶ αγ ἐπὶ τῆς περι- 
φερείας. - ἢ 
Θεώρημα 874 
3083. Ἣ προβολὴ ἐλλείψεως ἐπὶ τυχὸν ἐπίπεδον εἶναι ἔλλειψις. 
᾿Επειδὴ πᾶσα γεωμετρικὴ (39) ἰδιότης τῆς ἐλλείψεως (χαρακτη- 
φιστικῇ αὐτῆς) διατηρεῖται κατὰ τὴν προβολήν. 
“Ὑποθέσωμεν πράγματι ὅτι ἡ ἔλλειψις ὁρίζεται διὰ τῶν παραλ- 
ληλογράμμων ΑΒΑ΄Β’ καὶ ΓΓ΄Δ καὶ. διὰ τῶν κατασκευῶν τῶν 


ἘΞ ξ΄ 
126. Σμ. μετ. Κατὰ τὴν ὄννοιαν τῆς Προδολικῆς Γεωμετρίας. 
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ὑποδειχθεισῶν εἰς τὴν προηγουμένην παράγραφον. Κατὰ τὴν προ- 
βολήν, τὰ παραλληλόγραμμα ταῦτα προβάλλονται κατὰ παραλ- 
ληλόγραμμα’ ὁμοίως, τὰ σημεῖα Μ τῆς ἐλλείψεως προβάλλον- 
ται κατὰ σημεῖα ὁμοίως ἀριξόμενα, δηλ. ὡς τομαὶ τῶν ἀντιστοί- 
χων πρὸς τὰς ΑΓ καὶ ΑΈ εὐθειῶν κλπ. 


Θεώρημα 875 


2084. Τὸ γινόμενον τῶν ἑστιαχῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τυχούσης ἐφα- 
Κσμετν ἐλλείψεως εἶναι στα- 
ερόν. 


Τὰ σημεῖα Μ, Μ΄’, προβο- 
λαὶ ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης τῶν 
ἐστιῶν, κεῖνται ἐπὶ τοῦ πρω- 
τεύοντος κύκλου (., π9 626). 
᾿Εὰν προεκτείνωμεν τὴν Μ΄ Έ’ 
μέχρι τοῦ σημείου Νδὶ ἐπὶ τῆς 
περιφερείας, παρατηροῦμεν ὅτι, 
ἐπειδὴ ΟΕ -- ΟΕ΄ καὶ αἱ ΕΜ, 
Ε’΄Μ' εἶναι παράλληλοι, θὰ 
ἔχωμεν ΜΕ -- ΝΕ΄. ᾿Αφ᾽ ἐτέ- 
ρου εἶναι 

ΝΕ΄,. Ε΄Μ’ΞΞ ΑΈ΄.Ε΄Α. Σχ, 1299 

"Επομένως : 

ΕΜ. Ε΄Μ΄Ξ (α -- γὴ (α - γ) ΞΞ α -- γ᾽ ΞΞ β'. 


Παρατήρησις. Τὸ ἄθροισμα τῶν ἑστιακῶν ἀποστάσεων ἀπὸ ἐφα- 
πτομένης τῆς ἐλλείψεως μεταβάλλεται μεταξὺ τῶν ὁρίων 2α (δι᾽ 
ἐφαπτομένην παράλληλον πρὸς τὸν μικρὸν ἄξονα) καὶ 2β (διὰ 
παράλληλον πρὸς τὸν μέγαν ἄξονα). 


Θεώρημα 876 


2088. Ἑὶς πᾶσαν ἔλλειψιν, ἡ 
περιφέρεια μὲ διάμετρον ἕστια- 
κὴν ἀκτῖνα ἐφάπτεται τοῦ πρω- 
τεύοντος κύκλου. (Δ΄. Α., 1845, 
σ. 354). 


Τὸ θεώρημα τοῦτο ἀπεδεί- 
χθη ἤδη (8 1469). 

“Ἔστω ΕΜ τυχοῦσα ἑστιακὴ 
ἀκτίς, Ρ καὶ Ρ’ αἱ προβολαὶ 
τῶν ἑστιῶν ἐπὶ τὴν ἐφαπτομέ- 
νην τῆς ἐλλείψεως εἰς τὸ Μ 
καὶ Ε,, Ε,΄ αἱ τομαὶ τῶν προ- 
βαλλουσῶν καὶ τῶν ἑστιακῶν 
ἀκτίνων ΕΜ, Ε΄Μ. Γνωρίζο- 
μεν ὅτι τὸ σημεῖον Ε΄, εἶναι 
συμμετρικὸν τοῦ Ε πρὸς τὴν 
ἐφαπτομένην καὶ ὅτι ὁ ποὺς Ρ ΣΣ, 1200, 
κεῖται ἐπὶ τοῦ πρωτεύοντος 
κύκλου (6., πο5 624. 626). ᾿ 

᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ἡ ΟΡ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΕἼ, καὶ ἴση 
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πρὸς τὸ ἥμισυ αὐτῆς. Εἶναι ἑπομένως τὸ σημεῖον Γ μέσον τῆς 
ἘΜ καὶ ΓΡΞΞΓΕ, ἀφοῦ τὸ τρίγωνον ΕΜΡ εἶναι ὀρθογώνιον. 

Ἤτοι, ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΜῈ ἐφάπτεται εἰς Ρ τοῦ 
πρωτεύοντος τῆς ἐλλείψεως κύκλου. ᾿Ομοίως καὶ διὰ τὴν περιφέ- 
ρειαν μὲ διάμετρον Ε΄Μ. 


Θεώρημα 876--ἶ 


2086. Ἑὶς τὴν ὑπερβολήν, ἦ περιφέρεια μὲ διάμετρον τυχοῦσαν 
ἑστιακὴν ἀκτῖνα ἐφάπτεται τοῦ πρωτεύοντος τῆς καμπύλης κύκλου. 


Θεώρημα 876--Π1 


2087. Εϊς τὴν παραβολήν, ἧ περιφέρεια μὲ διάμετρον τυχοῦσαν 
ἐστιακὴν ἀκτῖνα ἐφάπτεται τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυφήν. 


Θεώρημα 876--111 


2088. Εἰς τὴν ἔλλειψιν, ἢ περιφέρεια τοῦ πρωτεύοντος κύκλου εἶναι 
ἴση πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐπὶ τῶν ἑστιακῶν ἀκτίνων σημείον Μ αὐτῆς 
ἡραφομένων περιφερειῶν. Εἰς τὴν ὑπερβολήν, ἣ αὐτὴ περιφέρεια εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν ἰδίων περιφερειῶν. 


Θεώρημα 877 


2089. "Ἔστωσαν ΜΤ, ΜΤ' δύο ἐφαπτόμεναι ἐλλείψεως ἐκ σημείου 

Μ. Ἐὰν ληφϑοῦν ἐπ᾽ αὐτῶν μήκη ΜΟ, ΜΟ΄, ἀντιστοίχως ἴσα πρὸς 

τὰς ἑστιακὰς ἀποστάσεις ΜΕ, ΜΕ΄, ἡ εὐθεῖα ΟΟ΄ ϑὰ εἶνα, ἴση πρὸς 
“τὸν μέγαν ἄξονα 2 α τῆς ἐλλείψεως. 

Ἔστω ΜΟ-Ξ ΜΕ, ΜΟ’-Ξ ΜΕ΄. Θὰ δείξωμεν ὅτι ΟΟ’ -Ξ-Ξ2α. 
Προεκτείνομεν τὴν εὐθεῖαν ΕΤ΄ μέχρι 
τοῦ διευθύνοντος κύκλου μὲ κέντρον 
τὴν ἑστίαν Ε, δηλ. λαμβάνομεν ἐπ᾿ 
αὐτῆς μῆκος ΕΕ,΄ -Ξ2α. Τὰ τρίγωνα 
ΜΤΈ;,,, ΜΤΊΈ΄ εἶναι ἴσα, ἐπειδὴ τὰ 
Ε΄ καὶ Ε,΄ εἶναι συμμετρικὰ ἀλλή- 
λων πρὸς τὴν ἐφαπτομένην ΜΤ. Ἐπο- 


ὉΝὅ “ 
μένως, Εἰ(ΜΟ΄-- Ο ΜΕ΄, ΜΕ,΄ - ΜΕ΄ 


΄΄. ΄Ὗ" 
καὶ ὁμοίως Εἰ ΜΟΞΞΟΜΕ, ΜΕ,-ΞΜΕ. 
Τὰ δύο τρίγωνα ΕἰΜΕ καὶ ΕΜΕ, 
Ἐτ τ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα καὶ τὰς τρεῖς 
αὐτῶν πλευρὰς ἴσας --- βλ. ϑεώρημα 
τοῦ Ροποοίοί (Ο., πο 633) -- αἰ δὲ ΜΕ΄ καὶ ΜΕ διχοτόμοι τῶν γω- 
νιῶν ΤΕ΄Τ’ καὶ ΤΈΤ ἀντιστοίχως' εἶναι ἄρα καὶ αἱ τέσσαρες γω- 
νίαι Εἰ, ΜΤ’, Τ ΜΕ΄, ΕΜΤ, ΤΜΕ, ἴσαι. 

[Κατὰ συνέπειαν, γων. ΟΜΟ --Εἰ ΜΕ καὶ τὰ τρίγωνα Ε{ ΜΕ, 
ΟΜΟ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα μίαν γωνίαν ἴσην περιεχομένην με- 

ταξὺ ἴσων πλευρῶν. “ὅστε ΟΟ΄ --Ξ ΕΕ΄ --2α. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα εἶναι τοῦ 7. Εοδετῖα, Λ΄. 4., 1848, σ. 68. 

Τὸ θεώρημα ἰσχύει καὶ δι᾽ ὑπερβολήν: ἀλλ᾽ ὅταν τὰ σημεῖα 
ἐπαφῆς κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ κλάδου, ἕν ἐκ τῶν μηκῶν ΜΟ ἢ 
ἀνῇ τα οτος νὰ ληφθῇ ἀντίρροπον τοῦ ΜΤ ἢ ΜΤ΄. (σετοπο, 
αὖτ, ο. δ Ι 
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Θεώρημα 878 


3090. "Ἔστω ΑΕΒ ἑστιακὴ χορδὴ ἐλλείψεως καὶ Γ τὸ σημεῖον το 
μῆς τῶν καϑέτων τῆς καμπύλης εἰς τὰ ΒΝ 
Α καὶ Β. Δείξατε ὅτι ἣ ἐκ τοῦ Γ πα- ᾿ 
φάλληλος πρὸς τὸν μέγαν ἄξονα διέρ- 
ἡ χεται διὰ τοῦ μέσου Δ τῆς ΑΒ. 
Θὰ δείξωμεν ὅτι ΔΑ -Ξ ΔΒ. 
Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΔΓ, ΑΕΘ, 
ὡς καὶ τὰ ἐπίσης ὅμοια ΒΔΓ, ΒΕ.Ε 
δίδουν τὰς σχέσεις : 


ΑΔ ΑΕ ΑΕ 

ΓΞ τοὶ Δοξλγιεϑυ 
ΒΔ ΒΕ ΒΕ 
Ἂν -ἘΕ' Δ -ΞλΓ.': Ἐπτ᾿ 


Ε 
᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι οἱ λόγοι ἘΞ καὶ ΕΞ εἶναι ἴσοι. ΙἸαρα- 
: 


τηροῦμεν πρὸς τοῦτο, ὅτι αἱ ἀχθεῖσαι κάθετοι εἶναι διχοτόμοι τῶν 
γωνιῶν εἰς τὰ Α καὶ Β τοῦ τριγώνου ΑΕ΄Β' ἑπομένως : 
ΑΕ’ ΑΕ ΑΕΈΑΕ 2ὰ «α 
ΕΘ ἜΘ ΕΘ. ΕΘ 2γΥ.γΚ 
καὶ 
ΒΕ ΒΕ ΒΕΞ-ΞΒΕ΄ α 
ΕῈ, ἜΈΕ, ΕΕ’ ΠΥ 
Σημείωσις. Τὸ θεώρημα εὑρίσκεται εἰς Ν. 4., 1860, σ. 44, πο 502 
αὶ ἀποδεικνύεται εἰς τὴν σελ. 88. Ἐκ τούτου ἕπεται τὸ ἑξῆς 
πόρισμα: ᾿ 
᾿Εὰν τοποθετήσωμεν ἔλλειψιν ἐπὶ κατακορύφου ἐπιπέδου καὶ 
μὲ τὸν μέγαν αὐτῆς ἄξονα κατακόρυφον, ράβδος ΑΒ ὁμογενὴς 
καὶ τῆς ὁποίας τὰ ἄκρα δύνανται νὰ διολισθαίνουν (ἄνευ τρι- 
Βῶν), ἐπὶ τῆς περιμέτρου τῆς ἐλλείψεως ἰσορροπεῖ ἐὰν διέρχεται 
διὰ τῆς ἑστίας. δὰ 
Ἢ συνθήκη αὕτη εἶναι ἀναγκαία διὰ τὴν - ἰσορροπίαν, ἐκτὸς 
τῆς περιπτώσεως καθ᾽ ἣν ἡ ράβδος εἶναι ἐν ὁριζοντίᾳ θέσει. (Ν.Α., 
1858, σ. 195). 


Θεώοημα 879 


3091. Ἑϊς πᾶσαν ἔλλειψιν, ἦ κάϑετος 
εἰς σημεῖον Μ αὐτῆς διαιρεῖται ὑπὸ τῶν 
ἀξόνων εἰς δύο τμήματα ΜΛ, ΜΝ, τῶν 
ὁποίων τὸ γινόμενον ἰσοῦται πρὸς τὸ τε- 
τράγωνον τῆς συζυγοῦς πρὸς τὴν ΟΜ ἧμι- 
διαμέτρου. ἜΝ Ὲ τς: 

Φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην ΔΜΕ καὶ 
τὴν ΟΚ παράλληλον πρὸς αὐτὴν καὶ 
συζυγῆ τῆς ἡμιδιαμέτρου ΟΜ. Θὰ πρέ- 
πει νὰ δείξωμεν ὅτι 


. ἴΑλρα... 


ΜΝ.ΜΛΔ-ΟΚ-. 
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Ἔκ τῶν ὀρθογωνίων καὶ ὁμοίων τριγώνων ΔΜΛ, ΜΝΕ, λαμ- 
βάνομεν τὴν σχέσιν: 
ΔΜ ΜΝ 
μλ ΜΕ᾿ 
ἐξ ἧς ΜΝ. ΜΛ - ΜΔ.ΜΕ -- ΟΚ’-- α΄ (8 2078). 


Σημείωσις, Οἱ πρῶτοι τόμοι τῶν Νοιυεὶϊε8β ἀππαὶεΒ ἀε Μαϊίδόέ- 
γπαίϊφμε8 περιέχουν μέγαν ἀριθμὸν στοιχειδῶν θεμάτων σχετικῶν 
πρὸς τὰς κωνικὰς τομάς. Βλ. λ, χ. τόμ. ΝῚ, 1847, σ. 230, 231, 232 κι. 


Θεώρημα 8756--] 


2092. Τὸ γινόμενον τῶν τμημάτων, τῶν ὁριζομένων ἐπὶ καϑέτον 
ΜΝ ἐλλείψεως ὑπὸ ἑνὸς ἄξονος καὶ ὑπὸ τῆς συζυγοῦς διαμέτρου τῆς 
ΟΜ, ἰσοῦται πρὸς τὸ τετράγωνον τοῦ ἑτέρου ἡμιάξονος. 


Πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 
ΜΡ.ΜΛξ α' καὶ ΜΡῸΜΝ -- β5. 
Εὔρομεν προηγουμένως ὅτι: 
ΜΝ. ΜΛ -Ξ ΟΚ", 
ἢ ΜΝ.ΜΛ.Ὸ.Μρη- ΟΚΞ, ΜΡ, 
᾿Αλλὰ εἰς τὴν τελευταίαν ταύτην ἰσότητα, ΟΚ. ΜΡ εἶναι τὸ 
δ: τῆς ἐπιφανείας τοῦ εἰς τὴν ἔλλειψιν περιγεγραμμένου, παραλλη- 
λογῤῥάμμου, δηλ. ἴσον πρὸς αβ (ὃ 2072). 
'Ἑπομένως : 
ΜΝΌΜΡ ΧΜΔΛ.Μρ -Ξ αβ". ({) 
᾿Αφ’ ἑτέρου, ἔχομεν } 
α΄ -ἘΜΡ-- ΜΝ.ΜΛ - ΜΡΈΞΞ(ΜΡ Ξ-- ΝΡῚ ΜΛ-Έ(ΜΝ -Ἐ ΝΡῚ ΜΡ -Ξ 
ΞΕ ΜΡ.ΜΛ -- ΝΡ. ΜΛΞ-ΈΜΡΟ. ΜΝ -ἘΜΡῸΝΡ Ξ- 
ΞΜΡ. ΜΛ-ΈΈΜΡ.ΜΝ-- ΝΡ(ΜΡ ΡΛ) ἘΜΡ.ΝΡ- 
ΞΜΡ. ΜΛ᾿-ΌΕ ΜΡ. ΜΝ -- ΝΡ.ρΡΔΛ. 


Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΝΟΛ καὶ τῆς καθέτου ΟΡ ἐπὶ 
τὴν ὑποτείνουσαν αὐτοῦ λαμβάνομεν ΝΡ.ΡΛ -Ξ- ΟΡ, 'Επομένως 
ἢ αὐ ἜΜΡΞΜΡ. ΜΛ ἘΜΡ.ΟΜΝ -- ΟΡ’, 

ΜΡΙΜΛ-ΌΜΡΑΜΝ -Ξ- α΄ -Ἐ ΜΡὈε-Ὲ ΟΡ: -- α΄9-Ἐ β΄5.-Ξ-Ἤ α' - β᾽. (2) 

Διὰ συγκρίσεως τῶν σχέσεων (1) καὶ (2) ἕπεται ἀμέσως ὅτι 

ΜΡ.Μλξξαῦ καὶ ΜΡ.Ο.ΜΝ --ιβ5. (3) 


: Μ 
Παρατήρησις. Ὁ λόγος ΩΝ εἶναι σταθερός, ὡς προκύπτει ἐκ 
διαιρέσεως κατὰ μέλη τῶν σχέσεων (3): 


ΜΝ β' ᾿ 
μΜΛῪλ α΄ 


Θεώρημα τοῦ ῥασὲς 879--11] 
2092 α. Ἑϊς τὴν τυχοῦσαν κωνικὴν τομήν, ἡ προβολὴ τοῦ τμήματος 
τῆς καϑέτου εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον Μ αὐτῆς, ἀπὸ τοῦ σημείου Μ μέχρι 
τοῦ σημείου τομῆς μετὰ τοῦ ἑστιακοῦ ἄξονος τῆς καμπύλης, εἶναι στα- 


ϑερὰ καὶ ἴση πρὸς τὴν παράμετρον Ῥ τῆς κωνιχῆς τομῆς. 


1) Εἶναι μία ἀπλῆ ἐφαρμογὴ τοῦ θεωρήματος τῆς 8 1155α: 


2) Βλέπε τὴν ἀπόδειξιν τοῦ Ι,ετποῖπε (.. Η. Ε΄, 1884, σ. 100), 
ἥτις εἶναι ἁπλουοτάτη καὶ ἀπαιτεῖ γνώσεις τοῦ Π| μόνου Βιβλίου. 

3) Ἢ ἀπόδειξις τοῦ Ροπιενγ (.. Τ. Ε., 1889, σ. 257, ὅπου καὶ τὸ 
ἱστορικὸν τοῦ ζητήματος) εἶναι πολὺ κομψὴ καὶ πολὺ φυσική. 


Θεώρημα 880 


2098. Ἑϊς πᾶσαν ἔλλειψιν, τὸ τετράγωνον τῆς ἀποστάσεως τοῦ κέν- 
τρου ἀπὸ ἐφαπεομένης αὐτῆς, ἠλατ- 
τωϑὲν κατὰ τὸ τετράγωνον τῆς ἀπο- 
στάσεως τοῦ ἰδίου σημείου ἀπὸ 
ἑστιακῆς χορδῆς παραλλήλου πρὸς 
τὴν ἐφαπτιομένην, εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ τετράγωνον τοῦ μικροῦ ἡμιάξονος. 

Θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 

ΟΜ’ -- ΟΝ" --Ξ- β5. 

Αἱ προβολαὶ Ρ, Ρ΄ τῶν ἑστιῶν 

ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης κεῖνται ἐπὶ 


τοῦ πρωτεύοντος κύκλου τῆς ἐλ- 
λείψεως. ᾿Επειδὴ δὲ 


ἘΡ'ΞΞῈΠ Σχ. 1304. 


καὶ 
ΕΡ .ἘΠ ΞΕΑ .ΕΑ΄ -Ξ(α -- γ) (α -᾿ γ) ΞΞ β’, 

ἕπεται ΕΡ΄. ΕῬ’ -- β5. (8 2084) 

᾿Αλλ᾽ εἶναι ἐκ τοῦ σχήματος: 

ΕΡ΄ ΞΟΜΈΟΝ, ἙΕΡ --ΟΜ -- ΟΝ: 
ἑπομένως : 
βΞΞΕὃὀῥΡ.ΕῬ΄-ΕΟΜ:.-.- ΟΝ". 
Θεώρημα 88δ0--1 

2094. ὋὉ τόπος τῶν κορυφῶν τῶν τρριγεγόδμβενων εἷς ἔλλειψιν 

ὀρϑογωνίων εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος αὐτῆς (σχ. 1304). 


"Ἔστω Μ΄Σ ἐφαπτομένη κάθετος ἐπὶ τὴν ΜΣ. Ἔκ τοῦ προη- 
γουμένου θεωρήματος ἔχομεν : 


ΟΜ"-- ΟΝ:--β', ΟΜΞ--ΟΝ":- β' 
καὶ ΟΜ ΟΜη- ΟΝ ΟΝ’ -Ε 2β5. 
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᾿Αλλ’ εἶναι ΟΜ .-ἘΟΜ΄:--ὀ ΟΣ, ΟΝ" -[ΟΝΈ-Ξ- ΟΕ᾽-Ξ- γ". 
'ἙἙ πομένως ΟΣ --2β5 -Ἡ γ5 ΞΞ α᾽ -ἰ β᾽ ΞΞ σταθ. 


Εἶναι δηλ. ὁ τόπος τῶν κορυφῶν Σ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο 
καὶ ἀκτῖνα  α- β'". 


2094.α. Σημείωσις. Ο τόπος οὗτος τῶν κορυφῶν τῶν περιγεγραμ- 
μένων εἰς κωνικὴν τομὴν ὀρθῶν γωνιῶν εἶναι ὁ ὀρϑοπτικὸς κύκλος ἢ 
κύκλος τοῦ Μοησε. Διὰ τὴν ὑπερβολήν, ἡ ἀκτὶς τοῦ κύκλου τούτου 
εἶναι ἴση πρὸς 7 α᾽--β". Διὰ τὴν παρσβολὴν ἡ περιφέρεια αὕτη 
ἀποβαίνει ἡ διευθετοῦσα αὐτῆς (8 2134). 

Διὰ τὴν ὑπερβολήν, ἡ περιφέρεια αὕτη δύναται νὰ εἶναι πραγ- 
ματική, περιωρισμένη εἰς τὸ κέντρον τῆς, ἢ καὶ φανταστική. 
(1. ἀ. Μ., 1905, σ. 198). 


Θεώρημα 881 


2096. "Ἔστω Μ τυχὸν σημεῖον ἐλλείψεως καὶ χ ἣ ἀπόστασις τοῦ 
ποδὸς Ῥ ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς ἐκ τοῦ Μ καϑέ- 
του ἐπὶ τὸν ἑστιαχὸν ἄξονα. Αἴ ἑστιακαὶ ἀχεῖ- 


» νες ΕΜ, Ε΄Μ ἔχουν διὰ μήχη 


ΒΗ ΒΕ ῚΣ, ὁ απ 
Α χ ΕΜ-εα 
καὶ Ε'Μ-Ξα- ΑΥ̓ΣΟΣς 
μ ᾿ 
Σι. 1805. “Ἔστωσαν υ, υ' αἱ ἑστιακαὶ ἀκτῖνες 


γνωρίζομεν ὅτι 
ΟΕ - ΟΕ΄ -ξῷϑῷ γ, υ'"Ῥ -- υτΞ ΡΕ" --- ΡΕ» 


ἢ υ΄ -- υῬ -Ξ (ΡΕ΄ -Ἡ ΡΕ) (ΡΕ΄ --Ι Ε)Ξε2γ.2κ. 
᾿Αλλ’ εἶναι 
ἀ4γκ ---ὖυ΄Ἔ -- υῦ ΞΞ (υ᾽ -“Ἐ υ) (υ΄ --- υ)ΞΞ 2α (ν᾽ -- υ) 
Α , - 2γε 
ἢ ΞΘ ΞΞ 


ἽἜΕκ τῆς σχέσεως ταύτης καὶ τῆς υ-Ἐυ΄ΞΞ 2α, λαμβάνομεν 
ἀμέσως 


υἱπξα Ἐπ (Ἱ 
υτεα---Ὑ.. (2) 


Θεώρημα 888 


2096. Αἱ εἰς τὰ ἄκρα ἑστιακῆς χορδῆς ἐλλείψεως ἐφαπτόμεναι 
αὐτῆς τέμνονται ἐπὶ τῆς ἀντιστοίχον διευθετούσης. 


Θεωρήσωμεν τὸν πρωτεύοντα κύκλον. Εἰς τὴν ἐστιακὴν χορδὴν 
ΜΕΝ, ἀντιστοιχεῖ εἰς αὐτὸν ἡ χορδὴ ΜΈΝ’: γνωρίζομεν δὲ ὄὅτι ὁ. 
τόπος τῶν σημείων Λ΄ τομῆς τῶν ἐφαπτομένων εἰς τὰ ἄκρα χορ- 
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δῶν περιφερείας διερχομένων διὰ σταθεροῦ σημείου Ε εἶναι εὐ- 
θεῖα Λ΄ Δ--ἡ πολικὴ τοῦ Ε πρὸς τὴν περιφέρεια (6., π5 802, 25). 

᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα αὕτη εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΟΕ, μένει ἡ ἰδία 
κατὰ τὴν προβολὴν εἰς ἔλλειψιν 
τοῦ πρωτεύοντος κύκλου. Ἄρα 
αὕτη εἶναι καὶ ὁ τόπος τῶν το- 
μῶν Λ τῶν εἰς τὰ Μ καὶ Ν᾽ ἐφα- 
πτομένων τῆς ἐλλείψεως. 

Καὶ ἐπειδή, προσέτι, ἐκ τοῦ 
ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΓΔ εἶναι 


ΟΓ: α9 
ΟΔ ΘΕ ΟΕ ξ- ΝΞ ᾽ 
ἕπεται ὅτι ἡ εὐθεῖα ΔΛΛ΄ εἶναι 
ἡ διευθετοῦσα πρὸς τὴν ἑστίαν Ε Σχ. 13:0. 


τῆς ἐλλείψεως (ὦ., 846). 
Θεώρημα 882--1 


2096 α. 1) Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρύφων τῶν τμημάτων ἑἐστιαχῆς 
χορδῆς, τῶν ὁριζομένων ἐπ’ αὐτῆς ὑπὸ τῆς ἕστίας, εἶναι σταϑερὰ 
ποσύτης. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 287, Παρατήρησις). 


9) Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρύφων δύο ἑστιακῶν καὶ ὀρϑογωνίων 
χορδῶν εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 

ὃ) Τὸ ἄϑροισμα δύο ἑστιαχῶν χορδῶν ἐλλείψεως, παραλλήλων πρὸς 
δύο συζυγεῖς διαμέτρους αὐτῆς, εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 


ὦ. Μ. Ε., τοῦ χν αἱρετε, 1888, σ. 149, πο 2113). 
Θεώρημα 882 --1] 


23096β. "Ἔστω Ε μία τῶν ἑστιῶν ἐλλείψεως ἐγγεγραμμένης εἰς πα- 
ραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Αἱ περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εἰς τὰ τρί- 
γωνα ΕΑΒ, ΕΒΓ, ΕΓΔ καὶ ΕΔΑ εἶναι ἴσαι (ϑ:εἰποτ). 


Πόρισμα. Τὰ κέντρα των εὑρίσκονται ἐπὶ περιφερείας ἴσης πρὸς 
τὰς προηγουμένας καὶ ἐχούσης κέντρον τὴν ἑστίαν Ε. (Δ᾽. ὦ. ἡ.» 
1878, ο. 123, ζτμ. 329, Μειΐχπεγ. ᾿Απόδειξις ὑπὸ ]141:161). 


Θεώρημα τοῦ σλαςίος 888 


2097. Ὃ τόπος τῶν χορυφῶν τῶν ὑρϑῶν γωνιῶν, τῶν " ὁποίων αἱ 
πλευραὶ ἐφάπτονται δύο ὁμοεστίς " ἐλλείψεων ἀντιστοίχως, εἶναι περι- 
φέρεια ὁμόχεντρυς τῶν ἐλλείψεων Ν. Α., 1849, σ. 214). 


᾿Επειδὴ αἱ ἐλλείψεις αὗται εἶναι ὁμοέστιαι, ἡ ἑστιακὴ ἀπόστσο- 
σις θὰ εἶναι ἡ αὐτὴ καὶ διὰ τὰς δύο καμπύλας: 


γ᾽ -- αϑ -- βϑΡ ΞΞ α΄ -- β΄». 
Ἔστωσαν Μ, Μ᾽ τὰ ἀντίστοιχα σημεῖα ἐπαφῆ:" θὰ ἔχωμεν: 
ΟΜλ-. ὉΝ5--β», ΟΜ" -- ΟΝ’: --- β΄ (8 2093) 
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καὶ ΟΜ' ΟΜ - ΟΣ» -αβ᾽ -ἘβῚ- ΟΝ -Ἐ ΟΝ". 


᾿Αλλ᾽ εἶναι 


Ἄρα 


ΟΝ ἘΟΝ --ῸΕ’-- γ'. 


ΟΣ -- β᾽-Ἐ β:-Ὸ γ", ποσότης σταθερά. 


ΝἫρν 


Σχ 1.7 


Παρατήρησις, ᾿Επίσης : ΟΣ -Ξ α' -Ἐ β΄" -- α΄ -Ἐ β’, 


Θεώρημα τοῦ Μαείσιενια 889-- 1 


2098. Δίδονται δύο ὁ""οιόϑετοι καὶ ὁμόκεντροι ἐλλείψεις, Εἰς τὴν 


Σχ. 150. 


κορυφὴν Α τῆς μικροτέρας φέρομεν ἐφαπτομένην. 
ΜΑΝ, τέμνουσαν τὴν μεγαλυτέραν εἰς Μ καὶ Ν, 
καὶ ἐκ τοῦ σημείου Μ ϑεωροῦμεν δύο τυχούσας 
χορδὰς ΜΡ, ΜΠ τῆς τελευταίας ἐλλείψεως ἴσον 
κεχλιμένας πρὸς τὴν ΜΑΝ. 

Δείξατε ὅτι, ἐὰν ἐκ τοῦ σημείου Α τῆς ἐσω- 
τερικῆς ἐλλείψεως φέρωμεν δύο χορδὰς αὐτῆς 
ΑΒ, ΑΓ παραλλήλους πρὸς τὰς ἀχϑείσας εἰς τὴν 
ἐξωτερικὴν ἔλλειψιν, τὸ ἄϑροισμα τῶν χορδῶν 
τούτων εἶναι τὸ αὐτὸ πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο 
πρώτων χορδῶν. (Μαοίαμνη, Τναὶἐ ἀ68 {ἰπαϊοΉ 8, 
πὸ 648, σ. 119). 

Διὰ τοῦ σημείου Ν φέρομεν τὴν ΝΣ πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΜΡ. Θὰ ἔχωμεν ΝΣ-ΞΕΜΠ. 

᾿Επειδὴ αἱ δύο ἐλλείψεις εἶναι ὁμόκεν- 


τροι καὶ ὁμοιόθετοι, τὰ μέσα Ε, Ζ, Θ τῶν παραλλήλων χορδῶν 
ΜΡ, ΑΒ καὶ ΝΣ ἀνήκουν εἰς τὴν αὐτὴν διάμετρον (8 2070). Εἰς 
τὸ τραπέζιον, ἀφ᾽ ἑτέρου, ΕΜΝΘ, ἡ ΑΖ εἶναι ἡ μέση βάσις αὖ- 


τοῦ, .Επομένως 


- 


μ 
ἢ καὶ 


ΜΕ-ΈΝΘ--2.ΑΖ 
ΜΡ-ΈΝΣ -- ΖΑΒ, 
ΜΡ-Έ ΜΠ-- 2 ΒΞ ΑΒ ΑΓ. 
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Παρατήρησις. Ἢ ἐκφώνησις καὶ ἡ ἀπόδειξις τοῦ Μαοϊδυτγίη 
(19 625 τοῦ Τγαῖϊίέ ἀε8 [ἰμπΐοτβ αὐτοῦ, τόμ. 1|, σ. 103), ἀντιστοι- 
χοῦν εἰς τὴν ἑπομένην ἄσκησιν, τὴν ὁποίαν δυνάμεθα νὰ ἀποδεί- 
ξωμεν ἀπ’ εὐθείας : 


Θεώρημα 8828--11 


2099. Ἑὶϊς περιφέρειαν εἶναι ἐγγεγραμμένον τρίγωνον ἰσοσχελές. 
Ἔχ τυχόντος σημείου τῆς περιφερείας φέρομεν χορδὰς παραλλήλους 
πρὸς τὰς ἴσας πλευρὰς καὶ πρὸς τὴν διάμετρον --- διχοτόμον τοῦ τριγώ- 
νου τούτον. ᾿ 

Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῷν προβολῶν τῶν ἴσων πλευρῶν τοῦ τρι- 
γώνου ἐπὶ τὴν διάμετρον ἔχει λόγον πρὸς τὴν διάμετρον ταύτην, ὃν λό- 
γον ἔχει καὶ τὸ ἄϑροισμα τῶν προβολῶν τῶν παραλλήλων πρὸς τὰς 
ἴσας πλευρὰς χορδῶν ἐπὶ τὴν διχοτόμον τής γωνίας τῶν πρὸς τὴν χορ- 
δὴν---διχοτόμον τῆς γωνίας ταύτης (:31). 

3100. Σημείωσις. .Ο Μεαοϊαυτίπ γενικεύει τὴν πρότασιν ταύτην 
διὰ τὴν ἔλλειψιν, καθ᾽ ἣν προβάλλεται ἡ περιφέρεια ἐπὶ ἐπίπεδον 
διερχόμενον διὰ τῆς διαμέτρου - διχοτόμου τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώ- 
νου (135), καὶ προβαίνει εἴτα εἰς τὴν ἀπόδειξιν τοῦ θεωρήματος 
τῆς 8 2098, Ἔ 

Ἢ πρότασις αὕτη (8 2098) ἐξήρκεσεν εἰς τὸν Μαοϊαυτία ὅπως 
ἀποδείξῃ τὴν ἀκόλουθον ἐνδιαφέρουσαν πρότασιν τῆς Μηχανικῆς : 


Μᾶζα ρευστὴ καὶ ὁμογενὴς στρεφομένη περὶ ἄξονα καὶ τῆς ὁποίας τὰ 
, ΝΡ ὈΡΡΣ Ν Ρ ; Κ 
μόρια ἕλκονται πρὸς ἄλληλα κατὰ τὸν νόμον τοῦ Νεύτωνος (ε ΞΞ 7] ᾿ 


λαμβάνει σχῆμα ἐλλεοιψοειδοῦς ἐκ περιστροφῆς. 

Δύο θεωρήματα σχετικὰ πρὸς τὰς ὁμοεστίους ἐλλείψεις, ἧσαν 
ἀρκετὰ δι' αὐτὸν. ὅπως ὑπολογίσῃ τὰς ἕλξεις ἐπὶ τῶν ἐξωτερικῶν 
φημείων τοῦ ἐλλειψοειδοῦς, (4ρεγριι μἰδίογίφιο τοῦ (μα5165, σ. 163, 
167 καὶ 394). 


: Θεώρημα τοῦ Οαγηοί 884 
8101. Δίδονται ἔλλειψις καὶ τρίγωνον ΑΒΓ, τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ 


12τ. Σμ. μετ. Ἢ ἀπόδειξις τῆς προτάσεως ταύτης -- τρῆμα τῆς 
ὁποίας φαίνεται ὅτι εἶνα: αἱ τρεῖς πρῶται γραμμαὶ τῆς σελ. 1082 τοῦ 
γαλλικχοῦ κειμένου--εἶνα: ἁπλῆ, ἐπειδὴ ἀνάγεται εἰς τὴν σχέσιν (σχ. 818): 


ΕΘσυνα “ΕΗ σσνα ΑΓ συνα-ξ ΑΔσυνα 


ΕΖ. ἋΒ 


(α ἡ γωνία τῆς 8 1291 α), 
ὅηλ, εἰς τὴν δειχθεῖσαν ἐν ὶ 1291: 


ΑΓ ΑΔ ΕΘ-ΈΕΝ 


ΑΒ ΞῸ ΕΖ 


13, Σ μι μετ. Ἢ ἐπέκτασις διὰ τὴν ἔλλειψιν ταύτην εἶνα: φανερά. 
Ἔπειδὴ τὸ τρίγωνον ΕΘ΄ Μ᾿ εἰς τὴν πρροδολὴν παραμένει ἰσοσκελές, αἱ 
χορδαὶ ΑΙ Τ΄, Α΄Δ' τῆς ἐλλείψεως εἶναι ἴσον πάλιν κεχλιμέναι πρὸς τὰς 
ΑΓΒ καὶ Ε΄Ζ' καὶ τῶν τελευταίων τούτων εὐθειῶν τὰ μήκη ἀμετάθλητα. 
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ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ τέμνουν τὴν κααιξύλην εἰς τὰ σημεῖα ὁ, Δ΄ Ε, Ε΄ καὶ Ζ, Ζ΄. 
Δείξατε τὴν σχόσιν 

ΑΔ.ΑΔ' ΒΕ.ΒΕ’ -ΓΖ.ΓΖ' ΕΗ 

ΒΔ-..Β Δ΄ ΤΕ .ΓΕ’ "᾿ἊΖ.ΑΖ 


Ἢ πρότασις εἶναι Φανερὰ διὰ τὴν περιφέρειαν, ἀφοῦ ἕκαστον 
γινόμενον εἰς τὸν ἀριθμητὴν εἶναι ἴσον 
πρὸς ἕν τῶν γινομένων τοῦ παρονομα- 
στοῦ" λ. χ. 

ΑΔ. ΑΔ’ ---ΑΖ. ΑΖ’ κλπ. 


Εἶναι ἑπομένως ἀληθὴς καὶ διὰ τὴν 
ἔλλειψιν: ἐπειδὴ ἕκαστος τῶν λόγων 
ΠΕ: κλπ. διατηρεῖ τὴν αὐτὴν τιμὴν κατὰ 
τὴν προβολὴν τῶν (ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας κειμένων) ἀντιστοίχων 
τμημάτων. 

2102. Παρατήρησις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ (αγηοί ἰσχύει καὶ διὰ τὰἀ 
ἄλλα δύο εἴδη κωνικῶν τομῶν καὶ ἀποδεικνύεται ἁπλούστατα διὰ 
τῆς ᾿Αναλυτικῆς Γεωμετρίας, 

“Ὅπως διὰ τῶν θεωρημάτων τοῦ ΜΔ ιεύτωνος (8 2103) καὶ τοῦ 
Ραβοδὶ (5 2120), οὕτω καὶ διὰ τοῦ θεωρήματος τοῦ (ἰατποῖ, δυνά- 
μεθα νὰ κατασκευάσωμεν ἕν ἕκτον σημεῖον κωνικῆς τομῆς, ὅταν 
μᾶς δίδωνται πέντε ἄλλα σημεῖα αὐτῆς. 

Πράγματι, ἔστω ταῦτα τὰ Δ, Δ΄, Ε, Ε’ καὶ Ζ. Φέρομεν τὰς εὐ- 
θείας ΔΔ’, ΕΕ΄ καὶ τυχοῦσαν ἄλλην διὰ τοῦ Ζ΄ ἡ προηγουμένη 
οχέσις καθιστᾶ γνωστὴν τὴν θέσιν τοῦ Ζ’ καὶ μία δευτέρα εὐθεῖα 
διὰ τοῦ Ζ δίδει ἕν ἄλλον σημεῖον Ζ'᾽ τῆς κων. τομῆς κιο.κ. 

Ἢ πρότασις ἐξακολουθεῖ νὰ ἰσχύῃ καὶ ὅταν δύο τῶν ἕξ ση- 
μείων συμπίπτουν εἰς ἕν (εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς ἀντιστοίχου 
ἐφαπτομένης). 


,Α,ν,,ν 
δὲδξ 


Σχ. 141. 


Θεώρημα τοῦ Νεύτωνος 885 


2103. Διὰ τυχόντος σημείον Μ ἐντὸς ἐλλείψεως. φέρομεν δύο τὺυ- 
χούσας χορδάς. Δείξατε ὅτι ὁ λόγος τῶν 
γινομένων τῶν ἐφ᾽ ἑκάστης χορδῆς ὄριζο- 
μένων τμημάτων ὑπὸ τοῦ σημείου Μ καὶ 
τῆς καμπύλης, εἶναι σταϑερὸς διὰ πᾶν ἄλλο 
σημεῖον Μ΄ εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ὁμοίως τῆς ἐλ- 
λείψεως εὑρισκόμενον καὶ ἐφ᾽ ὅσον ἣ διεύ- 
ϑυνσις τῶν δι᾽ αὐτοῦ χορδῶν εἶναι ἣ ἰδία 
πρὸς ἐκείνην τῶν διὰ τοῦ Μ, 


Θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι 
αβ αϑ'΄. αβ γδ 


πὶ Ξ τε ἢ ΠΤ Ξ τ Ξ σταθ. κ. 
ἯἩ πρότασις ἰσχύει διὰ τὸν κύκλον, ἀφοῦ 
α᾽᾿ 1-- α΄ Β΄ 
γδ σαν τὴ ἐπ οστο γ΄ δ΄ 
αβ δ 
-.-Ἕ ΟΣ... () 
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᾿Επειδὴ δὲ κατὰ τὴν προβολὴν εἰς ἔλλειψιν τῆς περιφερείας, οἱ 
λόγοι παραλλήλων τμημάτων, ὡς τῶν α, α΄ ἢ β, β΄ κλπ., διατη- 
ροῦνται, εἶναι φανερὰ ἡ ἐπέκτασις τῆς ἰσχύος τῆς προτάσεως καὶ 
εἰς τὴν ἔλλειψιν. 

Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῆς σταθερᾶς κ, ἀρκεῖ νὰ φέρωμεν δύο 
διαμέτρους μ, ν τῆς ἐλλείψεως παραλλήλους πρὸς τὰς διευθύνσεις 
τῶν χορδῶν. Θὰ εἶναι τότε 


Παρατήρηυις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ ΝΔεύτωνος ἀληθεύει καὶ διὰ τυχοῦ- 
σαν ἀλγεβρικὴν καμπύλην. Ἡ εἰδικὴ περίπτωσις διὰ τὰς κωνικὰς 
τομὰς ἀναφέρεται ὑπὸ τοῦ ᾿Απολλωνίου. (Ν.Α., 1844, σ. 510). 


Θεώρημα 886 


2104. "Ἐὰν μία περιφέρεια τέμνῃ ἔλλειψιν εἰς τέσσαρα σημεῖα, αἱ 
διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τοῦ τετραπλεύρου τῶν κοινῶν χορδῶν εἶναι πα- 
ράλληλοι πρὸς τοὺς ἄξονας. 

Διὰ τοῦ κέντρου Ο τῆς ἐλλείψεως φέρομεν παραλλήλους -πρὸς 


Σχ, 1311, 


τὰς κοινὰς χορδὰς ΑΒΓ, ΑΒΊΎΓ΄. ᾿Εκ τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Νεύτωνος 
λαμβάνομεν: ᾿ 
ΑΒ.ΑΓ ΟΔΞ 


ΑΒ. ΑΓ’ ΟΕ’ 
ΑΒ.ΑΓ- ΑΒ΄. ΑΓ’, 


ΟΔ -- ΟῊΕ. 


Εἶναι δηλ. ἴσαι αἱ δύο ἡμιδιάμετροι ΟΔ, ΟΕ, ἄρα καὶ ἴσον 
κεκλιμέναι πρὸς τοὺς ἄξονας. Κατὰ συνέπειαν, ἡ διχοτόμος τῆς 
γωνίας Α εἶναι παράλληλος πρὸς ἕνα τῶν ἀξόνων. 

Ἧ διχοτόμος τῆς γωνίας τῶν ΒΒ’ καὶ ΓΓ΄ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὸν ἕτερηων τῶν ἀξόνων. 


Θεώρημα 886-- 


ἤ, ἀφοῦ 


, 3104α. Ἐὰν τὰ τέσσαρα κοινὰ μὰ ἀρόθο δύο κωνιχῶν τομῶν εἶναι ὁμο- 
κυκλικά, οἱ ἄξονες τῶν χαμπύλων αὐτῶν εἶναι παράλληλοι. 


Εἶναι ἄμεσος συνέπεια τοῦ προηγουμένου θεωρήματος. 
Γεωμετρία 70 
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2104β. Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα 8 2104 α εἶναι γενίκευσις τοῦ 
ἀντιστρόφου μιᾶς προτάσεως τοῦ Ϊ Βιβλίου, σχετικῆς πρὸς ἐγ- 
γράψιμον τετράπλευρον (8 674). 


Θεώρημα 887 


2106. "Ἐὰν ἐκ τυχόντος σημείου Μ ἐλλείψεω: φέρωμεν καϑέτους 
ἐπὶ τὰς πλευρὰς ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὴν τετραπλεύρον, τὸ γινόμενον 
τῶν χκαϑέτων ἐπὶ δύο ἀπέναντι πλευρὰς ἔχει λόγον πρὸς τὸ ἴδιον γινό- 
μενον διὰ τὰς δύο ἄλλας πλευρὰς ἀριϑμὸν σταϑερόν, οἱουδήποτε ὄντος 
τοῦ σημείου Μ τῆς ἐλλείψεως. 


(Τὸ πρόβλημα αἀ φιαίμον ἰΐποα8 τοῦ ΠΑΚΕΘΟΣ 290 α))}. 
Θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι ὁ λόγος ΜΖ. ΜΗ εἶναι σταθε- 


ρὸς ἀριθμός. 

Θεωρήσωμεν τὴν περιφέρειαν τῆς ὁποίας προβολὴ εἶναι ἡ ἔλ- 
λειψις καὶ ἂς μεταφέρωμεν τὸ. ἐπίπεδον 
αὐτῆς, παραλλήλως ἑαυτῷ, ἕως ὅτου. ἡ 
ἔλλειψις καὶ ἡ περιφέρεια ἀποκτήσωσιν 
κοινὸν σημεῖον τὸ ΜΔ. "Ἔστωσαν δὲ ΜΕ΄, 
ΜΘ’ κλπ. αἱ ἐκ τοῦ Μ κάθετοι ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περι- 
φέρειαν τετραπλεύρου ΑΒ Γ΄ Δ’, οὗτινος 
προβολὴ εἶναι τὸ ΑΒΓΔ. 

Διὰ τὸ τετράπλευρον Α' Β Γ΄ Δ΄ θὰ ἔχω- 
μεν (8 1214) 


Σσ, (812. ΜΕ΄. ΜΘ’ -- ΜΖ'. ΜΗ΄. () 


Ἢ κάθετος ΜΕ δὲν εἶναι, βεβαίως, ἐν γένει ἡ προβολὴ τῆς 
ΜΕ΄. ᾿Επειδὴ ὅμως τὸ τρίγωνον ΜΕΕ΄ παραμένει πάντοτε ὅμοιον 


ἑαυτῷ (139), ὁ λόγος ΜΕ παραμένει σταθερὸς διὰ πᾶν σημεῖον 
Μ τῆς ἐλλείψεως : 


ΜΕ΄’ 
ΜΕ ΤΣ 
᾿Αναλόγως σκεπτόμενοι εὑρίσκομεν 
ΜΖ’ ΜΘ΄᾽ ΜΗ΄ 


ΜΖ ΞΒ' μΜ6 Ξ''" ΜΗ͂ ΞΡ' ἀριθμοὶ σταθεροί. 


129. Σημ. μετ. Ἔστω, πράγματι, ὦ ἢ γωνία τῶν δύο ἐπιπέδων, θὰ 
ἔχωμεν (8 1190) - 
(Μ48Β) -Ξ(ΜΑ΄ Β΄) τυνὼ 


ΑΒ.ΜῈ Α'Β' .ΜΕ' ύνω, ολ. Ἐ΄. ΑΒ παθερὸν --λ 
--ι, πτπΠῇΠ ππ'΄’ΠΞΠον ΤΑ ΜΕ ΑΓΒ Ὁ ὙΠ πο 


διὰ πᾶν σημεῖον Μ τῆς ἐλλείψεως. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ γω- 
νία φ τῶν ΜΕ καὶ ΜΕ μένει ἀμετάδλητος, ἄφοῦ ἢ ΜΕ εἶναι κάθετος 
ἐπὶ τὴν σταθερὰν εὐθεῖαν ΑΒ τοῦ ἐπιπέδου τῆς ἐλλείψεως, ἡ δὲ ΜΕ' 
χάθετος ἐπὶ τὴν σταθερᾶς διευθύνσεως εὐθεῖαν Α΄Β' τοῦ ἐπιπέδου τῆς 
περιφερείας. Εἶναι δηλ. αἱ εὐθεῖα: αὗται παράλληλοι πάντοτε πρὸς 
ἑαυτάς. 
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᾿Αντικαθιστῶντες εἰς τὴν σχέσιν (1) λαμβάνομεν 


ΜΕ.ΜΘ μιρ 
ΜΖ. ΜῊ  χιν 


Θεώρημα 887 -- 


Ξξ σταθ. 


2106. Ὁμοίως : 'κ τυχόντος σημείον Μ ἐλλείψεως φέρομεν εὐθείας 
ἐπὶ τὰς πλευρὰς ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὴν τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, συναν- 
τώσας αὐτὰς κατὰ γωνίας α, β, Υ, δ. Δείξατε ὅτι, ἐκ τῶν εὐθειῶν τού- 
των, τὸ γινόμενον τῶν ἀντιστοιχουσῶν εἰς δύο ἀπέναντι πλευράς τοῦ τε- 
τραπλεύρου ἔχει σταϑερὸν λόγον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν εὐθειῶν τῶν 
ἀντιστοιχουσῶν εἰς τὰς δύο ἄλλας πλευρὰς αὐτοῦ. 


᾿Απόδειξις ἀκριβῶς ἀνάλογος τῆς προηγουμένης. 


2107. Σημείωσις. Τὸ πρόβλημα ααὐ φμαίμον ἰ᾿ἴπεαβ, ὅπερ μᾶς 
μετέδωσεν ὁ Πάππος, ἐμελετήθη ὑπὸ τῶν Εὐκλείδου καὶ "Απολλωνίου 
ὑπὸ τὴν γενικὴν μορφὴν ἣν ἐδώσαμεν εἰς τὴν παράγραφον 2106. 
Τὸ πρόβλημα τοῦτο εἵναι ἐπίσης γνωστὸν καὶ ὑπὸ τὸν τίτλον πρό- 
βλημα τοῦ Πάππου, ὡς ὠνόμασεν αὐτὸ ὁ Πεϑβεατγίεϑ. 

Οἱ ᾿Αρχαῖοι Ἕλληνες ἔθετον τὸ γενικώτερον πρόβλημα, τῆς 
εὑρέσεως τοῦ τόπου τῶν σημείων Μ τῶν τοιούτων, ὥστε ἂν ἐξ 
ἑκάστου αὐτῶν φέρωμεν εὐθείας συναντώσας ν δεδομένας ἄλλας 


κατὰ δοθείσας γωνίας, ὁ λόγος τῶν γινομένων - ἐκ τῶν εὐθειῶν 


τούτων πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ὑπολοίπων Σ νὰ εἶναι σταθερὸς 


ἀριθμός. Διὰ τέσσαρας εὐθείας ἀνεγνώρισαν οὗτοι τὸν τόπον ὡς 
κωνικὴν τομήν’ τὸ τρίγωνον εἶναι μία εἰδικὴ περίπτωσις, εἰς τὴν 
ὁποίαν θεωροῦμεν τὸν λόγον τοῦ τετραγώνου μιᾶς ἀποοτάσεως 
πρὸς τὸ γινόμενον τῶν δύο ἄλλων ἀποστάσεων. 

Ὃ εβοασίεβ ἐπέλυσε τὸ πρόβλημα διὰ τῆς ᾿Αναλυτικῆς Γεω- 
μετρίας (τὴν ὁποίαν εἴχεν ὁ ἴδιος ἐπινοήσει) καὶ ὁ Νεύτων ἔδωσε 
μίαν ἀπόδειξιν καθαρῶς γεωμετρικὴν διὰ τὴν περίπτωσιν τοῦ τε- 
τραπλεύρου. 

Ὃ ΟΒαβῖεςβ (άρονρις μἰβίονίφιιο, σ. 37, 8. 32), θεωρεῖ τὴν πρότα- 
σιν ταύτην ὡς τὴν πλέον γενικῆς σημασίας (υπίνετβ6116) καὶ τὴν 
πλέον γόνιμον, ἐκ τῶν ἀναφερομένων εἰς τὰς κωνικὰς τομάς. 


Θεώρημα τοῦ ἔεξαγφιες 888 


2106. "Ἔστω ΕΖΘΔ τετράπλευρον ἐγγεγραμμένον εἰς ἔλλειψιν καὶ 
τέμνουσα τῶν δύο σχημάτων, συναντῶσα τὰς ἀπέναντι πλευρὰς ΔΘ, ΕΖ 
τοῦ τετραπλεύρου εἷς Α καὶ Α΄, τὰς ἄλλας δύο ΕΔ, ΖΘ εἰς Β καὶ Β΄ 
καὶ τὴν καμπύλην εἰς Μ καὶ Μ΄. 

Δείξατε τὴν ἰσότητα τῶν λόγων 

ΜΑ.ΜΑ'ὀ Μ'ΙΑ.Μ'Α' 
ΜΒ.ΜΒ 


Κατὰ τὸ προηγούμενον θεώρημα (δ 2196), ὁ λόγος ΣΕ μᾶς 


εἶναι οταθερός, οἱουδήποτε ὄντος τοῦ σημείου Μ τῆς καμπύλης. 
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Διὰ τὸ δεύτερον ἑπομένως σημεῖον τομῆς Μ΄ ταύτης καὶ τῆς δια- 
τεμνούσης θὰ ἔχωμεν 


ΜΑ.ΜΑ' Μ΄Α.Μ’ Α΄ 
ΜΒ.ΜΒ ΜΒ.ΜΒ 


2109. Παρατήρησις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ )εβαγσιιο8 εἶναι θεμελιῶδες 
διὰ τὴν θεωρίαν τῆς ἐνελίξεως καὶ διετυπώθη ὡς ἀνωτέρω ὑπὸ 
τοῦ Ραβεδὶ. Δύναται δὲ νὰ χρησιμεύσῃ πρὸς ἀνεύρεσιν ἑνὸς ἕκτου 
σημείου κωνικῆς τομῆς τῆς ὁποίας ἐδόθησαν πέντε ἄλλα σημεῖα" 
ἐπειδὴ τέσσαρα ἐξ αὐτῶν Δ, Ε, Ζ, Θ': ὁὀρίζουν ἐγγεγραμμένον τε- 
τράπλευρον εἰς τὴν καμπύλην, ἐπὶ τυχούσης δὲ διὰ τοῦ πέμπτου 
Μ διατεμνούσης ἀνευρίσκεται, διὰ τῆς ἀνωτέρω σχέσεως, τὸ ἕτε- 
ρον σημεῖον τομῆς Μ’ αὐτῆς καὶ τῆς καμπύλης. 


Σ᾿)μείωσις. Βλέπε : [πίγοαιτιοίϊοπ ἃ 1’ ἐζιι6 ἀδ ᾿'Βοηιοηναρῖο, 1875, 
σ. 50 ὑπὸ 1. - Β.- -χ΄. Βενπαυᾶ. 


ον Θεώρημα τοῦ Ῥοπεείει 889 


2110. Ἢ γωνία ὑπὸ τὴν ὑποίαν φαίνεται ἐκ μιᾶς τῶν ἑστιῶν κωνι- 
κῆς τομῆς τμῆμα κινητῆς ἐφαπτομένης, περιε- 
χόμενον μεταξὺ δύο σταϑερῶν -ἐφαπτομένων 
τῆς καμπύλης, εἶναι σταϑερὰ διὰ πάσας τὰς 
ϑέσεις τῆς κινητῆς ἐφαπτομένης: (Τγαϊίἐ ἀοΣ 
ῥγορνιθι68 ργο)οοίϊυο5 ἀε8 [1ψπ|ὴὴ05, τόμ. [, 
πϑ 464), 


]1η ᾿Απόδειξις. 


ΓΕστωσαν ΛΓ, ΛΔ αἱ σταθεραὶ ἐφα- 
πτόμεναι, ΜΝ ἡ κινητὴ ἐφαπτομένη. Θὰ 
δείξωμεν ὅτι ἡ γωνία ΜΕΝ εἶναι σταθερά. 
Φέρομεν τὰς εὐθείας ΕΔ, ΕἸ, ΕΓ. Γνω- 

Στ 191}, ρίζομεν ((4., π9 633), ὅτι ἡ εὐθεῖα ἡ συν- 

δέουσα τὸ κοινὸν σημεῖον δύο ἐφαπτομέ- 

νων μετὰ μιᾶς τῶν ἑστιῶν εἶναι διχοτόμος τῶν ἐκ τῆς ἑστίας ταύ- 
τῆς ἑστιακῶν ἀκτίνων εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. ᾿Επομένως, 


΄. ΄ἷΝ ΄ς ΄.- 
ΜΕΓ-:ΜΕΙ, ΝΕΙ -- ΝΕΔ, 
ἄρα καὶ 
΄“ 1 ΄ςἥΖ 


ΜΕΝ-Ξςσ. ΓΕΔ -- σταθερὰ γωνία. 
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Παρατήρησις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δύναται. νὰ ἀποδειχθῇ καὶ 
ἀπ᾽ εὐθείας καὶ νὰ συναχθῇ ὡς ἁπλοῦν πόρισμα αὐτοῦ ἡ ἰσότης 
τῶν γωνιῶν ΓΕΛ καὶ ΔΕΛ. 


2111. 3α ᾿Απόδειξις. Γράφομεν τὸν πρωτεύοντα κύκλον τῆς ἐλ- 
λείψεως καὶ προβάλλομεν τὴν 
ἑστίαν Ε ἐπὶ τὰς δύο ἐφαπτο- 
μένας. Κατὰ .τὸ ϑεώρημα τοῦ 
[« Ηἰνο ((., πϑ 626), αἱ κορυ- 
φαὶ τῶν ὀρθῶν γωνιῶν ΕΒΓ, 
ΕΘΝ, ΕΔΕ, κεῖνται ἐπὶ τοῦ 
πρωτ. κύκλου. 

᾿Επειδὴ τὸ τετράπλευρον 
ΕΘΔΝ εἶναι ἐγγράψιμον εἰς 


΄“΄ς- φΝ 
κύκλον (Δ --  Θ-Ξ-905), θὰ ἔ- 
χῶμεν 


΄“ “Ν 1 σι 
ΕΝΘ --Ξ-ΕΔΘ-ΕἬ -- ΘΒΙ, 


ἀφοῦ ἡ γωνία [ΕΔΘ δύναται Σχ. 1310. 

νὰ θεωρηθῇ ἐγγεγραμμένη εἰς 

τὴν περιφέρειαν τοῦ πρωτεύον- 

τὸς κύκλου ΑΑ΄. ᾿Επίσης, τὸ τετράπλευρον ΕΒΘΜ εἶναι ἐγγρά- 
ψιμον εἰς κύκλον καὶ ἑπομένως: 


᾿ς ῪἦΝ ΄“. 1.σ.-- 
ΕΜΝΞΞΕΒΘ Ξε "5 ΘΔΡ τῆς ἰδίας περιφερείας ΑΑ΄. 


Ἧ τρίτη γωνία ΜΕΝ τοῦ τριγώνου ΜῈΝ θὰ ἔχῃ ὡς μέτρον 
τὸ ἥμισυ τοῦ ὑπολοιπομένου τόξου τῆς περιφερείας ΑΑ΄Ξ --!Ρ. 


Καὶ ἐπειδὴ τοῦτο εἶναι σταθερὸν τόξον (ἀνεξάρτητον τῆς ΜΝ), 
ἕπεται ὅτι καὶ ἡ γωνία ΜΕΝ --α εἶναι σταθερὰ γωνία. 


Θεώρημα 88959-- 1 


2112. Εἰς τὸ ἐπίπεδον σταϑερᾶς γωνίας ΒΓῈ στρέφομεν περὶ στα- 
ϑερὸν σημεῖον ΒΕ γωνίαν σταϑεροῦ μεγέϑους α καὶ ἔστω ΜΝ ἣ εὐϑεῖα 
ἣν ὁρίζουν ἑκάστοτε τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἀντιστοίχων πλευρῶν τῶν 
δύο γωνιῶν. 

Δείξατε ὅτι ἣ εὐϑεῖα ΜΝ περιβάλλει κωνικὴν τομὴν ἔχουσαν ἑστίαν 
τὸ σημεῖον Εἰ. (Γοποοῖει, Τγαϊέ ἀ68 })}.0. ῬΤΟ). ἀο5 Πἰστνοδ, πὸ 472). 


Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι τὸ ἀντίστροφον τοῦ προηγουμένου. 


Θεώρημα 889--1 


2118. Ἢ εὐϑεῖα ἣ ἐνοῦσα τὸ σημεῖον τομῆς δύο ἐφαπτομένων ἐλ- 
λείψεως μετὰ μιᾶς τῶν ἑστιῶν εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας τῶν ἐκ τῆς 
ἑστίας ταύτης ἑστιακῶν ἀκχτίνων εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. (Ῥοποε]οί, αὖτ. , 
πο9 461, 469). . : 

Ἢ ἀπ’ εὐθείας ἀπόδειξις τοῦ θεωρήματος τούτου εἶναι γνωστὴ 
(0., πο 633) δυνάμεθα ὅμως νὰ συναγάγωμεν αὐτὸ καὶ ὡς πόρι- 
σμα τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Ῥοποοϊοί (8 2110). 
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Πράγματι, διὰ θέσιν τοῦ σημείου ἐπαφῆς Κὶ τῆς κινητῆς ἐφα- 
πτομένης ΜΝ συμπίπτουσαν πρὸς τὴν τοῦ Η, θὰ εἶναι 


΄"» ΄ς 

ΜΖΝΈΞΓΖΗ 
καὶ διὰ ΚΒΞΞΛ, 

΄ς ΄ 

ΜΖΝ -- ΓΖΛ. 
ἬπΤτοι: 

ΔΛ ΄ΝὉ ΄“«- 

ΓΖΗ --- ΓΖΛ. 


2114. “Ορισμός. Τὴν γωνίαν ΜΖΝ κα- 
“- λοῦμεν καὶ ἐπιβατικὴν γωνίαν (Δ σ]ε νϑςζευτ), 
Σχ. ἼΔ18 ἀντιστοιχοῦσαν εἰς τὴν μεταβλητὴν ἐφα- 
πτομένην ΜΝ καὶ ἐν σχέσει πρὸς τὰς στα- 
θερὰς ἐφαπτομένας ΓΗ, ΓΛ καὶ τὴν ἑστίαν Ε. 

Εἰς μίαν ἐφαπτομένην ΜΝ ἀντιστοιχοῦν δύο ἐπιβατικαὶ γωνίαι, 
αἱ ΜΖΝ καὶ ΜΖ'Ν. Αὗται εἶναι ἐν γένει ἄνισαι, ἐκτὸς ἐὰν αἱ 
σταθεραὶ ἐφαπτόμεναι εἶναι ἴσον κεκλιμέναι πρὸς τοὺς ἄξονας 
τῆς κωνικῆς τομῆς. 


2ον Θεώρημα τοῦ υοπεοίεί 890 


2116. ἙἘὶς πᾶσαν ἔλλειψιν, αἱ δύο ἐπιβατικαὶ γωνίαι, αἱ ἀντιστοι- 
χοῦσαι εἰς κινητὴν ἐφαπτομένην ΜΝ, ἔχουν 
σταϑερὸν. ἄϑροισμα, ἴσον πρὸς τὸ παραπλή- 
ρωμα τῆς γωνίας τῶν σταϑερῶν ἐφαπτομένων. 
(Τγαὶϊιέ εἰα., πιὸ 447.-- Αργὶϊοαιίονβ ἀ᾿ Αἰσόδνε 
Ἷ εἱ ἀδ Θἐοπιέϊνιο. τόμ. 11, σ. 460). 


Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι 


ἵν 

΄“ “ ἌΝ 
Ις ΜΕΝ -Ἡ ΜΕΝ -ἘΛ -Ξ-2 ὀρθαὶ γωνίαι 
᾽Αλλ᾽ εἶναι: 


Σχ. 1341. 


΄. 1.ϑ “« Τ:---νἰς 
ΜῈΝ - - ΓΕΔ, ΜΕΝ Ξ -: ΓΕΔ, 

τὸ ἄθροισμα δὲ τῶν γωνιῶν τῶν δύο “τετραπλεύρων ΕΓΛΔ καὶ 
ΕΓΛΔ εἶναι 8 ὀρθαί. Τὸ ἄθροισμα τοῦτο δύναται νὰ ἀναλυθῇ 
«ἷς τὰ δύο μερικὰ ἀθροίσματα : 


΄΄ ΝΟ. ΄ος ΄ι. ΄. ΄ 
ΓΕΔΈΈΛΈΓΕ ΔΛ ἢ 2ΙΜΕΝ- ΜῈΝ - Δ] (6) 


΄“. ΄π ΄“". ΄Π΄Ὃ 
καὶ ΕΓΛ-ΕΔΛ- ΕΤΓΛΔΕΕ ΔΛ. (2) 
τ ΄-΄- ΄΄΄ 
Καὶ ἐπειδή: ΕΓΛΈΕΤΛΚ.--.2 ὀρθαί, 
΄-΄,Μκ. “΄΄΄α 
ἀφοῦ ΕΓΛΌΞΕΓΗ, 


΄χ; ΄ἷ“΄ 
καὶ ὁμοίως ΕΔΛ -Ἐ Ε΄ΔΛ -Ξ2 ὀρθαί, 


111] 


ἕπεται ὅτι τὸ ἄθροισμα (2) ἰσοῦται πρὸς 4 ὀρθάς. Τὴν αὐτὴν ἄρα 
τιμὴν θὰ ἔχῃ καὶ τὸ ἄθροισμα (1) καὶ κατὰ συνέπειαν 


“Ὁ ΄“.. ΄΄οὉ 
ΜΕΝ - ΜΕ΄Ν -ἘΛ -Ξ:2 ὀρθαὶ γωνίαι. 
Θεώρημα 890--] 


2116. Ἑὶς τὴν ὑπερβολήν, εἶναι ἣ διαφορὰ τῶν ἰδίων ἐπιβατικῶν 
γωνιῶν ἥτις εἶναι σταϑερὰ γωνία. 


Θεώρημα 891 


2117. Εἰς κωνικὴν τομὴν ϑεωροῦμεν τετράπλευρον περιγεγραμμένον 
εἰς αὐτήν, ὡς καὶ τὸ τετράπλευρον τῶν σημείων ἐπαφῆς τῶν πλευρῶν 
τοῦ πρώτου. Δείξατε ὅτι αἱ διαγώνιοι τῶν δύο τετραπλεύρων διέρχονται 
διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου (Νεύτων). 


Δοθεῖσαν κωνικὴν τομὴν δυνάμεθα πάντοτε νὰ τοποθετήσωμεν 
ἐπὶ κώνου ἐκ περιστροφῆς (8 ἐπμ. 2212). Διὰ τῆς κορυφῆς τοῦ 
κώνου καὶ διὰ τῶν πλευρῶν καὶ διαγωνίων τῶν δύο τετραπλεύ- 
ρῶν φέρομεν ἐπίπεδα καὶ ἔστω (Τ)ὴ τομὴ τοῦ κώνου καὶ τῶν ἐπι- 
πέδων τούτων ὑπὸ ἐπιπέδου καθέτου ἐπὶ τὸν ἄξονα τοῦ κώνου. 

Ἡ τομὴ αὕτη ἀποτελεῖται ἐκ περιφερείας ἐγγεγραμμένης καὶ 
περιγεγραμμένης εἰς δύο τετράπλευρα καὶ διὰ τὰ ὁποῖα αἱ τέσ- 
σαρες διαγώνιοι αὐτῶν τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον (δ 1274). 
Τὸ αὐτὸ ἄρα συμβάίνει καὶ εἰς τὴν δοθεῖσαν κωνικὴν τομήν. 


Θεώρημα 891--1 


2118. Δοϑεισῶν πέντε εὐθειῶν νὰ δρισϑοῦν τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῆς 
ἐγγεγραμμένης εἰς αὐτὰς κωνικῇς τομῆς. 


Πρόκειται περὶ ἀμέσου ἐφαρμογῆς τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Δ' εύτωνος 
(8 2117). ᾿Επειδὴ τέσσαρες ἐφα- 
πτόμεναι ὁρίζουν τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ περιγεγραμμένον εἰς τὴν 
κων. τομὴν καὶ τοῦ ὁποίου αἱ 
διαγώνιοι τέμνονται εἰς σημεῖον 
Ο’ διὰ τοῦ σημείου τούτου θὰ 
διέρχωνται καὶ αἱ διαγώνιοι τοῦ 
τετραπλεύρου τῶν σημείων ἐ- 
παφῆς. 

"Ἔστω [1 ἡ πέμπτη ἐφαπτο- 
μένη ἡ εὐθεῖα αὕτη μετὰ τριῶν 
ἐκ τῶν δοθεισῶν ὁρίζει δεύτε- ΣΧ. 1918. 
ρον περιγεγραμμένον τετράπλευ- 
ρον ΑΒΙΙ΄, τοῦ ὁποίου αἱ διαγώνιοι τέμνονται εἰς σημεῖον Λ. 

᾿Επειδὴ αἱ ἐφαπτόμεναι ΑΔ, ΒΓ ἀνήκουν καὶ εἰς τὰ δύο τε- 
τράπλευρα, ἡ διὰ τῶν Λ καὶ Η εὐθεῖα εἶναι ἡ χορδὴ τῶν σημείων 
ἐπαφῆς τῶν ἐφαπτομένων τούτων. 

Θεωροῦντες καὶ τὸ τετράπλευρον τῶν τεσσάρων εὐθειῶν ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΔ καὶ 1΄, ὁρίζομεν ἀναλόγως τὴν χορδὴν ἐπαφῶν ΕΘ. 


2119. Πόλοι καὶ στολικαὶ εἰς τὰς κωνικὰς τομάς. ᾿Επειδὴ μίαν 
τυχοῦσαν κωνικὴν τομὴν δυνάμεθα νὰ τοποθετήσωμεν ἐπὶ κώνου 
ἐκ περιστροφῆς (8 2212), εἶναι φανερὸν ὅτι πᾶσαι αἱ προβολικαὶ 
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ἰδιότητες τῶν πόλων καὶ πολικῶν εἰς τὸν κύκλον διατηροῦνται καὶ 
εἰς τὰς κωνικὰς τομάς. Θὰ περιορισθῶμεν νὰ ἀναφέρωμεν μόνον 
μερικὰς ἐξ αὐτῶν: 

᾿Εὰν ἐκ τυχόντος σημείου Δ τοῦ ἐπιπέδου κων. τομῆς φέρωμεν τεμνού- 
σας αὐτήν, αἱ ἐφαπτιόμενάι εἷς τὰ σημεῖα τομῆς ἑκάστης τεμνούσης καὶ τῆς 
καμπύλης τέμνονται εἰς σημεῖα κείμενα ἐπ᾿ εὐϑείας --- τῆς πολικῆς τοῦ ση- 
μείου “Μ. ᾽ 

Αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι, ἀνὰ δύο, τὰ κοινὰ σημεῖα τῆς κων. τομῆς 
καὶ τῶν διὰ τοῦ ΔΛ τεμνουσῶν τέμνονται ἐπὶ τῆς πολικῆς τοῦ σημείου ΜΛ. 

Τὸ κοινὸν σημεῖον δύο ἐφαπτομένων κων. τομῆς εἶναι ὦ πόλος τῆς χοο- 
δῆς τῶν ἐπαφῶν. 

Διὰ νὰ καταστῇ τις ἐνήμερος τῆς γονιμότητος τῆς θεωρίας τῶν 
πολικῶν ἐν τῇ ἐφαρμογῇ τῆς εἰς τὰς κων. τομάς, ὡς καὶ τῆς ἤε- 
ϑόδου τῶν ἀντιστρόφων πολικῶν τοῦ βοπεοὶοὶ, ἀρκεῖ νὰ ἀναγνώσῃ τὸ 
Τναὶϊίέ ἀδὲ ργυορνιόίόθ ργυ͵οοίϊυος ἀδ5 [ἰφμνὸ5 τοῦ ἐπιφανοῦς τούτου 
γεωμέτρου. 


“Ἐξάγραμμον τοῦ Ραεεαὶ 891---Π] 

2120. Εὶἷϊς πᾶν ἑξάγωνον ἐγγεγραμμένον εἰς κωνιχὴν τομήν, τὰ ση- 
μεῖα τομῆς τῶν τριῶν ζευγῶν ἀπέναντι πλευρῶν κεῖνται ἐπ’ εὐθείας 
γραμμῆς. 

1) Ἡ πρότασις εἶναι φανερὰ ἐκ τῆς ἀντιστοίχου εἰς τὴν περι- 


Σχ. 1319, 


φερειαν (8 1117 γ) καὶ δι᾽ ἀναγωγῆς εἰς τὸν πρωτεύοντα κύκλον, 
ἢ διὰ τοποθετήσεως τῆς κων. τομῆς ἐπὶ κώνου ἐκ περιστροφῆς. 

2) Δυνάμεθα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὰς ἰδιότητας τῶν διατεμνου- 
σῶν (ϑεώρημα τοῦ Μενελάου) ἀπ' εὐθείας εἰς τὸ σχῆμα τῆς κωνικῆς 
τομῆς καὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου ἐξαγώνου (6., πο 747). 

3) ᾽᾿Επίσης δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν τὰς ἰδιότητας τοῦ 
ἀναρμονικοῦ λόγου τετράδων σημείων ἢ εὐθειῶν, ἐργαζόμενοι 
ἀναλόγως ὡς καὶ προκειμένου περὶ τοῦ κύκλου. (Βλ.: 1γαϊἐ ἀε 
(ὀονιόένα τῶν Ἀσοιιο!έ καὶ (οπιθεζγοιιβδο, 7η ἔκδοσις, πο 328). 


Θεώρημα τοῦ δνίαπελοι 891-- ΠῚ 


2121. Εἰς. πᾶν ἑξάγωνον περιγεγραμμένον εἰς κωνικὴν τομήν, αἱ 
συνδέουσαι εὐθεῖαι τὰ τρία ζεύγη ἀπέναντι κορυφῶν διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείον. σἰς 


1113 


ἯἮ ἀπόδειξις γίνεται τελείως ἀναλόγως διὰ τῶν 1) ἢ 3) προη- 
γουμένως ἀναφερθεισῶν μεθόδων, ἢ ᾿ 

καὶ δι᾽ ἐφαρμογῆς τῆς θεωρίας τῶν ἀν- 

τιστρόφων πολικῶν εἰς τὸ προηγούμε- ΑΔ 

νὸν ϑεώρημα τοῦ Ῥιιδοαὶ (58 2120). τ 


Σημείωσις. Βλ. Τγαϊϊὲ ἀδὲ (ἱέοπιόίτιο 
τῶν Ἐουοεμέ καὶ (οτηθετγουββε, 7η ἔκδο- 
σις, πϑ 329. 


2122. ᾿Εφαρμογαὶ τῶν ϑεωρημάτων ᾳ 
τῶν Ραςεαὶ καὶ διίάπεδλοπ. 

Τὸ ἐγγεγραμμένον ἐξάγωνον μᾶς παρέ- Α Β 
χει τὸν τρόπον κατασκευῆς ὁσωνδήποτε Σχ, 1320. 


σημείων κῶν. τομῆς ὅταν “μᾶς δοθοῦν 

πέντε σημεῖα αὐτῆς’ ἐπειδὴ συνδϑέοντες 

αὐτὰ ἀνὰ δύο κατὰ πάντας τοὺς δυνατοὺς τρόπους καὶ θεωροῦν- 
τες αὐτὰ ἑκάστοτε ὡς τὰς πέντε κορυφὰς ἑνὸς ἐγγεγραμμένου 
ἐξαγώνου, ἀνευρίσκομεν καὶ ἀπὸ μίαν ἕκτην κορυφὴν αὐτῶν --ση- 
μεῖον τῆς κων. τομῆς. 

Τὰ πέντε νέα ταῦτα σημεῖα, συνδυαζόμενα «μεταξύ τῶν ἢ καὶ 
μὲ τὰ πρῶτα, δίδουν νέα ἑξάγωνα καὶ ἑπομένως νέα σημεῖα τῆς 
κῶν. τομῆς κιο.κ. 

᾿Αναλόγως ἐργαζόμεθα καὶ διὰ τὸν προσδιορισμὸν ἕκτης ἐφα- 
πτομένης κωνικῆς τομῆς, τῆς ὁποίας ἐδόθησαν πέντε ἄλλαι δι᾿ 
ἐφαρμογῆς τῶν ἰδιοτήτων τοῦ περιγεγραμμένου κώνου. 

Τὰ ϑεωρήματα τῶν Ῥαδοαὶ καὶ Βγίαποποπ μᾶς ἐπιτρέπουν τὸν 
προσδιορισμὸν μιᾶς κων. τομῆς εἰς πάσας τὰς περιπτώσεις καθ᾽ ἃς' 
δίδονται ταύτης πέντε στοιχεῖα (σημεῖα ἢ ἐφαπτόμεναι) : πέντε 
σημεῖα, τέσσαρα σημεῖα καὶ μία ἐφαπτομένη, τρία σημεῖα καὶ δύο 
ἐφαπτόμεναι, κλπ., πέντε ἐφαπτόμεναι. (Βλ.: Μένκοϊγε 5 ἰ68 
ἐϊσποβ ἀθ 8ϑοεοπὰ ογᾶγνε τοῦ Ὠτγίαπομποπ, 1817). 


Θεώρημα 891--1 }Κ 


2122 α. "Ἐὰν ἕν τετράπλευρον εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς κωνικὴν το- 
μήν, τὰ δύο ζεύγη ἐφαπτομένων τῆς καμπύλης εἰς τὰς ἀπέναντι κορυ- 
φὰς τοῦ τετραπλεύρου τέμνονται ἐπὶ τῆς τρίτης διαγωνίου αὐτοῦ. 


Εἶναι ἐπέκτασις τῆς ἀντιστοίχουι ἰδιότητος τοῦ ἐγγραψίμου τε- 
τραπλεύρου (8 1237 β). 


Θεώρημα τοῦ ΜΌΡδιυς 892 


2128. "Ἔστω ἐπιφάνεια παραγομένη διὰ περιστροφῆς χκωνικῆς τομῆς 
περὶ τὸν ἑστιακὸν αὐτῆς ἄξονα. Δείξατε ὅτι πᾶν ἐπίπεδον ἀγόμενον διὰ 
μιᾶς τῶν ἑστιῶν Ε τοῦ μεσημβρινοῦ τέμνει τὴν ἐπιφάνειαν κατὰ χώωνι- ᾿ 
χὴν τομὴν ἔχουσαν τὸ σημεῖον Εἰ ὡς ἑστίαν. 


Ἔστω ὡς μεσημβρινὸς ἡ ἔλλειψις ΑΗΑ΄, ἔχουσα ἑστίας τὰς Ε 
καὶ Ε΄, α, β ἡμιάξονας, 2γΥ ἐστιακὴν ἀπόστασιν καὶ τὴν εὐθεῖαν 
ΔΛ ὡς διευθετοῦσαν ἀντίστοιχον τῆς ἑστίας Ε. ͵ ᾿ 

Γνωρίζομεν ὅτι ἡ τελευταία αὕτη εὐθεῖα εἶναι κάθετος ἐπὶ τὸν 
ἄξονα καὶ ὅτι ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεων τυχόντος σημείου τῆς 
ἐλλείψεως ἀπ’ αὐτῆς καὶ τῆς ἑστίας Ε εἶναι σταθερὸς (6., 5 845): 


ἈΡΉΕ 
ΑΔ Ἠλ α΄ 
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Κατὰ τὴν περιστροφὴν περὶ τὸν ἄξονα ΑΑ’, ἡ ἔλλειψις παρά- 
γει ἐλλειψοειδὲς ἐκ περιστροφῆς καὶ ἡ διευθετοῦσα ΔΛ ἐπίπεδον 
(ΠῚ) κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΑ΄. 

Ἂς τάμωμεν τὴν ἐπιφάνειαν ὑπὸ ἐπιπέδου καθέτου ἐπὶ τὸν 
μεσημβρινὸν ΑΗΑ΄ καὶ διερχομένου διὰ 
τῆς ἑστίας Ε' ἔστω ΘΜΗ ἡ λαμβανομένη 
τομὴ καὶ ΔΛΣ ἡ τομὴ τοῦ ἐπιπέδου (Π) 
καὶ τοῦ θεωρουμένου. 

Διὰ τὴν ἀπόδειξιν τῆς προτάσεως, ἀρ- 
κεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι αἱ ἀποστάσεις τοῦ τυ- 
χόντος σημείου Μ τῆς τομῆς ἀπὸ τῆς 
ἑστίας Ε καὶ τοῦ ἐπιπέδου (Π) ἔχουν λό- 
γον σταθερόν- ἐπειδὴ τότε ἡ καμπύλη 
αὕτη θὰ εἶναι κωνικὴ τομή, ἔχουσα ἑστίαν 
τὸ σημεῖον Ε καὶ διευθετοῦσαν τὴν εὐ- 
θεῖαν ΛΣ. 

Φέρομεν πρὸς τοῦτο διὰ τοῦ σημείου 
Μ μεσημβρινὴν τομὴν τῆς ἐπιφανείας καὶ 
ἐπίπεδον ΜΙΙ!Γ΄ κάθετον ἐπὶ τὸν ἄξονα. 
πτίτεΝ τέμνον τὴν ἐπιφάνειαν κατὰ περιφέρειαν 
δ χν 054, ἀκτῖνος [ΜΞ 1΄. Ἧ ΡΜ κάθετος ἐπὶ τὸν 

πρωτεύοντα μεσημβρινὸν εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὴν ΛΣ, ὁ δὲ μεσημβρινὸς ΑΜΑ’ ἔχει ὡς διευθετοῦσαν 
τὴν τομὴν ΔΝ τούτου καὶ τοῦ ἐπιπέδου (Π). Προβάλλοντες τὸ 
σημεῖον Μ εἰς Ν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου (Π), λαμβάνομεν : 


ΜΝ-- ΡΠ--Ι Δ ξ "ι'Κ, ΜΣ -ερλΛ, 
καὶ ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Μ ἀνήκει εἰς τὸ μεσημβρινόν ΑΜΑ΄ θὰ 


εἶναι 


ἌΝ ΞΔ α΄ τὰ 


᾿Αρκεῖ ἤδη νὰ ἐκφράσωμεν τὸ μῆκος ΙΔ ουναρτήσει τοῦ ΡΛ. 
Παρατηροῦμεν πρὸς τοῦτο ὅτι τὰ τρίγωνα ΛΕΔ, ΙΕΡ εἶναι 
διιοια: ἄρα 


ρΡὰ ἜΛ (2 


ΜΕ ΜῈ γ ΕΔ 
ῬΛ ΜΣ "ΕΛ 

᾽᾿Επειδὴ τὸ τελευταῖον μέλος τῆς σχέσεως ταύτης εἶναι σταθε- 
ρὸν διὰ μίαν ὡρισμένην τομὴν τῆς: ἐπιφανείος, ἕπεται ὅτι ὄντως ἢ 
τομὴ ΘΜΗ τῆς ἐπιφανείας εἶναι ἔλλειψις, μὲ ἑστίαν Ε καὶ διευ- 
θετοῦσαν ΛΣ. } 


“Σημείωσις. Βλ.: Ν. Α.., 1857, σ. 176 καὶ 15. ἃ. ὅε. Μαίι. ὑπὸ 
ΔΙΑΧ, δίασις, τόμ. ΧΙ], σ. 179. 

Διὰ τοῦ θεωρήματος τῶν Οπείεῖϊεῖ καὶ Παπαεὶΐη, καθ᾽ ὃ πᾶσα 
τομὴ κώνου ἐκ περιστροφῆς εἶναι δευτεροβάθμιος καμπύλη, εἶναι 
εὔκολον νὰ ἀποδείξωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὴν ἰδιότητα τῆς ἐφαπτομέ- 
νης ὅπως σχηματίζη ἴσας γωνίας μετὰ τῶν ἑστιακῶν ἀκτίνων εἰς 
τὸ σημεῖον ἐπαφῆς. (Ν. Α΄... 1879, σ. 95, ΜΙαἸ]οῖχ καὶ 8 2114 α, Σημ.). 
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“Υπεροβολὴ Θεωρήματα 


Θεώρηι.α 898 


2124. Μία εὐθεῖα δὲν δύναται νὰ συναντᾷ ὑπερβολὴν εἰς περισσό- 
τερα τῶν δύο σημεῖα. 

Ἢ αὐστηροτέρα καὶ μᾶλλον πλήρης ἀπόδειξις ἕπεται ἐκ τῆς 
σπουδῆς τῶν μεταβολῶν τῆς διαφορᾶς τῶν ἀποστάσεων δύο στα- 
θερῶν σημείων ἀπὸ τυχούσης εὐθείας (ήῆέϑοδοι, 88 258 ---261)" ἀλλ᾽ 


Συ. 12. 


ἥ ἀπόδειξις αὕτη ὑπερβαίνει τὸ πλαίσιον τῶν δ 'τοιχείων τῆς Γεω- 
μετρίας. 


2124α. Παραιήρησις. Δυσκολία διὰ τὴν ἀπόδειξιν παρουσιάζε- 
ται ὅταν ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα ΧΧ΄ διέρχεται μεταξὺ τῶν Ζ καὶ Ζ΄ 
καὶ διὰ τὰ σημεῖα τὰ κείμενα πέραν τοῦ σημείου τομῆς τῆς ΧΧ΄ 
καὶ τῆς ΖΖ,, ὅπου Ζ, τὸ συμμετρικὸν τοῦ Ζ΄ πρὸς τὴν ΧΧ΄. 

᾿Επίσης καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ "ἣν θεωροῦμεν σημεῖα .Ν 
πέραν τοῦ κοινοῦ Δ τῆς ΖΖ΄ καὶ ΧΧ’ κείμενα (σχ. 1322). ᾽Εὰν τὸ 
συμμετρικὸν Ν΄ πρὸς ΖΖ΄' εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς γωνίας ΖΝ΄Ζ΄, ἡ 
δοθεῖαα ἀπόδειξις εἰς ()., πο 680 δὲν ἀποδεικνύει ὅτι ἡ διαφορὰ 
Ν΄Ζ΄ --Ν'Ζ εἶναι διάφορος τῆς ΜΖ΄-- ΜΖ ὅταν ἔχη δοθεῖ ὅτι 
Μ΄Ζ΄ -- ΜΖ -- 2α. 

Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ καταφύγωμεν εἰς τήν σπουδὴν τῶν μετα- 
βολῶν τῆς διαφορᾶς τῶν ἀποστάσεων (8 258). Πράγματι, ἀπὸ τοῦ 
σημείου Θ μέχρι Χ΄ --» οὐ, ἡ διαφορὰ μεταβάλλεται ἀπὸ τοῦ μηδε- 
νὸς μέχρι τοῦ μήκους ζζ΄, προβολῆς τῆς ΖΖ΄ ἐπὶ τῆς ΧΧ΄. ᾿Επειδὴ 
δὲ διὰ τὰ σημεῖα μεταξὺ Δ καὶ Χ, ἡ διαφορὰ εἶναι μεγαλυτέρα 
(τῆς 2Ζ΄, ἄρα καὶ) τῆς ζζ΄, ἕπεται ὅτι διὰ τὸ σημεῖον δὶ δὲν δύ- 
ναται ἡ διαφορὰ αὕτη νὰ εἶναι μεγαλυτέρα τῶν διαφορῶν διὰ 
τὰ σημεῖα Μ ἢ Μ΄. 

᾿Επίσης, διὰ τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν᾿ εὑρίσκομεν ὅτι ἡ διαφορὰ τῶν 
ἀποστάσεῶν τῶν ἀπὸ τὰ Ζ καὶ Ζ΄ εἵἴναι μεγαλυτέρα τῆς ζζ΄ καὶ 
ἑπομένως ὅτι ἐπὶ τῆς ἡμιευθείας ΓΧ΄ δὲν ὑπάρχει σημεῖον Ρ' διὰ 
τὸ ὁποῖον ΡΖ -- ΡῬΖ΄--:2α. ᾿ 


Θεώρημα 894 


2124β. "Ἔστω κῶνος ἐκ περιστροφῆς ΣΒΒ΄ καὶ τομὴ αὐτοῦ καϑ᾽ 
ὑπερβολὴν ΜΑΜ΄, ἔχουσα ἄξονα πρωτεύοντα τὸν ΑΟΑ΄. Δείξατε ὅτι αἱ 
ἀσύμπτωτοι ὍΓ, ΟΓ΄ τῆς ὑπερβολῆς ταύτης εἶναὶ αἱ ἐκ τοῦ κέντρον 
της Ο παράλληλοι πρὸς τὰς γενετείρας ΣΝ, ΣΝ΄ τοῦ κώνου, καϑ᾽ ὡς 
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τέμνεται οὗτος ὑπὸ ἐπιπέδου ἀγομένου διὰ τῆς κορυφῆς του χαὶ παραλ- 
λήλου πρὸς τὸ ἐπίπεδον τῆς ὑπερβολικῆς τομῆς" 


ΒΝ ᾿Ας τάμωμεν τὸν κῶνον ὑπὸ 

ποσὸν ἤν ἐπιπέδου ΒΝΒ΄ Ν΄ παραλλήλου 
“ὰ “- πρὸς τὴν ΟΣ, καθέτου ἐπὶ τὸν 
᾿ ε ἐδ πρωτεύοντα μεσημβρινὸν καὶ 


. ἀγόμενον δι᾽ εὐθείας ΡΜ καθέ- 
28’ τοῦ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΒΣΒ΄ καὶ 
τὴν ΟΡ. Ἡ εὐθεῖα ΜΜ΄ εἶναι 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΒΒ’, ἐπὶ τὴν 
ΡΟ καὶ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΒΣΒ΄. 
Ὁμοίως, ἡ πρὸς ταύτην πα- 
ράλληλος ΝΝ΄ εἶναι κάθετος 
ἐπὶ τὰς ΒΒ΄, ΣΧ καὶ ἐπὶ τὸ 
ἐπίπεδον ΒΣΒ΄. 

᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον Ο εἶναι 
τὸ μέσον τῆς ΑΑ΄, ἡ εὐθεῖα 
ΣΥ͂, παράλληλος πρὸς τὴν 
ΑΔ΄, διαιρεῖ εἰς δύο μέρη ἴσα 
τὰς ΑΕ καὶ ΒΒ’, παραλλήλους 
ἀμφοτέρας πρὸς τὴν ΣΟ. ΕἸ - 
ναι ἑπομένως ἡ ΝΙΝ΄ ὁ μικρὸς 
ἄξων τῆς ἐλλείψεως ΒΝΒ΄ καὶ 
ἡ ΜΜ’ χορδὴ παράλληλος 
πρὸς αὐτόν. Ἑπομένως 

ΡΜ.ΧΝ ἢ ΡΜ Φᾳ«ΡΓ. 
: ὝὍταν τὸ ἐπίπεδον ΒΝΒΣ 

. ἀπομακρύνεται τῆς κορυφῆς 

Σχ, 1532. τοῦ δα δα; ἡ διαφορὰ ΜΓ 
᾿ ἐλαττοῦται. ᾿Επειδὴ τὸ μὲν 
μῆκος ΡΧ μένει σταθερόν, ἐκ δὲ τοῦ κύκλου (ἐστιγμένου) μὲ διά- 
μετρον τὸν μέγαν ἄξονα ΒΒ’ τῆς ἐλλείψεως λαμβάνομεν 


Ρι. ΙΡΜΓ .ς β ] 
Ἔν. ἐπτ ὌΝ [- συν ὦ Ξξ τὰ 
καθὼς καὶ 
ῬΡμε͵νμ-γρῦ- γὙἡτν᾿-τ-ρὶ (γνμ--  Β’Ξ Βν) 
᾿ ᾿ γΡρ᾿ 
ἐκ τῆς ὁποίας σχέσεως καταφαίνεται ὅτι διὰ Χκν-- .Β΄--ο͵Ἅ, ὁ 
λόγος -νν ἘΠΕ ἔχει ὅριον τὴν μονάδα καὶ ἡ διαφορὰ ἑπομέ- 


νῶς ΝΝ -- ΡΜ ἢ ΡΓ --- ΜΓ ἔχει ὅριον τὸ μηδέν. 
Ἤτοι αἱ εὐθεῖαι ΟΓ, ΟΓ’ εἶναι αἱ ἀσύμπτωτοι τῆς ὑπερβολῆς 
(Ὁ., π’ 680). 


2124γ. Παρατήρησις. Ἢ γωνία τῶν ἀσυμπτώτων εἶναι ἴση πρὸς 
τὴν γωνίαν τῶν γενετειρῶν ΣΝ, ΣΝ΄. 

Διὰ δοϑέντα κῶνον, ἡ γωνία τῶν ἀσυμπτώτων εἶναι μεγίστη ὅταν τὸ. 
τέμνον ἐπίπεδον εἶναι παράλληλον πρὸς τὸν ἄξονα τοῦ κώνου. "Ἐπειδὴ 
εἶναι αὕτη τότε ἡ γωνία δύο ἀξονικῶν τοῦ κώνου γενετειρῶν. 
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2124. Σημείωσις. Δύο αἰῶνας πρὶν τῶν υείεϊες καὶ Παπάεῖΐπ, 
ὁ Οτέροϊτε ε δαϊπί - Νἱποοπὶ εἶχεν δώσει ἕν ὡραῖον θεώρημα ἐπὶ 
τῆς ὑπερβολικῆς . τομῆς κώνου μὲ βάσιν κυκλικήν. Ὑποθέτοντες 
περιφέρειαν τὴν τομὴν ΒΝΒ΄ Ν΄ (σχ. 1323), θὰ ἔχωμεν 


ΓΜΟΓΜ' -- (ΓΡ΄-- ΜΡ)ΊῈΓΡ -Ἐ ΜΡὴ -- ΓΡἕ -- ΜΡ: τε ρν 


ποσότητα σταθερὰν δι’ ἕν ὡρισμένον τέμνον ἐπίπεδον [-Ξ- ΓΟΓ΄ 
καὶ διὰ τυχοῦσαν τομὴν παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν τοῦ κώνου. 
(Μαιδιοεῖθ, 1904, σ. 179, Δ. Δυδτν). 


Θεώρημα 895 


2126. Δύο ὑπερβολαὶ καλοῦνται συζυγεῖς ἀλλήλων ἐὰν ἔχουν τὰς 
αὐτὰς ἀσυμπτώτους καὶ τοὺς αὐτοὺς ἄξονας ἀλλὰ διὰ τὰς ὁποίας ὁ 
πρωτεύων ἄξων τῆς μιᾶς εἶναι ὁ δευτερεύων τῆς ἄλλης καὶ ἀντιστρόφως. 

Εἰς τὴν ἰσοσκελὴῆ ὑπερβολήν, πᾶσαι αἱ συζυγεῖς διάμετροι εἶναι 
ἴσαι, τὰ δὲ παραλληλόγραμμα τὰ κατασκευαζόμενα ἐπὶ δύο συζυγῶν 
διαμέτρων ἔχουν τὰς κορυφάς των ἐπὶ τῶν ἀσυμπτώτων. 


Σ.. 192), 


'Ὑποθέτοντες ὅτι ὁ τόπος τῶν μέσων Ρ παραλλήλων χορδῶν 
ΑΜ’ εἶναι ἡ εὐθεῖα ΟΡ διερχομένη διὰ τοῦ κέντρου τῆς ἰσοσκε- 
λοῦς ὑπερβολῆς, παρατηροῦμεν ὅτι, ἕνεκα τῆς συμμετρίας τοῦ 
σχήματος πρὸς τὰς ἀσυμπτώτους, ἐὰν λάβωμεν ΟΗ -Ξ ΟΛ, ἡ εὐ- 
θεῖα ΗΘ θὰ εἶναι ἐφαπτομένη τῆς συζυγοῦς τῆς δοθείσης ὑπερ- 
βολῆς καὶ τὸ σημεῖον Β μέσον αὐτῆς καὶ σημεῖον ἐπαφῆς’ ἐπειδὴ 
καὶ τὸ Α εἶναι μέσον (ὡς γνωστὸν) τῆς ἐφαπτομένης ΛΘ, παραλ- 
λήλου πρὸς τὰς ΜΜ’ χορδάς. 

Αἱ διάμετροι ΟΑ, ΟΒ εἶναι παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς τοῦ 
ρόμβου ΘΛΘΉ καὶ ἑπομένως πρὸς τὰς χορδὰς ΝΙΝ΄ καὶ ΜΜ΄, 
τῶν μέσων τῶν ὁποίων εἶναι τόποι. ᾿ΑΦ᾽ ἑτέρου, εἶναι ἴσαι με- 
ταξύ των καὶ αἱ κορυφαὶ τοῦ ρόμβου ἑπομένως κεῖνται ἐπὶ τῶν 
ἀσυμπτώτων. 

Δοθεισῶν δύο συζυγῶν διαμέτρων ὑπερβολῆς, ἡ μία τούτων δια- 
περᾶ τὴν καμπύλην ἐνῷ ἡ ἄλλη δὲν ἔχει κοινά σημεῖα μετ᾽ αὐτῆς. 
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Θεώρημα 896 


2126. Τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων τῶν ἑστιῶν ὑπερβολῆς ἀπὸ τυ- 
χούσης ἐφαπτομένης αὐτῆς εἶναι σταϑερόν. 


Ἔστωσαν Μ, Μ’ οἱ πόδες τῶν ἐκ τῶν 
Ε, Ε' καθέτων καὶ Ν᾿ ἡ τομὴ τῆς ΜΟ καὶ 
τῆς Ε’Μ΄. Τὰ τρίγωνα ΕΜΟ, ΕΝΟ εἶναι 
προφανῶς ἴσα καὶ τὸ σημεῖον Ν κεῖται 
ἐπὶ τοῦ πρωτεύοντος τῆς ὑπερβολῆς κύ 
κλου, ἀφοῦ ΟΜ -Ξ ΟΝ. Θὰ ἔχωμεν δέ: 

Ε΄ Μ΄. ΕΜ :-ΞΕ Μ΄.Ε΄'Ν -Ξ- ΕΘ -- 
ΞΞ ΟΕ" -- ΟΘ9 -Ξ- γὅ -- αΞ --  β". 

Παρατήρησις. Πλεῖστα θεωρήματα ἐπὶ 
τῆς ἐλλείψεως ἔχουν τὰ ἀνάλογά των εἰς 
τὴν ὑπερβολήν" ἰδιαιτέρως διὰ τὰς προτάσεις τῶν 88 2093, 2094, 

Διὰ τὴν τελευταίαν, ὁ κύκλος εἶναι πραγματικὸς ἐφ᾽ ὅσον 
β « α’ διὰ ἰσοσκελῆ ὑπερβολὴν (α. β)), ὁ κύκλος περιορίζεται εἰς 
τὸ κέντρον του καὶ διὰ β' ἡ α ἀποβαίνει φανταστικός. ᾿Επειδὴ δὲν 
δυνάμεθα τότε νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένας τῆς ὑπερβολῆς καθέτους 
ἐπ᾿ ἀλλήλας. 


Σχ. 1325. 


-Θεώρημα 897 


2127. Ἐπὶ τυχούσης τεμνούσης ὑπερβολήν, ἣ κἀμπύλη καὶ αἱ ἀσύμ- 
πτωτοι αὐτῆς ἀποτέμνουν ἴσα τμήματα. 
(Βλ. Μμέϑοδοι, 8 174). 
Θεώρημα 898 


2128. ἸΙᾶσα ἐφαπτομένη ὑπερβολῆς, “περατουμένη εἰς τὰς ἀσυμπτώ- 
τους αὐτῆς, διαιρεῖται ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς εἰς δύο ἴσα τμήματα. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 175). 
Θεώρημα 899 


2129. "Ἔστω Γ ἡ προβολὴ σημείου Μ ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς ἐπὶ τὸν 
μὴ διατέμνοντα αὐτὴν ἄξονα. Ἡ ἀπό- 
στασις τὴς κορυφὴΞ:Ξ ἡ αὐτῆς ἀπὸ τοῦ 
σημείου Γ εἶναι ἴση πρὸ: τὴν τετμημέ- 
νὴν ΜΓ τοῦ σημείου Δί. 


Πράγμστι, 
ΜΓΣ. χΧΞ τ αϑ Ἢ κΞ 
καὶ ΑΓ’ ΟΓΤ ΟΑΞ. -- νϑ-Ὲ αϑ. 
Αρα: ΜΓ-- ΑΓ. 


ΠΙαρατήυησις. Βάσει τῆς ἀνωτέρω 
προτάσεως, δυνάμεθα εὐκόλως νὰ 
κατασκευάσωμεν ὑπερβολὴν (39) ση- 
μεῖον πρὸς σημεῖον αὐτῆς. 

Φέρομεν παράλληλον ΔΕ πρὸς 


Σγ. 1320. 


180, Στ μν μετ Ἡῆς ὁιοίας ἐλήπησαν 5. δευτερεύων ἄξων χαὶ αἱὰ 
κορφὴ ΑΔ. 
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τὸν πρωτεύοντα ἄξονα αὐτῆς καὶ μὲ κέντρον Δ καὶ ἀκτῖνα ΔΑ 
γράφομεν περιφέρειαν, τέμνουσαν εἰς Ν᾿ καὶ Ν’ τὴν ἀχθεῖσαν πα- 
ϑάλληλον. Τὰ σημεῖα Ν καὶ Ν΄ ἀνήκουν εἰς τὴν ὑπερβολήν. 


Θεώρημα 900 
2180. Ἑὶς τὴν ἰσοσκελῆ ὑπερβολήν, ἡ εὐθεῖα ἡ συνδέουσα τὸ κέν- 
τρον μετὰ τοῦ τυχόντος σημείου τῆς καμπύ- 


λης εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν ἑστιακῶν ἀκτί- 
νῶν εἰς τὸ σημεῖον αὐτό. (Ν. Α., 1842, σ. 249). 


Εἰξ τὸ τρίγωνον ΕΜΕ΄, ἡ εὐθεῖα ΜΟ 
εἶναι διάμεσος αὐτοῦ’ ἄρα 


2ΜΟ"-ἘΖΟΕλ-- ΜΕΞ- ΜΕ’ “ 
ἢ ΜΕ΄3 -Ἐ ΜΕ3-Ξ--2ΜΟ9Ψ-Ἐ 2γϑ. () 

᾿Αλλ’ εἶναι ΜΕ΄--ΜΕ Ξε2Ζα 
ἢ ΜΕ΄“ --δ. ΜΕ. ΜΕ΄ -Ἐ ΜΕΞ-- 4α3 
ἢ καὶ ΜΕ’ ἘΜΕ" -ε4α! -- 2.ΜῈ. ΜΕ΄. (2) 

Διὰ συγκρίσεως τῶν (1) καὶ (2) εὑρίσκομεν 

2ΜΟ"- 2γ᾽τ-, 4α"- 2. ΜΕ..ΜέΕ’ 
ἥ, ἀφοῦ διὰ τὴν ἰσοσκελῆ ὑπερβολὴν εἶναι γ" -- 2 α", 
ΜΟ"-Ξ-. ΜΕ. ΜΕ΄. 


Θεώρημα Θ9Ο1 


2131. Εἷς τὴν ἰσοσκελῆ ὑπερβολήν, αἱ παρὰ τὴν βάσιν ΑΑ΄ γωνίαι 
τοῦ τριγώνου ΑΜΑ΄, μὲ χορυφὰς τυχὸν σημεῖον Μ τῆς καμπύλης καὶ 
τὰ ἄκρα Α, Α΄ τοῦ μεγάλου ἄξονος αὐτῆς, ἔχουν διαφορὰν ἴσην πρὺ-: 
μίαν ὀρϑὴν γωνίαν. 


Ἡ ἐξίσωσις τῆς καμπύλης κ3 --- ν΄" -Ξ αξ ἀνάγεται εἰς τὴν 
ΜΡΌῸΞ Ξε ΟΡἘ -- ΟΑΞ -Ξξ [οῦΡ -- ΟΑ) (ῸΟΡ - ΟΑ)-- 
ΞΞΑΡ. ΑῬ, (Σχ. 1327) 
᾿ ΑΡ. ΜΡ 
πες ρα. 
Εἶναι δηλ. τὰ τρίγωνα ΑΡΜ, ΑῬΜ ὅμοια καὶ ἑπομένως : 
΄΄ς- ας 
ΜΑ’ῬΈΞΑΜΡ, 
΄. μος ΘΝΝ 
ΜΑῬ - ΜΑΡ -Ξ- 909, 
ΖᾺὰ “΄᾿ 
Α΄ Α -Ἡ 1800 .-.- ΜΑΑ΄ --τ 900, 


᾿ς ΄,} 
ἐξ ἧς ΜΑΔΛ΄ -- ΜΑ΄Α -- 90υ, 


Σημείωσις. ᾿Ηδυνήθηιιεν νὰ γενικεύσωμεν τὸ ἀνωτέρω θεώρημα 
(8 2131 α) καὶ ἤχθημεν οὕτω εἰς μίαν στοιχειώδη ἀπόδειξιν τοῦ 
θεωρήματος τῶν  ιγία ποι καὶ Ἰοποο]οί, διὰ τρίγωνον ἐγγεγραμ- 
μένον εἰς ἰσοσκελῆ ὑπερβολήν. (Βλ. ἐπμ., 88 2183 α καὶ β). 
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Θεώρημα 901--] 


, 2191 α. Εἰς τὴν ἰσοσχελῆ ὑπερβολήν, ἣ τυχοῦσα διάμετρος σχημα- 
τίξει, μετὰ τῶν ἐκ τῶν ἄκρων τῆς χορδῶν εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον Δ τῆς 
καμπύλης, γωνίας μὲ διαφορὰν σταϑερὰν. καὶ ἴσην πρὸς τὸ διπλάσιον 
τῆς γωνίας α, ἣν σχηματίζουν ἧ διάμετρος αὕτη καὶ. ἦ ἀσύμπτωτος 
ἥτις εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας Δ. 

Φέρομεν τὰς ΔΕ καὶ ΒΛ παραλλήλους πρὸς τὰς ἀσυμπτώτους 

-ΟΔΛ καὶ ΟΕ. ᾿Επειδὴ τὰ ση- 

μεῖα Β, Δ ἀνήκουν εἰς τὴν 
ὑπερβολήν, θὰ εἶναι 

ΔΕ.ΟΕ -- ΔῈ ΛΞ ΒΛ. 

ΕΔ ΔΒ 
ΙΕ ΓΛΙ 
ἐξ ἧς ἀναλογίας ἕπεται καὶ ἡ 
ΕΔ--ΙὸἬ ΛΒ-Ι ΙΔ 
ΙΕ. τ ΔΙ 

: ΙΔ ΙΒ 

ἢ. ὙΠ ΕΊΞΕΙΛ ἢ 
Εἶναι ἑπομένως τὰ δύο ὀὁρ- 
Σχ. 1325. θογώνια τρίγωνα ΙΔΕ καὶ ΒΔ 
ὅμοια καὶ αἱ γωνίαι ε καὶ βὶ 
ἴσαι: ἀναλόγως ἀποδεικνύομεν ὅτι καὶ ε Ξ-ΎῪὙ, δηλ. ὄτι ἡ ἐκ τοῦ Δ 


παρόλληλος πρὸς τὴν ἀσύμπτωτον εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας 
ΒΔΓ. ᾿Επειδὴ δέ, ἂν ΔΗ κάθετος ἐπὶ τὴν ΓΒ, θὰ εἶναι (8 468): 


΄.“ 

καὶ ΕΔΗ -ξΞ α, 

ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς τῶν καθέτους, ἔπεται 
΄ν» “΄“ - 
Β-Γ-Ξ2α. 

Παρατήοησις. ᾿Εὰν α -Ξ 459 θὰ εἶναι ΔΒ -Ξ ΑΑ΄ καὶ 
΄“ ΄- 
Β--Γ τὸ 90» 


ὡς εἴδομεν προηγουμένως (8 2131). ’ 

2191β. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα δύναται νὰ διατυ- 
πωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 

Αἱ εὐϑεῖαι αἱ συνδέουσαι τυχὸν σημεῖον ἰσοπλεύρου ὑπεοβολῆς μετὰ τῶν 
ἄκρων διαμέτρου τεμνούσης αὐτὴν, εἶναι ἴσον χεχλιμέναι ποὸς τὴν μίαν ἢ 
τὴν ἄλλην ἀσύμπτωτον τῆς καμπύλης, (Α.. ἀ. α., τόμ. 11, 1811-12, σ. 126). 

Μεταξὺ τῶν λυτῶν τοῦ ζητήματος τούτου, συγκαταλέγονται 
καὶ οἱ ,Π|Πετ, Ἐποοπίτε, Δ δοΐεη καὶ Βοοραῖ καὶ τῶν ὁποίων 
τὰ ὀνόματα συχνὰ ἀπαντῶνται εἰς τὰς σελίδας τοῦ περιοδικοῦ 
αὐτοῦ. ; 
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Θεώρημα 901 --11 


2131 γ. ᾿Εὰν περιφέρεια ἔχῃ κέντρον σημεῖον ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς 
καὶ “διέρχεται διὰ τοῦ συμμετρικοῦ τούτου πρὸς τὸ κέντρον τῆς καμπύ- 
, λῆς, τέμνει τὴν ὑπερβολὴν εἰς τρία 
ἄλλα σημεῖα, ἅτινα εἶναι κορυφαὶ ἰσο- 
πλεύρονυ τριγώνου. (Δ΄. 4., 1892, σ. 31, 
τπῦ 1642, ,οπιαῖτε καὶ 1884, σ. 448, 
πϑ 1507). 


Κατὰ τὸ προηγούμενον θεώρημα 
(8 2131, β), αἱ χορδαὶ ΜΠ, ΛΗ εἶναι 
ἴσον κεκλιμέναι πρὸς τὴν ἀσύμπτω- 
τον, δηλ. αἱ ὀξεῖαι γωνίαι εἰς Δ καὶ 
Γ εἶναι ἴσαι μεταξύ των’ τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τὰς γωνίας εἰς Ε 
καὶ Ζ καὶ ἑπομένως αἱ γωνίαι ΔΛΡ 
καὶ ΡΜΠ (:3,)) θὰ εἶναι ἐπίσης ἴσαι, 


᾿Αλλ᾽ εἶναι 


΄ς ΄σν» 
ΔΛΡ -- 180" --- ΡΠ Σχ. 1528 δίς. 
΄- ὡς" 
καὶ ῬΜΠ-Ξ-2. ΙΠ' 


ἄρα ΡΙΠ -- 6095. Ὁμοίως ἀποδεικνύομεν ὅτι καὶ αἱ γωνίαι εἰς τὰ 
Ρ καὶ Π εἶναι ἐπίσης ἴσαι πρὸς 60" καὶ ἑπομένως ὅτι τὸ τρίγωνον 
ῬΠΙ εἶναι ἰσόπλευρον. 


Παρατήρησις. Θὰ ἠδυνάμεθα νὰ ἐλέγομεν ἐπίσης : Κατὰ τὸ ϑεώ- 
θημα τῶν Ιἰγίαπεποη καὶ ΤΠ οποοὶοί (ἕπμ. 8 2183 β), τὸ σημεῖον Μ 
εἶναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου ῬΠΙ καὶ τοῦτο ἰσόπλευρον, 
ἀφοῦ τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς αὐτὸ συμ- 
πίπτει πρὸς τὸ ὀρθόκεντρόν του. ᾿ 


2191 β. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα εἶναι τοῦ Βτοςεατγά. Τὸ 
ἀνήγγειλεν τὸ 1874 καὶ τὸ προέτεινε εἰς τὰ Ν. Α. τὸ 1884 (σ. 448, 
ζτμ, 1507, κατὰ τὸ Βαμοαίίοπαί Τιηι65) ἀπεδείχθη δὲ τὸ 1885, ο. 
382 ὑπὸ τῶν Μοτεῖ - Βίδλιις, Βαγίβίεπ κλπ. ᾿ 

᾿Επανεμφανίσοθη καὶ πάλιν τὸ 1892, ὑπὸ διατύπωσιν τοῦ 1,ε-͵ 
τπαῖγο (σ. 31", ζτμ. 7641). Εἰς τὸν ἴδιον τόμον, ὁ Βτοοςατγά δίδει τὴν. 
λύσιν, ὡς καὶ ἱστορικὸν σχετικὸν σημείωμα. Τὸ 1896, ὁ ΚΕ. Εοιποατί 
ἀποδεικνύει αὐτὸ ἀναλυτικῶς καὶ εἰς τὴν σ. 290 ὁ Μαππδείπηι δίδει 
τὴν ἀπόδειξιν ἣν ἀναδημοσιεύομεν ἀνωτέρω. 

Ἢ ἀπόδειξις, ἣν ἀναφέρομεν ἡμεῖς εἰς τὴν Παρατήρησιν (ἀνωτ,), 
εἶναι βραχυτάτη καὶ πολὺ εὐμνημόνευτος. 

2132.. Χρῆσις τῆς διευϑετούσης διὰ τὴν σπουδὴν τῶν κωνικῶν 
τομῶν. Διὰ τὴν στοιχειώδη σπουδὴν τῶν κωνικῶν τομῶν, οἱ ἄγγλοι 
συγγραφεῖς ὁρίζουν τὰς καμπύλας ταύτας διὰ τῶν ἰδιοτήτων 
τῆς διευθετούσης καὶ τῆς ἀντιστοίχου πρὸς ταύτην ἑστίας. 

Κωνικὴ τομὴ εἶναι ὁ τόπος τῶν σημδίων τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ 
δοθέντος σημείου καὶ δοθείσης εὐθείας ἔχουν λόγον σταϑερόν. 


181. Σημ. μετ. ᾿Αφοῦ τὰ τρίγωνα ΔΛΖ καὶ ΜΓῈ εἶναι ὅμοια. 
Τεωμετρία 71 
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Ἢ καιιπύλη εἶναι ξλλείφι:, ἐὰν ὁ λόγος οὗτος εἶναι μικρότερος 
τῆς μονάδος, παραβυλὴ ἐὰν ἰσοῦται πρὸς αὐτὴν καὶ ὑπεωρμολὴ ἐὰν 
εἶναι μεγαλύτερος τῆς μονάδος. 

Ἔκ τῆς διαφορᾶς ταύτης τῶν ἀρχικῶν ὁρισμῶν τῶν καμπύλων 
τούτων ἀπὸ τῆς κλασσικῆς, ἣν ἀκολουθοῦμεν ἠμεῖς. ἐπέρχεται 
σημαντικὴ ἀπόκλισις εἰς τὴν σειρὰν τῆς ἐκθέσεως τῶν ἰδιοτήτων 
τῶν ἐν λόγῳ καμπύλων: διὰ τὴν σύγκρισιν καὶ τὴν ἐκ ταύτης ὠφέ- 
λειαν βλέπε: ᾿ 

“οιυπαὶ ἰος Μαιι. ἐϊῤηνοπίαἰήος 1890, σειρὰν ἄρθρων τοῦ ΔΙοτο].--- 
Λ Ίγοαι δος οκ (ἀσονιοι ἴσαι σοπὶθς ὑπὸ σοοσκπίοις καὶ ον (1891), 
ὡς καὶ τὸ τόσον ἀξιόλογον ἔργον τῶν ΜΙΐΠππς καὶ ανῖπ : ἐἰδοληο- 
(γἱοαὶ σοπῖος. 


Παραβολὴ --- Θεωρήματα 


Θεώρημα 902 


2133. Λὶ ἐκ σημείου " ἀγόμεναι ἐφαπτύμεναι παραβολῆς σχηματίζουν 
ἴσας γωνίας πρὸς τὴν συνδέουσαν τὸ σημεῖον τοῦ το μετὰ τῆ-: ἑατίας εὐθεῖαν 
᾿ καὶ μετὰ τὴς ἐχ τοῦ ἰδίον 
σημείου παραλλήλου πρὸ-: 
τὸν ἄξονα τῆς χαμπύλης. 
: ᾿ σ΄ Εἶναι δὲ ἢ τρώτη εὖ- 
: τ Ξ πος ϑιρῖνσς ϑεῖα διχοτύμος τὴς γωνίας 
ὴ 2.22 τῶν ἑστιακῶν ἀχτίνων εἰς 
Σ “ “7 τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. 
2 ἴστωσαν ΡΜ, ΡΝ αἱ᾽ 
ἐφαπτόμεναι καὶ ΡΗ͂ Ἵ 
ἢ; :- -.-. -- παράλληλος πρὸς τὸν 
ἩΕΤῸΣ σσσας ἄξονα. 
᾿ ἤδουος ΝῊ 1) Θὰ δείξωμεν πρῶ- 
τον ὅτι γων. ΖΡΝ ἩΡΜ. 
"Ἔστωσαν Ε καὶ Θ 
τὰ συμμετρικὰ σηιιεῖα 
τῆς ἑστίας πρὸς τὰς ἐφα- 
πτομέναξζ, [ὰ ,σημεῖα 
ταῦτα ἀνήκουν εἰς τὴν 
δ. διευθετοῦσαν τῆς παρα- 
ΣΧ. 2102. βολῆς (ᾧ., π΄ 695), αἱ δὲ 
προβολαὶ Ι καὶ Κ' τῆς 
ἑστίας ἐπὶ τῶν ἐφαπτομένων εἶναι σημεῖα τῆς ἐφαπτομένης εἰς 
τὴν κορυφὴν τῆς καμπύλης (6... π' 697). ᾿ 
᾿ΕἘπειδὴ ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΡΖ διέρχεται διὰ τῶν ση- 
ὑετῶν Ι καὶ Κὶ, ἐκ τοῦ ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΖΙΡΙ θὰ 
χωμεν 


-'" “ὡς νυ 
ΚΡΖ -- ΚΙΣ καὶ ΚΙ͂Σ -- ΗΡΜ 
ἀφοῦ αἱ δύο τελευταῖαι γωνίαι ἔχουν τὰς πλευράς τῶν καθέτους" 


᾿Επομένως . 
: ΚΡΖ ΖΡΝ ΗΡΜ. 
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2) Θὰ δείξωμεν ὅτι γων. ΡΖΜ-ΞΕ᾿ἑ᾿ ΖΝ. 
᾽᾿Επειδὴ 
“Ὁ ΄Ζ μον “).Ἅ 
ΡΖΜΈΡΕΜ, ΡΖΝ Ξ-᾿ ΡΟΝ, 


ὧς ἐκ τῆς συμμετρίας, καὶ , 


΄ὰ ΄Ὁς ΡΝ τ 
ΡῈΜ -ΞἩ 9809 -Ἐ ΡΕΘ -Ξ 905 -Ε ΡΘΕ -ΞἑὡῥὀὉ ΘΝ, 
-Ὁς“5“7 ΄“-“ 
ἀφοῦ ΡΕΘ-ΞΡΘΕ ἐκ τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
ἘΕΡΘ (ΡΕΞ--ΡΖ-ΞΡΘ). 
΄“ἷἧἮ -εἼ 
ἕπεται ΡΖΜ-Ξ-ΡΖΝ. 
Θεώρημα 902-- 
2199 α. δ εἴ ἀπόστασις τῆς ἑστίας. παραβολῆς ἀπὸ τῆς κορυφῆς περι- 


γεγραμμένης εἰς αὐτὴν γωνίας εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν. ἑστιαχῶν ἀκτί- 
νων εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς. 


Κατὰ τὸ προηγούμενον θεώρημα, θὰ ἔχωμεν: 


χσΖλ΄ς ΄“- ΄΄ς- ΄σς 
ΝΡΖ ΞΞ-ΗΡΜ ΞΞΕΜὄὈ}Ὀ (ΖΜ παραλ. τῆς ΡΗ) -ΕῚ ΜΖ 


ἀρ ς, Ἀπ νι 
καὶ ὁμοίως ΡΝΖΞΜΡΖ. 
Εἶναι δηλ. τὰ τρίγωνα ΝΡΖ καὶ ΜΡΖ ὅμοια καὶ ἑπομένως 
ΖΜ Ζ2ὦὃ"Ὀ 


ΞΡ. -- 2 ἢ 2Ρ᾽ --ΖΜ. ΖΝ. 


2185β. Πόρισμα. ἫἋ ἀπόστασις τῆς ἑστίας παραβολὴ ἧς ἀπὸ ἐφαπτο- 
μένης αὐτῆς εἶναι μέση ἀνάλογος τῆς ἑστιακῆς ἀποστάσεως τοῦ σημείου 
ἐπαφῆς χαὶ τῆς ἡμιπαῤαμέτρου τῆς παραβολῆς, (ΞΞ ἑστιακῆς ἀποστάσεώ: 
τῆς κορυφῆς τῆς παραβολῆς). 


"Αρκεῖ νὰ ἀντικατασταθῇ ἡ μία τῶν ἐφαπτομένων τῆς προη- 
γουμένης προτάσεως διὰ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυφὴν τῆς 
καμπύλης. 

Θεώρημα 908 


2184. Αἱ ἐφαπτόμεναι παραβολῆς, αἱ ἐκ σημείου Ῥ τῆς διευϑετού- ᾿ 
σης αὐτῆς ἀγόμεναι, εἶναι κάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας. Ἢ δὲ χορδὴ ἐπαφῶν 
διέρχεται διὰ τῆς ἑστίᾳς καὶ εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν συνδέουσαν τὸ ση- 
μεῖον 1 μετὰ τῆς: ἑστίας εὐϑεῖαν. 


Διὰ τὴν ἀγωγὴν τῶν ἐκ τοῦ Ρ ἐφαπτομένων, γράφομεν περι- 
φέρειαν μὲ κέντρον Ρ καὶ ᾿ἀκτῖνα ΡΕ. Αἱ κάθετοι ΙΜ, ΘᾺ ὁρίζουν 
τὰ σημεῖα ἐπαφῆς (0., π΄ 703). 

ΑΙ γωνίαι ΡΕΜ, ῬΙΜ εἶναι «ὀρθαί, ὡς καὶ ἡ. γων. ΡΕΝ- αἱ 
εὐθεῖαι, ἑπομένως, ΕΜ, ΕΝ κεῖνται εἰς τὴν προέκτασιν ἡ μία 
τῆς ἄλλης. Διέρχεται δηλ. ἡ χορδὴ ἐπαφῶν ΜΝ διὰ τῆς ἐστίας 
καὶ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΡΕ. -ἣ 


ὡ- 
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Τὴν ἀνωτέρω πρότασιν προριζόμεθα καὶ ἐκ τοῦ δευτέρου μέροις 
τῆς προηγουμένης ἀσκήσεως 
᾿Ἐπειδὴ αἱ ἐφαπτόμεναι, οὔ- 
σαι κάθετοι ἐπὶ τὰς εὐθείας 

Ὁ ΕΙ “καὶ ΕΘ, κατ᾽ ἀνάγκην θὰ 
τέμνωνται κατ᾽ ὀρθὴν γωνίαν, 
ἀφοῦ ἡ γωνία [ξΘ εἶναι ὀρθή, 
"΄ς ἐγγεγραμμένη εἰς ἡμιπερι- 
φέρειαν. 

Παρατηφρησις. Ἔκ τῶν προη- 
γουμένων ἕπεται ὅτι ἡ διευθε- 
τοῦσα παραβολῆς εἶναι ὁ τό- 
πος τῶν σημείων τομῆς τῶν 
καθέτων ἐφαπτομένων τῆς 
καμπύλης ἤ, ὅπερ τὸ αὐτό,: 
τόπος τῶν κοινῶν σημείων τῶν 
ἐφαπτομένων, δι᾽ ἂς ἡ χορδὴ 
τῶν ἐπαφῶν διέρχεται διὰ τῆς 
ἑστίας. 


Θεώρημα 904 


Στ. 1330. 3185. Τὺ ἄϑροισμα τῶν ἀν- 
τιστρύφων τῶν: τμημάτων ἔστια- 
χκῆς χορδῆς παραβολῆς εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 
"Ἔστω ΜΕΝ ἡ χορδή᾽ ϑὰ δείξωμεν ὅτι τὸ ἄθροισμα 
ιΔΌΊΕΜΕΕΝ ΜΝ 
ἘΜ ΓΕεΝν ἢ ἘΜΊΕΝ ΕΜΤΕ 
εἶναι σταθερόν. 
Φέρομεν τὰς ἐφαπτομένας ΘΜ, ΘΝ. Κατὰ τὰ προηγούμενα 
(8 2134, ΠΠ]αρατήρησις), τὸ σημεῖον Θ εὐὑρίσκε- 
ται ἐπὶ τῆς διευθετούσης καὶ ἡ γωνία ΝΘΜ 
"“»“χ“ εἶναι ὀρθή, ἡ δὲ ΕΘ εἶναι κάθετος ἐπὶ τὴν 
τ 2} ΜΝ. 'Επομένως: 


᾿ 
νην, 
λ ὑὸν 7 ΕΜ.ΕΝ. -ΕΘ9 
οἷ. Ἷ ; καὶ διὰ τὴν ἀπόδειξιν τῆς προτάσεως ἀρκ-ἱ 
Δ ΠΗ νὰ δειχθῇ ὅτι ὁ λόγος δὲν εἶναι σταθερός. 
εἰν πετοῦν ἷ εὐ Γνωρίζομεν ὅτι 
᾿ Ἂς ΒΘ ΘΕ--ΘΓ ἢΒΓ :2.9ΘΕ ΜΡ, 
ΓΝ ᾿ , ὅπου ΜΡ κάθετος ἐπὶ τὴν ΓΝ. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, 
Σχ. 1. τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΔΕΘ καὶ ΝΜΡ εἶναι 
ὅμοια, ὡς ἔχοντα τὰς πλευράς των καθέτους" 
ἐπομένως 
ΜΝ ΜΡ . ΘΕ. 
ΘΕ ἘΔ ΕΔ΄ 
καὶ 


ΜΝ 2 Ξ 
ΘΕ: ἜΚ’ ποσότης σταθερά. 
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, 2 2, 1 1 2: τῷ 
2136. Πασοατήρησις. ἘΠ᾿ Ἐπ᾿ Επομένως: ἜΜ -Ἔ ἜΝ ΞΙΣ ἤ: 


᾿ Τὸ ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν δύο τμημάτων ἑστιακῆς 
χορδῆς παραβολῆς εἶναι ἴσον πρὸς τὸ διπλάσιον τοῦ ἀντιστρόφου 
τῆς παραμέτρου αὐτῆς. 


Θεώρημα 908 


2187. Ἐὰν εἰς τὴν ἑστίαν παραβολῆς ὑψώσωμεν κάϑετον ἐπὶ τὸν 
ἀξονα καὶ λάβωμεν ἐπ᾽ αὐτῆς δύο τμήματα ΕΜ, ΕΝ 
ἴσα καὶ ἑκατέρωθεν τῆς ἑστίας κείμενα, τὰ σημεῖα 
Μ,Ν καὶ αἱ προβολαὶ αὐτῶν Γ, Δ ἐπὶ τυχούσης 
ἐφαπτομένης τῆς καμπύλης εἶναι κορυφάὶ τσαπεζίου ᾿ 
σταϑεροῦ ἐμβαδοῦ. (Ν. 4., 1845, σ. 363). 

᾿Επειδὴ (8 1566) 

(ΜΓΔΝ) :-- ΜΝ.ΒΡ -- σταθερόν, 
ἀφοῦ τὸ μέσον Β τῆς πλευρᾶς ΔΓ εὑρίσκεται 
ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυφὴν (8 2134). 
Πρόβλημα 906--1 

2198. ΕἘῤΠς τὴν ἑστίαν Ε ἐλλείψεως ὑψοῦμεν κά- 

ϑετον ἐπὶ τὸν μέγαν αὐτῆς ἄξονα καὶ ἐπὶ ταύτης 
“λαμβάνομεν δύο τμήματα ἘΜ, ΕΝ ἴσα καὶ ἑκατέ- 
ρωϑεν τῆς ἑστίας κείμενα... Ζητεῖται ὅπως ἀχϑῇ ἐφαπτομένη τῆς ἐλλεί- 


ψεως τοιαύτη, ὥστε τὸ τραπέζιον τῶν Μ, Ν καὶ τῶν προβολῶν Γ, Δ 
αὐτῶν ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ταύτην νὰ ἔχῃ ἐμβαδὸν δοϑὲν Κ᾽. 


Ἢ προβολὴ τῆς ἑστίας ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην, δηλ. τὸ μέσον Β 
τοῦ τμήματος ΓΔ, κεῖται ἐπὶ τοῦ πρωτεύοντος κύκλου. Διὰ τὴν 
κατασκευὴν ἑπομένως τοῦ σημείου τούτου καὶ τὴν λύσιν τοῦ προ- 
βλήματος, εὑρίσκομεν τὴν τομὴν Β τῆς περιφερείας ταύτης. καὶ 
παραλλήλου πρὸς τὴν ΜΝ, εἰς ἀπόστασιν ἀπ᾿ αὐτῆς ἀγομένην 
ἴσην πρὸς 

μ32 
ΜΝ 


Σημείωσις. Αἱ τόσον στοιχειώδεις λύσεις τῶν 
ζητημάτων τῶν 88 2137 καὶ 2138 ὑπεδείχθησαν 
ὑπὸ τοῦ Τογαιειη. (Δ΄. 4., 1845, σ. 365). 


Θεώρημα 906 


ΒΡ -- 


2189. Πᾶσα ἑστιακὴ χορδὴ παραβολῆς εἶναι τε- 
τραπλασία τῆς ἑστιακῆς ἀκεῖνος εἰς τὸ σημεῖον ἐπα- 
φῆς τῆς πρὸς τὴν χορδὴν ταύτην παραλλήλου ἐφα- 
πιομένης τῆς καμπύλης. (λ΄. Α4., 1877, σ. 335 καὶ 
1878, σ. 91). 

Φέρομεν τὰς καθέτους ΑΓ, ΒΙ, ΜΡ ἐπὶ τὴν 
διευθετοῦσαν τῆς παραβολῆς" ἡ ΜΡ, προεκτεινο- 
μένη, διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Θ τῆς ΑΒ (6., πϑ 
706, 2). ἽΔρα ᾿ 

; 2. ΘΡΞΞΑΓ ἘΒ[ΞΞ: ΑΕ ΕΒ -- ΑΒ. 
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Ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον ΕΜΤ εἶναι ἰσοσκελὲς --- ἀφοῦ ΕΜτ Ξε 
ΘΜνχ - ΕΤΜ -- θὰ εἶναι 
ΕΜ-ΕΤ--ΘΜ- ΜΡ, ΡΘΞ-ΞΏΖ2.ΕΜ, 
καὶ ἑπομένως 2ΘΡ ἢ 4ΔΕΜΞΕ ΑΒ. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα εἶναι τοῦ ϑοπάεϊ, καθηγητοῦ εἰς Απηεδν" 
τὸ ὄνομα αὐτοῦ ἀνεφέρετο συχνὰ εἰς τὰ Ν', 4., τῶν ἐτῶν 1875.1880, 


Θεώρημα 907 


2140: Τὸ μεταξὺ δύο σταϑερῶν ἐφαπτομένων παραβολῆς τμῆμα με- 

ταβλητῆς ἐφαπτομένης αὐτῆς, 
φαίνεται ἐκ τῆς ἑστίας ὑπὸ στα. 
ϑερὰν γωνίαν. (Τ αϊίέ ἃ. γγ. 
Ρ᾽»0). ἀθ8 [ἴσυνο8 τοῦ Ῥοηςεῖει, 
τόμ. [, πὸ 466, 467. Κατὰ τὸν 
Ροποεῖϊεί, τὸ θεώρημα τοῦτο, ὡς 
καὶ τὸ ἑπόμενον (8 2141), ἀνή- 
κοὺυν εἰς τὸν ,διπρετῖ). 


Ἢ ἀπόδειξις εἴναι ἀνάλο-. 
γος ἐκείνης διὰ τὴν ἔλλειψιν, 

Προβάλλομεν τὴν ἐστίαν 
ἐπὶ τὰς τρεῖς ἐφαπτομένας 
κατὰ τὰ σημεῖα Μ, Θ, Ν, κεί- 
μενα ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης εἰς 
τὴν κορυφὴν (8 2134). 

Ἐπειδὴ τὸ τετράπλευρον 
ΕΘΔΝ εἶναι ἐγγράψιμον. θὰ 
ἔχωμεν 

γων. ΒΘΜ --ΝΘΔ .-. ΝΕΔ 
καὶ ἐκ τοῦ ὁμοίως ἐγγραψίμου ΘΕΜΒ, 


γῶν. ΒΘΜ -- ΒΕΜ. 


γων. ΒΕΔ 5 ΜΕΝ. 


Εἶναι δηλ, ἡ γωνία καθ᾽ ἣν φαίνεται τὸ τμῆμα ΒΔ ἐκ τῆς 
ἐστίας ἴση πρὸς τὸ παραπλήρωμα τῆς γωνία: τῶν δίο σταϑεοῶν ἐγα- 
πτομένων, 


'Ἑπομένως : 


Θεώρημα τοῦ  απιρεγί 907 -- 


,. 3141. Ἢ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνων ΒΓΔ (σχ. 1334) 
διέρχεται διὰ τῆς ἑστίας.᾿ 


᾿Επειδὴ αἱ εἰς τὰ Ε΄ καὶ Γ᾽ γωνίαι εἶναι παραπληρωματικαί. 
(Βθλ. ἐπίσης ἕπμ. 8 2166). εὐ 

Τὸ ὀοϑόχεντοον τοιγώνουι (ΒΓ Δ) περιγεγοιμμένου εἰς παραβολὴν εἶτοί- 
απεται ἐπὶ τῆς διευϑετούση: αὐτῆς. (ϑιῖεῖπετ), (33). 


, 183. ΣΉ μι μα 8 τι Ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Ε εἶναι τὸ τημεῖον τοῦ Θιζπον 
(ἢ ΛΠ. 161) τοῦ πλήρους τετραπλεύρου πῶν πευσάρων εὐπειῶν ΓΒ. [Δ 
ΠΑ. ΜΝ χαὶ κατὰ τῶν ἢ 113 ᾧ, Σημείωσις: 

3) Οἱ πόδες τῶν ἐκ τοῦ Ῥ (Ξε Ε ἐνταῦ ϑα)ὴ καϑέτων ἐπὶ τὰ: τέσσαρα; εἰ- 
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2142. Σημείωσις. Ἔκ τῶν θεωρημάτων τούτων δυνάμεθα νὰ 
συναγάγωμεν πλῆθος πορισμάτων. (Βλ. Ροποεὶϊεί, Τταὶιἐ κλπ., τομ. 
Ι, πϑ 465 καὶ ἑπόμ. 4ρρίϊεοαϊϊοηϑ ἀ᾿Απαῖνψδε εἰ ἀ6 αδονιόϊ»ίο," τόμ. Ι, 
σ. 46] καὶ ἐπμ.). 


Θεώρημα 908 


2148. Διὰ τὴν σχεδίασιν τοῦ ζυγοῦ μιᾶς ἀτμομηχανῆς, γνωστῶν ὄν: 
τῶν τοῦ ἡμίσεος μήκους ΑΡ 
καὶ τοῦ ἡμίσεος πλάτους 
ῬΜΞΞΡΝ, διαιροῦμεν τὰ μήκη 
ΑΡ καὶ ΜΡ εἷς τμήματα ἴσα 
καὶ τοῦ αὐτοῦ. πλήϑους. Διὰ 
τῶν σημείων διαιρέσεως τοῦ 
μήχους ΜΡ φέρομεν παραλ- 
λήλους πρὸς τὸν ἄξονα ΑΡ 

αἱ ἑνοῦμεν τὸ σημεῖον Ν μὲ 
ὰ σημεῖα διαιρέσεως Γ', Δ... 
οὔ ἄξονος. 

Δείξατε ὅτι αἱ τομαὶ τῶν 
ἀχϑεισῶν παραλλήλων καὶ τῶν 
ἀντιστοίχων πρὸς αὐτὰς εὐὖ- 
ϑειῶν ΝΙ᾿, ΝΔ... εἶναι ση- 
μεῖα παραβολικοῦ τόξου ΑΒΜ. 


Διὰ τὸ σημεῖον Β, ἐπὶ 


παραδείγματι, θὰ ἔχωμεν ἐν ἐκ δὲ τῶν ὁμοίων τριγώ- 
νων ΒΓΔ, ΡΔΝ λαμβάνομεν: 
ΓΔ ΒΓ 3 3. ζει; 6 


᾿Αχλ᾽ εἶναι: 


Ψψήω 


3 15 6 9 
ΑΓΞΕΑΡ ΓΔΕ ἊΡ -- σς ΑΡ πο ἊΡ 


καὶ ὡς εἴδομεν 


'Ἑπομένως : 
ΒΓΞ 9 ΑΓ ΜΡ" 


ϑείας κεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας Ἐ, ἥτις εἶναι προφανῶς ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὴν 
πορυφὴν τῆς παραβολῆς. 

4 καὶ ὕ) Τὰ ὀρϑόκεντρα τῶν τεσσάρων τριγώνων κεῖνται ἐπ᾿ εὐϑείας 
Ἑ΄ παραλλήλου πρὸς τὴν Ἐ΄ διέρχεται δὲ ἡ Ἡ διὰ τοῦ μέσου τῆς καϑέτου 
ἀποστάσεως τοῦ Ρ (ΞΞ Ε) ἀπὸ τῆς Ἑ. 

Εῖναι ἑπομένως ἡ Η΄ ἡ διδυθετοῦσα τῆς παραβολῆς, 

τὰ θεωρήματα 8), 4) καὶ 8) ἀποδε:. χνύομεν πολὺ εὐχόλως θεωροῦντες 
τὴν εὐθεῖαν Ἡ ὡς τὴν εὐθεῖαν δίηιϑοη τοῦ Ε ἂν σχέσει πρὸς τὸ ὀγγε- 
γραμμένον τρίγωνον ΒΓΔ. 
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καὶ τὸ σημεῖον Β δύναται νὰ θεωρηθῇ ἀνῆκον εἰς παραβολὴν τῆς 
ὁποίας ἡ ἐξίσωσις πρὸς τοὺς ἄξονας ΑΧ, ΑΥ̓͂, συμπίπτοντας πρὸς 
τὰς διευθύνσεις ΑΡ, Αἱ, εἶναι τ" Ξε εχ. 


2144. Χρησιμοποιεῖται ἐπίσης καὶ ὁ ἀκόλουθος τρόπος χα- 


ράξεως: 
Συνδέομεν δι᾽ εὐθειῶν 
ε σή τὸ σημεῖον Α μετὰ τῶν ση- 


ξ΄ , ᾿ 3Δ 
ππτ ρ-τ-ι ΖΞΞΣΖ Ξ ΞΩΞ “Ἴ μείων 1,2... (Σχ. 1336): 
Σ :Ξ-ΞΞ-»-Ξ-: 5 “3335. τὰ σημεῖα, καθ᾽ ἃ αἱ εὐ- 
Ζ: "Ν θεῖαί αὗται τέμνουν τὰς ἐκ 
τῶν ἀντιστοίχων σημείων 
διαιρέσεως ἐπὶ τῆς ΑΕ ἀγο- 
“3 Ξ μένας παραλλήλους πρὸς 
----τ ῳ τὸν ἄξονα, ἀνήκουν εἰς πα- 
: ραβολήν. 
Σχ. 1806, ᾿Επειδὴ θὰ ἔχωμεν πάλιν: 
ΒΓ 3 ΒΓ: 09 
: ΜΡ δ᾽’ ΜΡΡ 25 
καὶ ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΒΓ, ΑΔΕ 


3 


Ἐπειδὴ ΕΔ-Ξ - 


Γράφουν δηλ. πάλιν τὰ σημεῖα Β παραβολήν. 
Θεώρημα 909 


214δ. Δείξαιε οι΄ ἀπ᾿ 
εὐθείας μεϑόδου, ὅτι τὸ 
καμπυλόγραμμον τρίγωνον 
ΜΒΝΔΜ, τὸ οχηματιζόμε- 
νὸν ὑπὸ παραβολικοῦ τύ- 
ξἕου καὶ τῶν εἰς τὰ ἄχρα 
του ἐφαπτομένων, εἶναι τὸ 
τρίτον τοῦ παρᾳλληλο- 
γράμμου τοῦ κατασκευα- 
τομένου ἐπὶ τῆς χορδῆς 
τῶν ἐπαφῶν ΜΝ καὶ τοῦ 
τμήματος ΒΕ τῆς συνῖυ- 
τοῦς πρὸς τὴν χορδὴν ταύ- 
τὴν διαμέτρον᾽ καὶ ὅτι τὸ 
παραβολικὸν τμῆμα ΜΒΝ 
εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὰ 
δύο τρίτα τοῦ παραλληλο- 
ι γράμμου αὐτοῦ. : 

Ως γνωστόν, ΜΕ -- ΕΝ, ΒΕ -- ΒΔ καὶ τὸ τρίγωνον ΜΔΝ εἶναι 
ἰσοδύναμον πρὸς τὸ παραλληλόγραμμον ΜΓΘΝ. ' 


Σε. 1... 
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Τὸ παραβολικὸν τμῆμα ΜΒΝ εἶναι ἡ διαφορὰ ἀπὸ τοῦ τριγώ- 
ου ΜΔΝ τῆς ἐπιφανείας τῆς περιεχομένης μεταξὺ τῶν ἐφαπτο- 
μένων ΔΜ, ΔΝ καὶ τῆς καμπύλης. 

Φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην ΑΒΖ, παράλληλον τῆς χορδῆς ΜΝ’ 


θὰ ἔχωμεν ΑΖ - Ἀπ καὶ τὸ τρίγωνον ΑΔΖ εἶναι τὸ τέταρτον 


τοῦ ΜΔΝ ἢ τὸ τέταρτον τοῦ παραλληλογράμμου. 
ΦΈΡΘΕΕΥ, ὁμοίως, τὰς ἐφαπτομένας |1΄, ΣΡ παραλλήλους πρὸς 
τὰς χορδὰς ΝΒ, ΒΜ. Θὰ ἔχωμεν ᾿ 


(ΖΙ") -- - (ΒΖΝ) -- ἘΣ (Δ8Β2Ζ), (ΑΡΣ)-- τι (ΑΒΔ) 


καὶ ἑπομένως . 
᾿ ΑΔΖ 
-ς-᾿ 


ΑΙ ἐφαπτόμεναι, αἱ παράλληλοι πρὸς τὰς χορδὰς ΝΚ, ΚΒ, δί- 
ὅδουν δύο τρίγωνα τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
τέταρτον τοῦ ΙΖΙ΄. ἧς «το ᾿ 

Αἱ δὲ ἐφαπτόμεναι, αἱ παράλληλοι πρὸς τὰς χορδὰς ΒΛ, ΛΜ, 
δίδουν δύο ἄλλα μὲ ἄθροισμα ἴσον πρὸς τὸ τέταρτον τοῦ ΑΡΣ. 
Ἶ Τὸ ἄθροισμα ἑπομένως τῶν τεσσάρων τούτων νέων τριγώνων 
εἶναι 


8.) Ξε (12) ΑΡΣ) -- 


“ὥστε, ἂν Ρ εἶναι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ παραλληλογράμμου: 


΄ 


5ι-- (ΑΔ2)-- 
8, Ξ- (Ζι)--(αρσ)- -λῶ. ἢ 


ϑιΞΞῈΞ -πτ-ῃ κοοικ. 


᾿Εργαζόμενοι συνεχῶς καθ᾽ ὅμοιον τρόπον (δι᾽ ἀγωγῆς ἐφα- 
πτομένων παραλλήλων πρὸς τὰς ἐπὶ μέρους χορδὰς κλπ.), βλέπο- 
μὲν ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐπιφανείας, τῆς περιεχομένης μεταξὺ τῆς 
καμπύλης καὶ τῶν δύο ἐφαπτομένων ΔΜ, ΔΝ, εἶναι τὸ ἄθροισμα 
τῶν ἀπείρων ὅρων μιᾶς γεωμετρικῆς φθινούσης προόδου, μὲ πρῶ- 


τον ὄρον -- καὶ λόγον ᾿ «1. Ἑπομένως 


4 
Ρ 
ἼΞΞΕΡ 
ἰδ Ι π᾿ 
ΒΚ 
ἢ Παραβ. τμῆμα (ΜΒΝ) -- 2. .Ρ. 


Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις εἶναι κατ᾽ ἐφαρμογὴν τῆς 
μεθόδου τοῦ ᾿Αρχιμήδους δι᾽ ἐξαντλήσεως (8 1902). Ὁ ᾿Αρχιμήδης ἐθεώ- 
ρηῆσε ἐσωτερικὰ τρίγωνα, ἀντὶ ἐξωτερικῶν, διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ 
ἐμβαδοῦ τοῦ παραβολικοῦ χωρίου. 
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Ἣ μέθοδος αὕτη ὠνομάσθη δι᾽ ἐξανελήσεως, ἐκ τοῦ λόγου ὅτι 
ἐξαντλοῦμεν, κατά τινα τρόπον, τὸν μεταξὺ τῆς καμπύλης καὶ τῶν 
ἐφαπτοινἐνὼν ἐπίπεδον χῶρον. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ ΚΑΙ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΥΣΑΙ 


Τόστος 910 


2146. Ἔκ τῶν διαφόρων σημείων περιφερείας φέρομεν καϑέτους ἐπὰ 
τυχοῦσαν εὐθεῖαν τοῦ ἐπιπέδου της. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν κα- 
ϑέτων τούτων ; 


"Ἔστωσαν ΑΑ’ ἡ περιφέρεια καὶ χΥ' ἡ εὐθεῖα. ᾿Ἂν 2λ εἶνάι ἡ 
ἀπόστασις τοῦ κέντρου ἀπὸ τῆς εὐθείας καὶ Ν τυχὸν σημεῖον τῆς 
περιφερείας, θὰ ἔχωμεν 


Γαι νγο ἢ Ωλ- ΡΝ) ἘΝ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ἐὰν διαιρέσωμεν τὰς τεταγμένας ΡΝ εἰς δύο ἴσα 


Σχ. (235. 


μέρῃ, ὁ τόπος τῶν μέσων Μ εἶναι ἔλλειψις μὲ μέγαν ἄξονα 

ΑΑ΄ Ξε 2ρ καὶ μικρὸν ΒΒ' -Ξρ ('"). ᾿Επειδὴ δὲ μεταβαίνομεν ἐκ 
τῶν σημείων Μ ἢ Μ’ εἰς τὰ δηβεῖς τοῦ τόπου μ ἢ μ΄ δι᾽ ἀφαιρέ- 
σεως ἀπὸ. τῶν μηκῶν ΓΜ ἢ ΓΜ’ τοῦ σιάθερδι, κήκους λ, εἶναι 
Φανερὸν ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων μ, μ΄... εἶναι ἔλλειψις ἴση πρὸς 
τὴν προηγουμένην καὶ προκύπτουσα ἐξ αὐτῆς διὰ τῆς μεταφορᾶς. 
--- 


Α΄α΄ (Α΄ α΄ Ξ5 Δ). 
Τόστος 911 


2147. Τόποι τοῦ κέντρου τῶν ἐλλείψεων, 1) τῶν ἐφαπτομένων δύο 
εὐθειῶν εἰς δύο δοϑέντα αὐτῶν σημεῖα καὶ 3) τοῦ κέντρου καὶ τῆς 


188, Σημ. μετ. ᾿Επειδὴ ἡ καμπύλη ΑΒΜΑ΄ΜΒ(Α εἶναι προφανῶς 
προθολὴ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τῆς περιφερείας ἄλλης ἴσης πρὸς αὐτὴν καὶ 
διὰ τὴν ὁποίαν ἡ γωνία τοῦ ἐπιπέδου τῆς μετὰ τοῦ τῆς ἀρχ'κῆς εἶναι. 


ἰ-ςς Ἂ --- ΞΞ 609, 
ῳ τοξ. συν Σ 0 
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ἑτέρας ἑστίας τῶν ἐλλείψεων, τῶν ἐφαπτομένων δύο εὐθειῶν καὶ τῶν 


ὑποίων μία τῶν ἑστιῶν Β΄ εἶναι δοϑὲν σημεῖον. 


1) Κατὰ τὸ θεώρημα τῆς 8 208], ὁ τόπος τῶν κέντρων Ο τῶν 


Σχ, 1339. 


ἐλλείψεων ᾿εἶναι ἡ εὐθεῖα ΒΡ διὰ τοῦ μέσου Β τῆς κοινῆς χορδῆς 


ἐπαφῶν ΜΝ (Σχ. 1339). 


2) Ὃ τόπος τῆς ἑστίας Ε εἶναι εὐθεῖα ΡΒ σχηματίζουσα μετὰ 


τῆς. ΡΤ γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν ΕΡΤ΄ 
(ϑεώρημα τοῦ Ῥροηςοὶει). «Επομένως, ὁ τό- 
πος τοῦ κέντρου Ο εἶναι παράλληλος 
ΟΧχ πρὸς τὴν πρώτην εὐθεῖαν καὶ διερ- 
χομένη διὰ τοῦ μέσου τῆς ΕΕ΄ ἢ τοῦ 
μέσου τῆς ΕΡ. 


3147 α. ]Π]αρατήρησις. 'ΕΦ᾽ ὅσον ἡ ἑστία 
Ε ἀνέρχεται τὴν εὐθεῖαν (ε) ΞΞ ΒΡ ἐπὶ 
τοσοῦτον καὶ ἡ ἀντίστοιχος ἔλλειψις 
ἐπιμηκύνεται. Διὰ ΕΞΞΡ ἡ ἔλλειψις 
ἀπεπλατύνθη εἰς τὸν μέγαν ἄξονα αὐ- 
τῆς ΕΡ. 


Διὰ θέσεις τοῦ Ε πέραν τοῦ Ρ, ὡς 


λιχ. διὰ Ε-ΞΞΒ (Σχ. 1341), ἡ ἔλλειψις 
ἀποβαίνει ὑπερβολή. ἼἜἜστω Δ τὸ ση- 
μεῖον καθ᾽ ὃ ἡ εὐθεῖα Οχ (-ΞΞ00}} 
τέμνει τὴν κοινὴν ἐφαπτομένην ΡΤ΄ τῶν 
καμπύλων καὶ Γ τὸ σημεῖον καθ᾽ ὃ ἡ 
εὐθεῖα Ε΄Δ τέμνει τὴν εὐθεῖαν (ε) -- τό- 
πον τῶν ἑστιῶν Ε. 

᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον Δ εἶναι τὸ κέν- 
τρον τῆς ὑπερβολῆς μὲ ἑστίας τὸ Ε΄ 
καὶ Γ, κεῖται δὲ καὶ ἐπὶ τῆς ἐφαπτο- 
μένης αὐτῆς ΡΤ, ἕπεται ὅτι ἡ εὐθεῖα 


αὕτη εἶναι ἀσύμπτωτος τῆς ὑπερβολῆς ταύτης. μοίως, τὸ ση- 
μεῖον τοιιῆς τῆς ἑτέρας ἐφαπτομένης ΡΤ καὶ τῆς Οχ εἶναι τὸ κέν- 
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τρον ἐκείνης ἐκ τῶν θεωρουμένων ὑπερβολῶν, ἥτις ἔχει τὴν εὐ- 
θεῖαν ΡΤ ὡς ἀσύμπτωτον. ᾿ ᾿ 

Ἡ εὐθεῖα, τέλος, Ε΄ν, παράλληλος πρὸς ἀμφοτέρας τὰς ΟΧχ 
καὶ (ε) εὐθείας, τέμνει τὰς εὐθείας ταύτας εἰς τὸ κοινὸν ἐπ' ἅἄπει- 
ρον σημεῖον αὐτῶν. Ἢ ἀντίστοιχος καμπύλη ἑπομένως ἀποβαίνει 
παραβολή, ἀφοῦ τὸ κέντρον καὶ ἡ μία τῶν ἑστιῶν τῆς ἀπεμα- 
κρύνθησαν' εἰς ἄπειρον (6., πο 690). 


Τόπος 912 


2148. Τόπος τῶν σημείων τῶν ἴσον ἀπεχόντων δύο περιφερειῶν 
(ΒΕ. κ). (Ε΄, 9), ἢ μιᾶς περιφερείας καὶ μιᾶς εὐϑείας. - 


1) «00 περιφερειῶν. "Ἔστω σημεῖον Μ΄ τοιοῦτον, ὥστε Μ'Β--Μ8΄. 
Ἐπειδὴ ὶ ᾿ 
ΜΈ -- ΜΈ -ΞΒΕε -- ΒΈ΄ --κὶ -- ο, 
ὁ τόπος τῶν σημείων Μ΄ εἶναι ἡ ὑπερβολὴ μὲ ἑστίας Ε, Ε΄ καὶ 


Σχ. 1345, 


μέγαν ἄξονα 2α -ΞΕᾺὶ -- . Τὸ σημεῖον Α᾽, μέσον τῆς ΔΔ΄, εἶναι ἡ 
μία τῶν κορυφῶν τῆς καμπύλης, ἀφοῦ ΑΈ -- Α΄ -ΕΞὰ --ρ, καὶ 
ὁμοίως τὸ μέσον Α τῆς ΕἸΕν εἶναι ἡ ἑτέρα κορυφὴ αὐτῆς" ἐπειδὴ 
ΔΑΕ΄ --ΑἱἹὲ -Ξ-Ἠ ΑΕ΄'' -- ρ) -- (ΑΕ, -- ) Ξε καὶ --ρ. 
. Καὶ τὰ σημεῖα Μ, διὰ ΜΓ -Ξ: ΜΓ’, ἀνήκουν καὶ αὐτὰ εἰς τὴν 
' καμπύλην’ ἐπειδὴ 
ΜΕ΄ -- ΜΕ ΞΞ (ΜΓ΄ - ρ) - (ΜΓ -- Ε)Ξ καὶ --- Η. 


Ἧ ὑπερβολὴ αὕτη εἶναι ὁ τόπος (Τ) τῶν κέντρων τῶν περιφε- 
ρειῶν, τῶν ἐφαπτομένων ἐξωτερικῶς τῶν περιφερειῶν (Ε) καὶ (Ε΄) 
(ἀριστευὸς κλάδος Α΄),-ἢ τῶν ἐφαπτομένων ἐσωτερικῶς ἀμφοτέρων 
καὶ περιβαλουσῶν αὐτὰς (δεξιὸς κλάδος ΑἹ. 

Ὃ πλήρης τόπος (Τ)ὴ περιλαμβάνει καὶ μίαν δευτέραν ὑπερβο- 
λήν, τὸν τόπον τῶν κέντρων Ν᾿, Ν΄ τῶν περιφερειῶν, τῶν ἐφαπτο- 
μένων ἐξωτερικῶς τῆς μιᾶς τῶν περιφερειῶν (Ε), (Ε΄) καὶ ἐσωτερι- 
κῶς τῆς ἄλλης (περιβαλλουσῶν αὐτήν). Πράγματι, 


ΝΗ -- ΝΗ’, ἄρα ΕΝ -- ΝΕ -- (ΝΗ -ἘΡ) -ἰ (ΝΗ’ -- Ἀ)τε καὶ Ἐρ 
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καὶ ΝΊ--ΝΊ’, ἄρα ΕΝ΄ -- Ε΄Ν' -- (Ν Ί-Ὦ 8) -- (ΜΊ -- ρ):-Ξ αὶ Ἐρ. 


Τὰ σημεῖα Σ, Σ΄, μέσα τῶν Ε,Δ’ καὶ Ε,,Δ ἀντιστοίχως, εἶναι 
αἱ κορυφαὶ τῆς δευτέρας ταύτης (ἐστιγμένης) ὑπερβολῆς. ᾿Επειδὴ 


ΕΣ--ΕΣ --ἰΔ'Σ -Ἐρ)--(ΣΕ, -- ΞΕ Ἐρ 
καὶ ΕΣ΄ -- ΕἸΣ’ Ξ- (Σ΄ Δ- Ἀ) -- ΣΕ, -- ρ).---Κ -Έρ. () 


᾿Εὰν ἡ μία τῶν περιφερεϊῶν 
(Ε), (Ε΄) εἶναι ἐσωτερικὴ τῆς ἀλ- 
λης, ὁ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ δύο 
ἐλλείψεων. ᾿ 

2) Πεοιφερείας καὶ εὐϑείας, Διὰ 
περιφέρειαν (Ε. ρ) καὶ εὐθεῖαν 
χνν ὁ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ δύο 
παραβολῶν. 

"Ἔστω πράγματι ΔΛ παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν “κν καὶ εἰς ἀπό- 
στασιν ἀπ’ αὐτῆς ΟΔ --ρ. ᾿Επειδὴ 
ΜΙ ΞΞ- ΜΚ, θὰ εἶναι καὶ ΜΕ Ξ-ΞἡΜὶ ΜΑᾺ 
καὶ τὰ σημεῖα Μ θὰ γράφουν 
παραβολὴν μὲ ἑστίαν Ε, διευθε- 
τοῦσαν ΔΛ καὶ κορυφὴν τὸ μέ- 
σον Α τῆς ΔΕ. 

Ἢ δευτέρα παραβολὴ ἔχει 
ἑστίαν τὴν ἰδίαν καὶ διευθετοῦ- 
σαν τὴν συμμετρικὴν τῆς ΔΛ 
πρὸς τὴν κεν εὐθεῖαν ΘΡ (ἐστιγ- 
μένην). ᾿Επειδὴ διὰ τὰ σημεῖα, δι᾿ Σχ, 1343. 

ἃ ΝΗ Ξ  ΝΓ ἢ ὑΕτ ΠΡ --ὸἡ ΝΡ -Έρ, 
θὰ εἶναι καὶ ΝΕ -Ξ- ΝΡ. 

Ἢ κορυφὴ ταύτης εἶναι τὸ μέσον Α΄ τῆς ΕΘ. 

Ἡ διερεύνησις τῶν διαφόρων εἰδικῶν περιπτώσεων εἶναι ἐνδια- 
φέρουσα καὶ ἀπηλλαγμένη δυσκολιῶν. 


Τόσος 919 


2149. Τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν τῶν διερχομένων διὰ 
σταϑεροῦ σημείου καὶ ἐφαπτομένων δοϑείσνης, περιφερείας ἢ δοϑείσις 
εὐϑείας. , 


Εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ προηγουμένου προβλήματος᾽ μία 
τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν εἶναι περιωρισμένη εἰς τὸ κέντρον της. 
᾿Αναλόγως δὲ τῆς θέσεως τοῦ σημείου, ἐντὸς ἢ ἐκτὸς τῆς περιφε- 
ρείας, ὁ τόπος εἶναι ἔλλειψις ἢ ὑπερβολή. (Ὁ., πο" 615 καὶ 649). 


Τόστος 914 


2160. Διὰ τῶν σημείων, εἰς ἃ μεταβλητὴ ἐφαπτομένη παραβολῆς 
τέμνει δύο ἄλλας σταϑερὰς ἐφαπτομένας αὐτῆς, φέρομεν παραλλήλους 
πρὸς τὰς ἐφαπτομένας ταύτας. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν 
παραλλήλων τούτων ;. 
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Ὃ ζητούμενος τόπος εἶναι ἡ χορδὴ ΑΓ τῶν ἐπαφῶν. 
Πράγματι, ἔστω Η τυχὸν σημεῖον τῆς χορδῆς ταύτης καὶ 
ΗΔ, ἩΕ, παράλληλοι πρὸς τὰς δοθείσας ἐφαπτομένας. Θὰ ἔχω- 


Σχ. 4364. 


,, ψὼν ΓΕ ΓΕΑτ ΤῸ 
ΠῈΣ. ΓΗΣ 
ΕΒ πὰ 

καὶ ἐκ τῶν ἐπίσης ὁμοίων 


ΑΔΗ, ΑΒΓ καὶ τοῦ παραλ- 
ληλογράμμου ΒΔΗΕ. 


ΓΗ Δ8 

ΗΛ ΑΔ΄ 
'πομένως 

ΓΕ Δδβ 

ΕΒ ΔΑ 


καὶ ἡ εὐθεῖα ΕΔ θὰ εἶναι 
κατ᾿ ἀνάγκην ἐφαπτομένη 
τῆς παραβολῆς (Ο., πο5 710 
καὶ 712). 


Τόπος 916 


2161. Τόπος τῶν ἑστιῶν καὶ κορυφῶν τῶν παραβολῶν τῶν ἐχουσῶν 


Σ.. 1315. 


δοϑεῖσαν διευϑετοῦσαν καὶ διερχομένων 
διὰ σταϑεροῦ σημείου ἢ ἐφαπτομένων δο- 
ϑείσης εὐϑείας. 


1) ᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον Μ θὰ ἀπέχῃ 
ἴσον ἀπὸ τῆς ἑστίας Ζ καὶ τῆς διευθε- 
τούσης ΛΔ, ὁ τόπος τοῦ Ζ θὰ εἶναι ἡ 
περιφέρεια μὲ κέντρον Μ καὶ ἀκτῖνα 
τὴν ἀπόστασιν ΜΛ τοῦ Μ ἀπὸ τῆς 
διευθετούσης. 

᾿Ἂφ᾽ ἑτέρου ἡ κορυφὴ Α τῆς ἀντι- 
στοίχου παραβολῆς εἶναι τὸ μέσον τῆς 
ἑστιακῆς ἀποστάσεως ΖΔ ἀπὸ τῆς διευ- 
θετούσης. Ὃ τόπος ἑπομένως τοῦ οση- 
μείου Α εἶναι ἔλλειψις (8 2146), μὲ 
μέγαν ἄξονα αα΄ --2.ΛΜ καὶ μι- 
κρὸν ΜΛ. 


2) Ἔστωσαν ΤΡ ἢ σταθερὰ ἐφαπτο- 


ένη καὶ ΔΛ ἡ διευθετοῦσα (σχ. 1346). ᾿Εὰν Ζ ἡ ἑστία τῆς παρα- 
ξολῆς, τὸ συμμετρικὸν ταύτης σημεῖον Ν᾽ πρὸς τὴν ἐφαπτομένην 
ΤΡ κεῖται ἐπὶ τῆς διευθετούσης. 
'Επομένως γων. ΖΡΜ --Ξ-ΞἩ ΝΡΜ καὶ ὁ τόπος τοῦ σημείου Ζ εἶναι 
εὐθεῖα ΡΣ, συμμετρικὴ τῆς διευθετούσης πρὸς τὴν ἐφαπτομένην ΡΤ. 
3) Διὰ τὸν τόπον τῶν κορυφῶν Ο τῶν παραβολῶν τούτων, πα- 
ρατηροῦμεν ὅτι τὰ σημεῖα ταῦτα εἶναι μέσα τῶν καθέτων ἀπο- 
στάσεων ΖΔ, Ζ΄ Δ’ ἀπὸ τῆς διευθετούσης. Κεῖνται ἑπομένως ἐπὶ 
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εὐθείας ΡΟ, διερχομένης διὰ τοῦ Ρ' καὶ τοῦ τυχόντος Ο ἐξ 
«αὐτῶν. 


Σχ. 1316. 


Τόπος 916 


2162. Τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα ἢ ἡ διαφορὰ 
τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δοϑέντος σημείου καὶ ἀπὸ δοϑείσης εὐϑείας εἶναι 
δεδομένον μῆκος λ, 

(ΒΆ. Μέϑοδοι, 8. Τ6). 

Τόσος 917 


2168. Τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον τῶν ἀποστά- 
σεων ἀπὸ δύο καϑέτων ἐπ᾽ ἀλλήλας εὐϑειῶν εἶναι δοϑὲν Κ'. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 58 78). 
᾽Εὰν αἱ δοθεῖσαι εὐθεῖαι δὲν εἶναι ὀρθογώνιοι, ὁ τόπος εἶναι 
ὑπερβολὴ μὲ ἀσυμπτώτους τὰς εὐθείας ταύτας. 
Τόσος 918 


2154. ἙΕϊς τραπέζιον, ἣ μεγαλειτέρα βάσις εἶναι σταϑερά, ϑέσει καὶ 
μεγέϑει, ἣ μικροτέρα ὡρισμένου μήχους καὶ τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο ἄλ- 
λων πλευρῶν σταϑερόν. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ κοινοῦ σημείου Ο τῶν δια- 
γωνίων αὐτοῦ ; 

"Ἔστωσαν ΑΔεξα, ΒΓ -Ξβ, ΑΒ ἜΔΓ-ελ. 


Διὰ τοῦ σημείου Ο φέρομεν παραλλήλους πρὸς τὰς πλευράς" 


θὰ ἔχωμεν: 
ΑΕ ΞΕ0ΟΘ -, ΟΗΞ ΔΖ 
καὶ ΟΕ -Ξ ΑΘ, ΟΖ- ΔΗ. 
ἡ Η6---24β (8 1199) 


αἘἘβ 
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καὶ ΑΕ .δΖζ.-. 38. 

᾿ ἘΠῚ 
Εἶναι δηλ. σταθερὰ σημεῖα τὰ Ε καὶ Ζ διὰ πᾶσαν θέσινιτοῦ Ο. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου : 


ΘΑ «ἡ. Θ΄ α᾽ . Ν δ 
ἜΒ᾽ ἽΒ ἢ Ε΄ ΕΒ καὶ ΘΑ--- ΑΒ. αὉβ 
α ἐ 
ὶ ὁμοί ΔΗ -ΔΓ. .- 
καὶ ὁμοίως Ἤ 
Ἑπομένως: 
᾿αλ 
ΟΖΈΟΕ - (ΑΒ ΔΙ) τ ΤῈ σ169. 


Μ -- ες 45. ὍΝ 


ἐἐὴν ΗΝ ΟὈΎΌΊΌΕΙΝ» ΩΣ ὔξλδ, 
τς  ἾὟ 
.-΄-..Ἔ.- -..-.-.- ---Ἐ-ς-ἰ-- ἌΩ “- 
Σ Δ ΔΕ ἃ Ῥ 
ς-------........ὄ ν 
ὃ 
Σχ. 190. 


καὶ ὁ τόπος τοῦ σημείου Ο εἶναι ἔλλειψις, μὲ ἑστίας τὰ σημεῖα 
αλ 

ΞΡ 

Τόπος 918--1 


Ε,. 2 καὶ μέγαν ἄξονα ἴσον πρὸς 


2155. Τόπος τοῦ σημείου κ, τομῆς «τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν 
τοῦ προηγουμένου τραπεζίον, ὅταν τὸ ἀϑροισιια τῶν διαγωνίων αὐτοῦ 
εἶναι σταϑερὸν λ., Σχ. 1347). 


ΑΡ ΚΜ-ΚΝ--ΔΣ τς (8. 1199) 
καὶ τὰ σημεῖα Ρὶ καὶ Σ εἶναι τὰ σταθερὰ ἐνταῦθα σημεῖα. 
᾿Επίσης: 


ΑΜ ΚΜ α α, 
ἌΓ, ἜΓ ἃ. ΔΑ ΑΓ Ξ 
ὁμοίως ΔΝ πἼΣΕΚ.- ΒΔ. - 
α-β 
καὶ ἐπομένως: 
- α αλ 
ΚΡ -Ἡ ΚΣ)-ξ το- ΄ πισταθ. 
(ΚΡ Ὁ “πα 


κλπ. 


ΠῺἊαοατήρησις. Τὰ προηγούμενα δύο ζητήματα συνοψίζονται εἰς 
τὸ ἑπόμενον θεώρημα κατὰ ἁπλοῦν καὶ γενικὸν τρόπον: 
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Θεώρημα 918-- 1] 


2166, "Ἔστω ΑΔ σταϑερόν, ϑέσει καὶ μεγέϑει, εὐθύγραμμον τμῆμα 
καὶ ΒΓ ἄλλο, σταϑεροῦ μήκους, παράλληλον πρὸς τὸ πρῶτον καὶ τοιοῦ- 
τον ὥστε εἰς πᾶσαν ϑέσιν αὐτοῦ νὰ εἶναι 


ΑΒ -ἘΔΓ -ξΞλ, σταθερὸν μῆκος. 


Θεωροῦμεν τώρα τρίτον τμῆμα ΜΕΘ παράλληλον πρὸς τὰ δύο πρῶτα, 
σταϑεροῦ ἐπίσης μήκους καὶ ἀγόμενον διὰ τῶν σημείων Ε' καὶ Θ τῶν 
ΑΒ καὶ ΔΓ, διὰ τὰ ὁποῖά ἘΞ. 46. Ἑ, σταϑερὸς λόγος. Δεί- 
ξατε ὅτι τὸ σημεῖον Μ τοῦ τρίτου τούτου τμήματος γράφει ἔλλειψιν, 
τῆς ὁποίας τὸ χέντρον Ο καὶ αἱ ἑστίαι Ε, Ε΄ ὁρίζονται δι᾽ ἀγωγῆς ἐκ 
τοῦ Μ εὐθειῶν παραλλήλων πρὸς τὴν διάμεσον ΝΡ καὶ πρὸς τὰς πλευ- 
οἀς ΝΑ, ΝΔ τοῦ (μεταβλητοῦ ἑκάστοτε) τριγώνου ΔΝΑ τοῦ σχήματος. 


Ὁ ἘΣ ἃ Ἢ ΑΣῚῚΙ Ῥ᾽ 
Σλχ. 1528, 


Πράγματι, πᾶν σημεῖον τοῦ κινητοῦ συστήματος γράφει ἔλλει- 
ψιν, πᾶσαι δὲ αἱ ἐλλείψεις αὗται εἶναι ὅμοιαι. 

Διὰ τὸ σημεῖον Γ, ἐπὶ παραδείγματι, ἔχομεν (ΒΓ-ΞΕβ, ΔΙΓΞΞα): 

ΔΓ ΈΓΡ' - ΔΓ ΑΒ -εὰλ καὶ ΔΡ΄' -- ΔΑ -ἘΑΡ’ -ΞΞ- α -ἘβΒ. 

Εἶναι ἑπομένως τὰ Δ καὶ Σ΄ αἱ ἑστίαι καὶ λ ὁ μέγας ἄξων τῆς 
ἐλλείψεως, ἢν γράφει τὸ Γ. 

Διὰ τὸ Ν, : 


ΑΝ δὴὲυ ἡ ΑΝΈΔΝ ΑΝΈΔΝ α 
ΝΒ, ΝΡ δ᾽ ΝΒΈΝΓ λ--(ΑΝῚ ΔΝ) β 
ἢ ΑΝ ΔΝ τος Ὲ - σταθ 


τὰ σημεῖα Α καὶ Δ εἶναι αἱ ἑστίαι τοῦ τόπου τοῦ Ν. 
Διὰ τὰ σημεῖα Η, φέρομεν παραλλήλους πρὸς τὰς διαγωνίους : 


ῬἘῊ ὶ΄'ὁ; Αἴ ΑΕ ΑΒ μ βεμα ,. 9 
ἫΡ -ἊΝ "ΑΝ ΑᾺΒ ΑΝ μεν α "στα. 

καὶ τὸ Η γράφει ὁμοιόθετον ἔλλειψιν τῆς ὑπὸ τοῦ Ν γραφομένης 

ἩΚΎΥΤΡΟΥ Ρ, λόγος κ). Ταύτης ἑστίαι εἶναι προφανῶς τὰ σημεῖα 
καὶ Κ΄. 

Τὸ σημειῆν Μ γράφει τὴν διὰ τῆς μεταφορᾶς ΗΜ τῆς ἐλλεί- 
Ψψεως -- τόπου τοῦ Η (ἀφοῦ ΜΗ -Ξ σταθερὸν μῆκος) παραγομένην 
ἔλλειψιν, Ἐκ τῆς αὐτῆς βεταφορας τῶν σημείων | καὶ ΚΙ, προκύ- 
πτοὺυν αἱ ἑστίαι Ζ καὶ Ζ’ τῆς ἐλλείψεως, ἣν γράφει τὸ Μ. Τὸ 


Γεωμετρία 72 
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ἄθροισμα ΜΖ -Ἐ ΜΖ’' -- μῆκος μεγάλου ἄξονος ταύτης, λαμβάνεται 
ἐκ τῶν σχέσεων 


ΜΖΞΞΕΑ, ΜΖ'--ΘΔ, ΜΖ-ΈΜΖ' -ΞΞ-ΕΑ-ἐΔΘ 


Εα ΔΘ Εαἀπδδ μ 
ΝΝ ἊΒ Δ΄ κι μᾷν 
ἙἝἙπομένως : 
ΜΖ-Μχζ'-- δος 
μεν 


Τόσος 918--111 


2166 α. Τόπος τοῦ χοινοῦ σημείου τῶν διαγωνίων τραπεζίου περι- 
γεγραμμένου εἰς ἡμιπεριφέρειαν καὶ τοῦ ὁποίου ἣἧ ἀπέναντι τῆς διαμέ- 
τρον πλευρὰ μεταβάλλεται. 


1) Ἔστω Κὶ τὸ σημεῖον τοῦτο: θὰ ἔχωμεν 


ΑΚ δὰ ΓΡ οκ. ΒΕ.-ΓΡ 
ἜΕ 48 ΓΒ’ πε ΠΕ 

ΒΚ ΓΡ ΒΕ.ΓΡ 

ἜΕ -τβ' ἵΚ-- τ - ΑΚ. 


Εἶναι δηλ. τὸ Καὶ μέσον τῆς ΑΡ (8 1246 α) καὶ ὁ τόπος του 
ἔλλειψις, ἔχουσα τὴν ΒΓ διὰ μέγαν ἄξονα καὶ διὰ μικρὸν τὴν 
οΗ-- τ (8 2146). 

2) Τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, αἱ ΒΔ, ΓΕ καὶ ΑΡ κεῖνται 
ἐπὶ τῶν συμμετροδιαμέσων αὐτοῦ" κατ᾽ ἀνάγκην ἑπομένως τέμνον- 
ται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Καὶ (τοῦ Ι,επποΐπε). 


Τόσος 918--» 
2166β. (Ἔκ δοθέντος σημείου Μ ἐλλείψεως κέντρου Ο φέρομεν κα- 


θέτους ἐπὶ τοὺς ἄξονας αὐτῆς. Δείξατε ὅτι ἡ εὐθεῖα ἥτις συνδέει τὰ ση- 
μεῖα Ρ. Π τῶν καϑέτων τούτων διέρχεται διὰ σταϑεροῦ σημείου Ν 
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καὶ ὅτι ὁ τόπος τοῦ σημείου Ν, ὅταν τὸ Μ διαγράφῃ τὴν καμπύλην, 
εἶναι ἔλλειψις μὲ κέντρον ΟἹ ('5}). 


Ἰόπος 919 


2157. Εϊς τυχὸν σημεῖον Μ ἐλλείψεως φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην 
αὐτῆς ΜΊ, τέμνουσαν τὸν μικρὸν 
ἄξονα εἰς Τ. Ποῖος ὃ τόπος τῆς 
προβολῆς τοῦ σημείου Τ' ἐπὶ τὴν 
ἑστιακὴν ἀκτῖνα ΖΜ; (Μαππηπβμείπι, 
Ν. Α., 1862, σ. 126, η9 614, Λύ- 
σεις εἰς σ. 172 καὶ 316). 


Ἕκ τῆς ἑτέρας ἑστίας Ζ’ φέ- 
ρομεν κάθετον Ζ' Δ ἐπὶ τὴν ἐφα- 
πτομένην καὶ προεκτείνομεν αὐ- 
τὴν μέχρι τῆς συναντήσεώς της 
Ἑ μετὰ τῆς περιφερείας (Ζ, 2 α). 
Γνωρίζομεν ὅτι θὰ εἶναι ΔΕΞ-ΔΖ΄ 
καὶ ὅτι ἡ εὐθεῖα ΖΕ--2α θὰ 
διέρχεται διὰ τοῦ σημείου ἐπω- 
φῆς Μ, 

᾿Αλλ᾽ ἐπειδὴ ΖΊΤ --ΖΤ --ΤΕ, 
τὸ τρίγωνον ΖΤΕ εἶναι ἰσοσκελὲς καὶ ἡ κάθετος ΤΝ διέρχεται διὰ 
τοῦ μέσου τῆς βάσεως ΖΕ. Ἑπομένως ΖΝ --α καὶ ὁ τόπος τοῦ 
Ν εἶναι ἡ περιφέρεια (Ζ, α). 


ὶ 


Σχ. 412-00. 


Παρατήρησις. ᾿Εὰν προβάλωμεν τὸ σημεῖον Ἵ ἐπὶ τῆς ἄλλης ἑστιακῆς 
ἀκτῖνος ΖΜ, ἡ συνδέουσα τὴν προβολὴν ταύτην Λ μετὰ τοῦ σημείου δὰ 
εὐϑεῖα διερχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς καμπύλης (55). 


Σημείωσις. Εἰς τὸν αὐτὸν τόμον καὶ εἰς τὰς σελ. 172, 174, 
316, εὐρίσκονται διάφοροι λύσεις, γεωμετρικαὶ ἢ ἀναλυτικαί, τῆς 
προτάσεως. 


Θεώρημα 919--1 


2168. Ἑὶϊς τὸ τυχὸν σημεῖον Μ παραβολῆς φέρομεν τὴν ἐφαπτομέ- 
ν αὐτῆς, τέμνουσαν τὴν εἰς τὴν κορυφὴν Α ἐφαπτομένην εἰς Τ' Ὁ 
τόπος τῆς προβολῆς τοῦ σημείου Τ' ἐπὶ τὴν ἑστιακὴν ἀκτῖνα ΕΜ εἶναι 
περιφέρεια μὲ κέντρον Ε' καὶ ἀκτῖνα ἴσην πρὸς τὴν ἀπόστασιν ΕΑ (5. 


184. Σημ. μετ. Εἰς μετάφρασιν κατὰ λέξιν. Πρόκειται περὶ προτά- 
σεως ἐσφαλμένης καὶ ἀσαφοῦς διατυπώσεως: Δὲν συνοδεύεται ἄλλωστε 
ὑπὸ ἀποδείξεως -- ἐξ ἧς θὰ ἦτο δυνατὸν νὰ ἐξαχθοῦν συμπεράσματα περὶ 
τῆς ὀρθῆς ἐκφωνήσεως. 

185. Σμ. μετ. ᾿Βπειδὴ Ζ'Λ-πΞα ᾧἀπίσης καί, ἀφοῦ ΖΜ -} 7Μ -- δα: 
ΔΜ -Ὁ ΜΖ -Ξα. ᾿Αλλ' εἶναι ΖῥΜ -ἘΜΝι-α’' ἄρα: ΛΜ -- ΜΝ, τὸ τρίγω- 
νον ΛΜΝ ἰσοσκελές, ΛΝ παράλληλος τῆς ΕΖ'΄ καὶ ἡ διὰ τοῦ μέσου Ν 
τῆς ΖΕ παράλληλος πρὸς τὴν πλευρὰν Ἐ,Ζ΄ τοῦ τριγώνου Ζ2Ε διέρχεται 
διὰ τοῦ μέσου Ο τῆς τρίτης αὐτοῦ πλευρᾶς ΖΖ΄. 

186. Σημ. μετ. Ἢ ἀπόδειξις ἁπλῆ, ἀφοῦ τὸ μεταξὺ τοῦ σημείου 
Ἢ καὶ τοῦ ἄξονος τῆς παραθολῆῇς τμῆμα τῆς ἔφαπτομένης διχοτομεῖτα, 
ὑπὸ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυφήν. 


11 40 


Τόστος 920 


2169. Αἴ κορυφαὶ Α καὶ Β ἑνὸς ἀμεταβλήτον τριγώγου ὀλισϑαίνουν 
ἐπὶ δύο σταϑερῶν εὐθειῶν, Ποῖος ὁ τόπος ὁ γραφόμενος ὑπὸ τῆς τρί- 
τὴς κορυφῆς ; 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8 144). 


Τὸ ζήτημα τοῦτο δύναται νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 
Θεώρημα τοῦ “σεδποοίει 920 --ἰ 


2160. ᾿Ἐὰν ἕν εὐθύγραμμον τμῆμα ΑΒ, μήκους καὶ ϑέσεως σταϑε 
ρῶν ἐπὶ ἐπιπέδου Μ, κινῆται εἰς 
τρόπον. ὥστε τὰ ἄχρα αὐτοῦ Α 
καὶ Β νὰ γράφουν ἀντιστοίχως 
δύο σταϑερὰς καὶ τεμνομένας 
εὐϑείας, κειμένας ἐπὶ ἐπιπέδου 
Π συμπίπτοντος πρὸς τὸ Μ, τότε 
πᾶν σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου Μ γρά- 
φει ἔλλειψιν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου Π. 


Πόρισμα. Τὸ τυχὸν σημεῖον 
Μ εὐθείας ΑΒ, τῆς ὁποίας δύο 
ὡρισμένα σημεῖα Α καὶ Β 
γράφουν δύο τεμνομένας εὐ- 
θείας ΟΧ, ΟΥ̓, γράφει ἔλλει- 
ψιν ἔχουσαν κέντρον τὸ ση- 
μεῖον Ο. 

Διὰ τὴν σπουδαιότητα τῆς. 

σε, 13οὶ προτάσεως ταύτης, παραθέτο- 
εὐὐϑενν μεν κατωτέρω μίαν ἐπ᾽ εὐθείας 
ἀπόδειξιν αὐτῆς. 

Θεωρήσωμεν τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον 
ΑΟΒ καὶ τὴν διαμετρικὴν εὐθεῖαν ΜΔΛΓ. Φέρομεν καὶ τὰς εὐ- 
θείας ΟΓ, ΟΔ. ΑΔ καὶ ΒΓ. 

“Π| περιφέρεια (Ὁ ΑΒ) διατηρεῖ σταϑερὰν ἀκεῖνα, ἐπειδὴ εἶναι περι- 
γεγραμμένη εἰς τρίγωνον ΑΟΒ σταθερᾶς βάσεως ΑΒ καὶ σταθε- 


ως .Ν 
ρᾶς ἀπέναντι αὐτῆς γωνίας ΞΞ ΟΧ, ΟΥ̓. 

Τὰ τρίγωνα ΑΓΜ, ΒΔΜ μένουν ἐπίσης ἴσα πρὸς ἑαυτά" ἐπειδὴ ἧ'" 
εὐθεῖα ΗΜ καὶ τὸ ἀπόστημα ΛΗ τοῦ κέντρου ἀπὸ τῆς χορδῆς 
ΑΒ παραμένουν, προφανῶς, σταθερά, θέσει καὶ μεγέθει ἐπὶ τοῦ ἐπι- 
πέδου Μ. ᾿ 

Τὰ σημεῖα Γ καὶ Δ γράφουν εὐθείας ΟΧ΄, ΟΥ̓ διερχομένας διὰ τοῦ Ο᾽ 
καὶ καϑέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας. ᾿Επειδή, ἐκ τῶν ἐγγεγραμμένων τετρα-- 
πλεύρων : 


΄ς- ΄““" ΄Ἧ᾽’)Ἁ ΄“»Ἃ«κ 
ΤΟΧ --ΓΒΑ -Ξ-Ξξ- σταθ., ΔΟΥ͂ -- ΔΓΒ -Ξ σταθ. 


Ἂς 
καὶ ΓΟΔ -Ξ 905, ὡς βαίνουσα ἐπὶ ἡμιπεριφερείας. 

Τὸ σημεῖον ΙΔ, ἄρα, γράφει ἔλλειψιν, ἔχουσαν τὸ σημεῖον Ὁ διὰ κέν-- 
τρον καὶ ἡμιάξονας τὰ μήκη ΔΓ, ΜΔ. Διότι τὸ σημεῖον Μ κεῖται ἐπὶ. 
τῆς εὐθείας ΓΔ, τῆς ὁποίας. δύο σταθερὰ σημεῖα Γ καὶ Δ (ΓΔ --- 
διάμετρος τῆς περιφερείας (Λλ)}) γράφουν δύο εὐθείας ΟΧ’, ΟΥ̓ ὀρ-- 
θογωνίους ((., πο 643). ᾿ 
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2160 α. Σημειώσεις. ἴ) 'Ο προσδιορισμὸς τῶν ἀξόνων ἔγινεν 
ὑπὸ τοῦ ΜαππΙιείια. (Ν. Α4., 1850, σ. 419, πο 6). 

2) Ὃ (Ὁσῃ. μιυρίη ἐπεξέτεινε εἰς τὸν χῶρον τὸ ϑεώρημα τοῦ 
Θοϊιοοίαπ: 


Θεώρημα. ᾿Εὰν μία εὐϑεῖα κινῆται εἰς τὸν χῶρον εἰς τρόπον, ὥστε 
τρία σταϑερὰ σημεῖα αὐτῆς νὰ γράφουν τρία δοϑέντα ἐπίπεδα, πᾶν ἄλλο 
«σημεῖον τῆς εὐθείας γράφει ἐλλειψοειδὲς μὲ κέντρον τὸ κοινὸν σημεῖον 
τῶν τριῶν ἐπιπέδων. 

Πόρισμα τούτου εἶναι ἡ ἀκόλουθος πρότασις, τὴν ὁποίαν ὁ 
Μαππίιείη ἀπέδειξεν ἀπ᾽ εὐθείας : 


Θεώρημα. ᾿Ἐὰν τέσσαρα σταϑερὰ σημεῖα εὐθείας γράφουν τέσσαρα 
ἐπίπεδα, πᾶν ἄλλο- σημεῖον αὐτῆς γράφει ἔλλειψιν. (Ν. 44., 1889, ο. 308 
καὶ 318). 


Θεώρημα τοῦ δἐοἱιον 920--Π 
2161. Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως, ἣν γράφει δοϑὲν σημεῖον Μ εὐ- 


ϑείας τῆς ὁποίας δύο σταϑερὰ σημεῖα Α, Β γράφουν δύο τεμνομένας 
εὐϑείας ΟΧ, ΟΥ̓, εἶναι ἀνεξάρτητον τῆς γωνίας τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 


᾿Επειδὴ τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως εἶναι γινόμενον τοῦ π καὶ 
τῶν ἡμιαξόνων αὐτῆς α ᾿καὶ β, διὰ δὲ τὴν ἔλλειψιν ἥν γράφει τὸ 
σημεῖον Μ. 
αΞτ ΜΓ, β-ί ΜΔ 
Ε-- παβ --π . ΜΓ. ΜΔ, 
ἀριθμὸς ἀνεξάρτητος τῆς γωνίας τῶν ΟΧ καὶ ΟΥ̓ εὐθειῶν. 
Τόπος 920-- 111 


2161 α. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ κέντρου Ιζ τοῦ κύκλου τῶν ἐννέα ση- 
μείων τοῦ τριγώνου ΟΑΒ τῶν δύο προηγουμένων ἀσκήσεων ; (Υν 611}. 


ὡς εἴδομεν. Αρα 


Τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ταύτης εἶναι τὸ κέντρον τῆς περι- 
γεγραμμένης εἰς τὸ μέσον ἢ συμπληρωματικὸν τρίγωνον Α΄Ο΄ Β΄ τοῦ 


ΑΟΒ. Τούτου, ἡ πλευρὰ α΄ -- ΑΒ. εἶναι σταθεροῦ μήκους, ἡ 


'γωνία Ο΄ εἶναι ἴση πρὸς τὴν σταθερὰν ΧΟΥ καὶ αἱ κορυφαὶ Α΄ καὶ 
Β΄ γράφουν τὰς εὐθείας ΟΧ, ΟΥ̓. ᾿Επειδὴ δὲ μένει καὶ ἴσον 


πάντοτε ἑαυτῷ, ἀφοῦ ΚΑ΄ -- ΚΒ' τ-Σ. ἀκτῖνος περιφερείας ΑΟΒ 


(ὃ 28, 2), ὁ τόπος τοῦ Καὶ θὰ εἶναι ἔλλειψις (8 2159). 
Βλέπε καὶ ὕΜ.Ε., τῶν Βοιγρεῖ καὶ Τοπρο]απι)85, 1887, σ. 169). 


Τόπος 920--2}»ν 


2161 β. Δείξατε ὅτι αἱ εὐθεῖαι τοῦ ίπιθοι, αἱ σχετικαὶ πρὸς δύο 
τρίγωνα ἐγγεγραμμένα εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν καὶ πρὸς τυχὺν σὴ" 
μεῖον Μ τῆς περιφερείας, τέμνονται κατὰ σταϑερὰν γωνίαν. 

. Ὁ δὲ τόπος τοῦ κοινοῦ αὐτῶν σημείου εἶναι κωνικὴ τομὴ (})»0-: 
Ἐαγηυ)- 


Τὸ κοινὸν τῶν εὐθειῶν σημεῖον εἵναὶ τὸ μέσον εὐθυγράμμου 
τμήματος σταθεροῦ μήκους καὶ τοῦ ὁποίου τὰ πέρατα ὀλισθαί- 
νοῦν ἐπὶ δύο ὀρθογωνίων εὐθειῶν. (Π]αιΠεδὶ5, 1901, σ. 04 ζτμ. 1090). 
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Τόστος 921 


2162. Μία περιφέρεια κυλίεται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν ἄλλης διπλασίας 
ἀκεῖνος. Ποῖος ὁ τόπος ὁ γραφόμενος ὑπὸ τοῦ τυχόντος σημείου τοῦ 
ἐπιπέδον τῆς κυλιομένης περιφερείας ; 


Κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ (αγεέίατι ἢ τοῦ [ἃ Ηΐγα (8 1285), τὸ τυχὸν 
σημεῖον Α τῆς κυλιομένης περιφερείας Μ γράφει διάμετρον τῆς 
ἀκινήτου Ρ ᾿ 

“Ἔστωσαν Α καὶ Β δύο διαμετρικὰ σημεῖα τῆς περιφερείας Μ. 
Τα σημεῖα ταῦτα θὰ γράψουν δύο διαμέτρους καθέτους ἐπ᾿ ἀλ- 
λήλας τῆς περιφερείας Ρ καὶ κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ ϑομοοίοη πᾶν 
ἄλλο σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου τῆς κινητῆς περιφερείας Μ θὰ γράψῃ 
ἔλλειψιν, 


Παρατήρησις. Τὰ σημεῖα Α, Β καὶ πᾶν ἄλλο τῆς περιφερείας Μ 
γράφουν διαμέτρους" ταύτας δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ὡς ἀπεί- 
ρὼς πεπλατυσμένας ἐλλείψεις. 


Σημείωσις. Κατὰ τὸν ἴδιον 1,α 11ἴτε, ἡ θεώρησις τῶν ἐπικυκλοει- 
δῶν ὀφείλεται εἰς τὸν Πεπατθπεβ. Διὰ τὰς καμπύλας ταύτας βλ. 
()., π 892. 


Τόπος 922 


2168. Ποῖος ὦ τόπος τῶν κέντρων τῶν ἐλλείψεων, αἴτινες ἐγγσάφον- 
ται εἰς δοϑὲν κυρτὸν τετράπλευρον ; (Νεύτων). 


Εἶναι ἡ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν διαγωνίων αὐτοῦ εὐθεῖα. 

Πράγματι, δυνάμεθα πάντοτε νὰ ἀνεύρωμεν ἐπίπεδον ἐπὶ τὸ 
ὁποῖον ἡ προβολὴ μιᾶς τῶν ἐν λόγῳ ἐλλείψεων νὰ εἶναι περιφέ- 
ρεια. Ταύτης τὸ κέντρον Ο εὑρίσκεται, κατὰ τὴν 5 1614, ἐπὶ τῆς 
εὐθείας μν, τῆς συνδεούσης τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύ- 
ρου αβγδ, καθ᾽ ὃ προβάλλεται τὸ δοθὲν τετράπλευρον ΑΒΓΔ. 

᾿Επειδὴ δὲ ἡ εὐθεῖα μν εἶναι προβολὴ τῆς ἀντιστοίχου ΜΝ εἰς 
τὸ ἐπίπεδον ΑΒΓΔ καὶ τὸ σημεῖον Ο ἡ προβολὴ τοῦ κέντρου Ο 
τῆς ἐλλείψεως, ἡ πρότασις ἀποβαίνει φανερά. 


2164. Παρατήφησις. ᾽Εκ τοῦ ἀνωτέρω θεωρήματος, δυνάμεθα νὰ 
προσδιορίσωμεν τὸ κέντρον ἐλλείψεως, ἧς δίδονται πέντε ἐφαπτό- 
μεναι. ᾿Επειδὴ ἀνὰ τέσσαρες ἐκ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν ὁρίζουν τετρά- 
πλευρα περιγεγραμμένα εἰς τὴν κωνικὴν τομὴν καὶ τῶν ὁποίων 
αἱ ἀντίστοιχοι εὐθεῖαι ΜΝ διέρχονται διὰ τοῦ ζητουμένου κέν- 

ετρου τῆς καμπύλης. 


Τόπος 9283 


2166. Τόπος τῶν ἑστιῶν τῶν παραβολῶν, αἴτινες περιγράφονται εἰς: 
τρεῖς δοϑείσας εὐϑείας. 


"Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον τῶν τριῶν ἐφαπτομένων. Γνωρίζομεν 
ὅτι αἱ προβολαὶ τῆς ἑστίας Ε ἐπὶ τὰς τρεῖς ἐφαπτομένας εἶναι 
τρία σημεῖα Δ, Ζ, Θ, κείμενα ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυ- 
φὴν τῆς καμπύλης. Κεῖνται ἐπ’ εὐθείας ἑπομένως τὰ τρία ταῦτα 
σημεῖα καὶ κατὰ τὸ ἀντίστροφον τοῦ θεωρήματος τοῦ {ἐίουονἐ Αἰ γγ150}: 
(8 22), τὸ σημεῖον Ε πρέπει νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης 
περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

Ὃ τόπος, ἑπομένως, τῶν ἑστιῶν Ε εἶναι ἡ περιφέρεια αὕτη. 
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2166. Παρατηρήσεις. 1), Θεώρημα τοῦ 1Τιϑδεγί: “Η περιφέρεια 
ἥτις διέρχεται διὰ τῶν σημείων τομῆς τριῶν ἐφαπτομένων παραβολῆς, διέρ- 
χεται διὰ τῆς ἑστίας αὐτῆς. 

Πρόκειται περὶ ἄλλης διατυπώσεως τῆς προηγουμένης προτά- 
σεως. (Βλ. καὶ 8 2141). 

2) Ὑπάρχουν πολυάριθμοι ἐφαρμογαὶ τοῦ ἀνωτέρω τόπου. Δο- 
θεισῶν λ.χ. τεσσάρων ἐφαπτομένων παραβολῆς ὁρίζεται ἡ ἑστία 
αὐτῆς, ὡς τομὴ τῶν περιφερειῶν τῶν περιγραφομένων εἰς τρία ἐκ 
τῶν σχηματιζομένων τριγώνων ὑπὸ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 

Τὸ σημεῖον τοῦτο ἄλλωστε εἶναι τὸ σημεῖον τοῦ 5ιἰεἶπετ ἢ Μὲ- 
411 τοῦ τετραπλεύρου τῶν δοθεισῶν ἐφαπτομένων (8 21). 


Τόσπος 925---] Ἢ 


2166 α. Ὃ τόπος τῶν ἑστιῶν τῶν κωνικῶν τομῶν, αἵτινες ἐφάπτον- 
ται τῶν ἴσων πλευρῶν ΑΒ, ΑΓ ἰσοσκελοῦς τριγώνου καὶ εἰς τὰς χορυ- 
φὰς Β καὶ 1' αὐτοῦ, ἀποτελεῖται ἐκ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Α καὶ 
ἐκ τοῦ περιγεγραμμένον εἰς τὸ τρίγωνον κύκλου. 


1) Εἶναι φανερὸν κατὰ πρῶτον, ὅτι. αἱ ἐλλείψεις ἢ ὑπερβο- 
λαί, τῶν ὁποίων ὁ πρωτεύων 
ἄξων κεῖται ἐπὶ τῆς διχοτόμου ῃ 
ΑΘ καὶ ἐφάπτονται τῶν ΑΒ, ΑΓ 
εἰς Β καὶ Γ, ἔχουν. τὰς ἑστίας 
των ἐπὶ τῆς διχοτόμου ταύτης. - 

Καὶ αἱ μὲν ἑστίαι τῶν ἐλλεί- 
ψεῶὼν τούτων εἶναι τομαὶ Ρ, Ρ΄ τῆς 
εὐθείας ΑΘ καὶ τῶν ζευγῶν τῶν 
διὰ τοῦ Β (ἢ Γ) εὐθειῶν, τῶν 
ἴσον κεκλιμένων πρὸς τὴν ἐφα- 
πτομένην ΑΒ) καὶ πρὸς τὰ δε- 
ξιὰ ταύτης κειμένων (μὴ φαινο- 
μένων εἰς τὸ σχῆμα). "Ἔστω Ρ' ἡ 
ἐντὸς τοῦ τριγώνου ἑστία καὶ Ρ΄ 
ἡ ἐκτὸς αὐτοῦ κειμένη. 

Διὰ θέσιν τῆς ΒΡ΄ παράλλη- 
λον πρὸς τὴν διχοτόμον, Ἢ ἐστία 
Ρ’ εἶναι ἀπομεμακρυσμένη εἰς 
ἄπειρον ἐνῷ ἡ ἄλλη Ρ εἶναι Σχ. 1:55. 
(προφανῶς) τὸ κέντρον Ο τῆς 
περιφερείας ΑΒΓ. Εἶναι λοιπὸν ἡ ὁριακὴ αὕτη ἔλλειψις παραβολὴ 
(Π), ἔχουσα ἑστίαν τὸ Ο καὶ ἐφαπτομένη τῆς εὐθείας ΙΚ τῶν μέ- 
σῶν τῶν πλευρῶν ΑΒ, ΑΓ’ ἐπειδὴ τὰ σημεῖα ταῦτα εἶναι καὶ 
μέσα τῶν ἐφαπτομένων τμημάτων ΑΒ, ΑΓ, ἀπὸ τῶν σηυείων ἐπα- 
φῆς μέχρι τοῦ ἄξονος τῆς καμπύλης. 

Διὰ θέσεις τῆς ΒΡ’ πέραν τῆς παραλλήλου πρὸς τὴν ΑΘ, τὸ 
σημεῖον Ρ΄ μεταπηδᾶ εἰς τὸ τμῆμα ΑΗ τῆς εὐθείας ΑΘ, ἐνῷ τὸ 
Ρ παραμένει ἐντὸς τοῦ τριγώνου καὶ ἡ ἀντίστοιχος ἔλλειψις ἀπο- 
βαίνει ὑπερβολὴ μὲ ἑστίας τὰ σημεῖα πάλιν Ρ, Ρ΄. Εἶναι δηλ. ἡ 
παραβολὴ (Π) τὸ ὁριακὸν σχῆμα μεταξὺ τῶν θεωρουμένων ἐλλεί- 
ψεῶν καὶ ὑπερβολῶν. 

2) Ἢ περιγεγραμμένη περιφέρεια ΑΒΔΓ εἶναι ὁ τόπος τῶν 
ἑστιῶν τῶν ἐλλείψεων καὶ ὑπερβολῶν, τῶν ὁποίων ὁ κάθετος ἐπὶ 
τὸν ἑστιακὸν ἄξων κεῖται ἐπὶ τῆς διχοτόμου ΑΘ. 
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)} 

Ἔστω πράγματι τυχοῦσα παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ εὐθεῖα, 
τέμνουσα τὴν περιφέρειαν (Ο) εἰς Ε καὶ Ε΄. Διὰ νὰ δείξωμεν ὅτι 
τὰ σημεῖα ταῦτα εἶναι ἑστίαι μιᾶς τῶν θεωρουμένων ἐλλείψεων, 
ἀρκεῖ νὰ ἀποδειχθῇ ἡ ἰσότης τῶν γωνιῶν ΕΓΑ καὶ ΕἸΓΤ, Αὕτη 
ὅμως εἶναι φανερά, ἐκ τοῦ ἐγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΕΓΑΒ 
τοῦ σχήματος, ἀφοῦ 


γῶν. ΕΓΑ -ΞΕΒΑ (ἐκ τῆς συμμετρίας) -- ΕἼΓΤ, 
ὡς ἐξωτερικὴ τοῦ ἐν λόγῳ τετραπλεύρου. 


Διερεύνησις. ᾿Εὰν ἡ ἀχθεῖσα παράλληλος ἐφάπτεται τῆς περιφε- 
ρείας εἰς Δ, ἡ ἀντίστοιχος ἔλλειψις εἶναι περιφέρεια. “Ὅταν διέρ- 
χεται διὰ τῆς ΒΓ, ἡ ἔλλειψις ἀποβαίνει ΄ ἀπείρως πεπλατυσμένη 
καὶ συμπίπτει πρὸς τὸ τμῆμα ΒΓ. Διὰ θέσεις τέλος ΜΝ μεταξὺ 
ΒΓ καὶ Α, λαμβάνομεν ὑπερβολάς, ἀφοῦ 


γων. ΑΒΜ: ΑΒΝ.. 


Κατὰ ταῦτα, τὸ τόξον ΒΔΓ τῆς περιφερείας Ο εἶναι ὁ τόπος 
τῶν ἑστιῶν τῶν ἐλλείψεων καὶ τὸ τόξον ΒΑΓ ὁ τόπος τῶν ἑστιῶν 
τῶν ὑπερβολῶν. 


2166 β. Παρατηρήσεις, 1) γων. ΑΕΒ ΞΕ ΑΕΓ, γνωστὴ ἰδιότης τῆς 
ἐλλείψεως. 

2) ᾽Ο προηγούμενος τόπος εἶναι ὁ ἴδιος τῆς 8 85 α. 

3) ᾿Εὰν τὸ τρίγῶνον ΑΒΓ δὲν εἶναι ἰσοσκελές, ὁ πλήρης τόπος 
εἶναι καμπύλη τρίτου βαϑμιοῦ, μὲ διπλοῦν σημεῖον τὸ Α καὶ διερ- 
χομένη διὰ τῶν Β καὶ Γ. (Δ΄. 4., τῶν Τετηϊειι καὶ (ἑότομπο, 850, 
σ. 247, Ματίοσγεν). 


2166. Σημείωσις. Σύνϑετοι τόποι. ΟἹ σύνθετοι τόποι, διάφορα 
παραδείγματα τῶν ὁποίων ἐδώσαμεν ἤδη (88 85 α καὶ β, 86, 1407 γ, 
2166 α), ἀπαιτοῦν προσοχήν. τινα, ὅταν τὸ πρόβλημα ὁδηγῇ εἰς 
γενικὴν ἐξίσωσιν βαθμοῦ ἀνωτέρου τοῦ τετάρτου. Εἰς τὸ πρόβλημα 
λιχ. τοῦ ΟἸναβῖςβ: διὰ εὑρεϑῇ ὁ τύπος τῶν τομῶν τῶν κοινῶν ἔφαπειο- 
μένων δοϑείσης ἐλλείψεως καὶ τῶν περιφερειῶν, αἵτινες διέρχονται διὰ δύο 
δεδομένων σημείων αὐτῆς, ὁ τόπος οὗτος ἀποτελέϊται ἐκ μιᾶς κωνι- 
κῆς τομῆς καὶ μιᾶς καμπύλης τετάρτου βαθμοῦ. Τὸ ζήτημα τοῦτο 
ἔδωσε γένεσιν εἰς πολυαρίθμους μελέτας καὶ ἡ πλήρης σπουδὴ 
αὐτοῦ ἔγινεν μόνον τὸ 1880 εἰς τὰ Δ΄. 4., σ. 122, ὑπὸ τοῦ ΚΗ. ᾿. 
με (οἰπίε. 

Εἰς τὴν Μαιβμεςὶβ, 1881, σ. 53, ἀναφέρεται τὸ ἵδιον πρόβλημα, ὁ 
δὲ Νευδετρ εἰς μίαν πολὺ ἐνδιαφέρουσαν Σημείωσιν, συνοψίζει πά- 
σας τὰς μέχρι τότε δοϑείσας λύσεις εἰς τὰς σελ. 54 ἕως 57 τοῦ ἰδίου 
τεύχους. ᾿ 

Τὰ Δ΄. Α., 1905, σ. 471, ἐπανέρχονται ἐπὶ τῆς πλέον ἐνδιαφε- 
ρούσης περιπτώσεως τοῦ προβλήματος τοῦ ([845]65. 

Προόβλημα 924 

2167, Ποία ἣ περιβάλλουσα τῆς μιᾶς πλευρᾶς ὀρϑῆς γωνίας, τῆς 
ὁποίας ἢ ἄλλη πλευρὰ διέρχεται διὰ σταϑεροῦ σημείου ἐνῷ ἣ κορυφὴ 
αὐτῆς γράφει : 

1ὴ Δοϑεῖσαν εὐθεῖαν ἢ 

.3) Δοϑεῖσαν περιφέρειαν ; 

(Βλ. διέϑοδοι, 88 126 καὶ 127). 
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Πρόβλημα 925 


3168. Τέμνομεν τὰς πλευρὰς ὀρϑῆς γωνίας ὑπὸ εὐθειῶν εἰς τρόπον, 
ὥστε τὰ σχηματιζόμενα τρίγωνα νὰ ἔχουν ἐμβαδὸν δοϑὲν κ᾽. Ποία ἢ 
περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν τούτων; 


Βλ. Μέϑοδοι, 8. 129}. 
Προόβλημα 926 


2169. Ποία ἣ πεοιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν ΑΓ, αἵτινες διαιροῦσιν 
δύο δοϑέντα εὐθύγραμμα τμήματα ΔΜ, ΔΝ εἰς μέρη ἀντιστρόφως 
(ἀνάλογα; 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 128). 

Προόβλημα 926--] 


2170 "Ἔστω Μ τυχὸν σημεῖον ἐπὶ εὐϑείας ΑΒ. ᾿Επὶ ἑκάστου τῶν 
τμημάτων ΜΑ, ΜΒ κατασκευάζομεν τετράγωνα, πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος 
τῆς ΑΒ κείμενα ἐὰν τὸ σημεῖον Μ εἶναι ἐσωτεριχὸν τοῦ τμήματος ΑΒ, 
ἑκατέρωθϑεν δὲ αὐτῆς ἐὰν τὸ Μ εἶναι ἐξωτερικὸν τοῦ ΑΒ. 

Δείξατε ὅτι ἡ εὐθεῖα ἢ ἑνοῦσα τὰ κέντρα Λ, Ν᾽ τῶν τετραγώνων 
τούτων περιβάλλει παραβολήν. (Α. Βιιΐπ, 7. Μ. Εἰ., 1887, σ. 215). 


Ἢ παραβολὴ αὕτη ἔχει ἑστίαν τὸ μέσον τῆς ΑΒ καὶ διευθε- 
τοῦσαν τὴν ἐκ τῆς κορυφῆς Δ, τοῦ ἐπὶ τῆς ΑΒ κατασκευαζομένου 
ἰσοσκελοῦς ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΔΒ, ἀγομένην παράλληλον 
πρὸς τὴν ΑΒ. 


πρόβλημα 927 


2171. Ποία ἢ περιβάλλουσα τεμνούσης ΔῈ σταϑερᾶς γωνίας Α, 
ὅταν τὸ ἄϑροισμα τῶν πλευρῶν ΑΔ, 
ΑΕ τοῦ σχηματιζομένου ἑκάστοτε τρι- 
ἐώνου ΑΔΕ παραμένῃ σταϑερὸν ΞΞ- ἃ; 


Διὰ νὰ ἀναχθῶμεν εἰς προηγού- 
μβενον ζήτημα, λαμβάνομεν ἐπὶ τῶν 
πλευρῶν τῆς δοθείσης γωνίας μήκη 
ΑΒ --ΑΓ-ξΞλ. ᾿Ἐπειδὴ ΑΕ - ΑΔ--λ, 
θὰ εἶναι ΕΓ -Ξ ΑΔ καὶ ἡ εὐθεῖα ΕΔ 
θὰ διαιρῇ τὰς ΑΒ καὶ ΑΓ εἰς τμή- 
“ματα ἀντιστρόφως ἀνάλογα. 

Ἑ πομένως (5 2169), ἡ περιβάλ- 
λουσα τῆς ΕΔ εἶναι παραβολή, κλπ. 


.2171 α. Παρατηρήσεις. 1) 'Εὰν ἡ 
περηίκτρος τοῦ τριγώνου ΑΔΕ ἥτο Σ:. 1358. 
σταθερά, ἡ περιβάλλουσα τῆς εὐ- 
θείας ΔΕ θὰ ἧτο ἡ παρεγγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον καὶ εἰς τὴν 
γωνίαν Α περιφέρεια (δ 739). 
Ἔ 2) Ἢ προηγουμένη παραβολὴ ἐφάπτεται τῶν ΑΕ, ΑΔ εἰς τὰ 
καὶ Γ. : , 
3) ᾿Εὰν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΑΔΕ ἦτο σταθερόν, ἡ περι- 
βάλλουσα τῆς ΔῈ θὰ ἦτο ὑπερβολή, μὲ ἀσυμπτώτους τὰς πλευ- 
οἀς τῆς γωνίας. 
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Ππροόβλημα 928 


2172. Ποία ἣ περιβάλλουσα τῶν περιφερειῷν, τῶν ὁποίων τὰ κέν- 
τρα κεῖνται ἐπὶ παραβολῆς καὶ αἵτινες ἐφάπτονται χορδῆς τῆς καμπύ- 
λης καϑέτου ἐπὶ τὸν ἄξονα αὐτῆς ; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 132), 
Πρόβλημα 928--1 


2178. Ποία ἣ περιβάλλουσα τῶν περιφερειῶν, τῶν ὁποίων τὰ κέν- 
τρα κεῖνται ἐπὶ ἐλλείψεως καὶ αἵτινες ἐφάπτονται περιφερείας ἐχούσης 
κέντρον τὴν μίαν τῶν ἑστιῶν τῆς καμπύλης ; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 133). 
Πρόβλημα 929 


2174. "Ἔστω Ἡ τὸ ὀρϑόκεντρον τριγώνου ἐγγεγρα":μένον εἰς περι. 
φέρειαν. Ὑπάρχουν ἄπειρα τρίγωνα ἐγγεγραμμένα εἰς τὴν ἰδίαν περι 
φέρειαν καὶ ἔχοντα τὸ αὐτὸ ὀρϑόκεντρον Η μετὰ τοῦ δοϑέντος. Ποία. 
ἣ περιβάλλουσα τῶν πλευρῶν τῶν τριγώνων τούτων; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 5. 130). 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ἀποδίδεται συχνὰ εἰς τὸν Ῥαιιὶ 
Θεγσγεῖ Ν. 4., 1865, σ. 478), ἀλλ᾽ ἀνήκει πράγματι εἰς τὸν Πιμῖῖε 
1μοπιοίπε (Ν, 4., 1858, σ. 240). 

Τὰ ζητήματα ταῦτα δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν συσχετιζόμενα 
πρὸς τὰ ἀντίστροφα σχήματα τοῦ Μαειειίειι. (Βλ. 85 2306, 2308 κι.ἐξ.). 


Τόστος 980 


2176. Ποῖος ὃ τόπος τῶν κορυφῶν Μ σταϑερᾶς γωνίας α, τῆς ὁποίας 
μία πλευρὰ διέρχεται διὰ τῆς ἑστίας 
Ἑ δοϑείσης ἐλλείψεως ἐνῷ ἣ ἄλλῃ. 
ἐφάπτεται αὐτῆς ; 


"Ἔστωσαν Μ, Μ΄’ δύο τυχοῦ- 
σαι θέσεις τῆς κινητῆς κορυφῆς. 
Ἧ προβολὴ Ρ τῆς ἑστίας Ε ἐπὶ 
τὴν ἐφαπτομένην πλευρὰν τῆς 
γωνίας γράφει τὸν πρωτεύοντα 
κύκλον τῆς ἐλλείψεως, τὰ ᾿δὲ τρί- 
γωνα ΕΡΜ, ΕΡ΄Μ’ μένουν πάν- 
τοτε ὅμοια ἀλλήλων, ὡς ὀρθογώ- 
νια καὶ ἔχοντα μίαν τῶν ὀξειῶν 
γωνιῶν τῶν σταθεράν. 

Κατὰ τὴν πρότασιν ἑπομένως 
τῆς 8 1355, ὁ τόπος τῶν σημείων 
Σχ- 1984, Μ θὰ εἶναι περιφέρεια καὶ τῆς. 
ὁποίας ἡ ἀκτὶς θὰ ἔχῃ λόγον 


πρὸς τὴν ἀκτῖνα ΟΑ Ξ-Ξα, ἴσον πρὸς τὸν λόγον ἜΡ᾿ 


Διὰ τὸν προσδιορισμὸν τῆς περιφερείας ταύτης παρατηροῦμεν 
ὅτι τὸ κέντρον Γ αὐτῆς θὰ εὐρίσκεται ἐπὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ Γῆς 
σον Ο τῆς ΕΕ΄. ᾿Εὰν λοιπὸν κατασκευάσωμεν τρίγωνον ΕΓΟ 
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ὅμοιον πρὸς τὸ ΕΡΜ, τὰ τρίγωνα ΟΕΡ καὶ ΓΕΜ θὰ εἶναι, προ- 
φανῶς, ἐπίσης ὅμοια καὶ ἑπομένως 
ΓΜ. ὋῬὋἜΜ ΕΜ ΕΓ α 


Ὅρα ἘρΠΠΠΠρ ἘΠ πὰ σοῦ 


Εἶναι δηλ. τὸ μῆκος ΓΜ ἡ ἀκτὶς τῆς ζητουμένης περιφερείας 
καὶ Γ τὸ κέντρον αὐτῆς (πρβλ. 8 1353, 1))}. 


2176. Παοατηοήσεις. 1) Ἢ δοθεῖσα ἔλλειψις εἶναι δισεφαπτομένη 
τῆς περιφερείας Γ καὶ εἰς τὰ σημεῖα Δ, Δ’, ὅπου αἱ ἑστιακαὶ 
ἀκτῖνες σχηματίζουν γωνίαν α μετὰ τῶν ἐφαπτομένων. (Πρβλ. 
ἐπμ. 2186). 

2) Διὰ τὴν ἑστίαν Ε΄ καὶ τὰ σημεῖα Ν, ὁ τόπος εἶναι ἡ ἰδία 
περιφέρεια. Διὰ δὲ τὰ σημεῖα ΛΊΕΛΡ -Ξ- α), ὁ τόπος εἶναι ἡ συμ- 
μετρικὴ τῆς εὑρεθείσης περιφέρεια πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΕΕ΄. 

3) Ἧ περιφέρεια ΔΜ΄Ν ὀνομάζεται περιφέρεια τοῦ ἐ ονορίοί. 


Πρόβλημα 980--1 


2177. Μία τῶν πλευρῶν σταϑερᾶς γωνίας α διέρχεται διὰ δοϑέντος 
σημείου Ε, ἐνῷ ἣ κορυφὴ αὐτῆς Μ 
γράφει δοϑεῖσαν περιφέρειαν (Γ). 
Ποία. ἡ περιβάλλουσα τῆς ἄλλης 
πλευρᾶς τῆς γωνίας ; (Δ΄, 4., 1865, 
σ. 546. Τὸ ζήτημα τοῦτο ἐξητά- 
σθη ὑπὸ τοῦ Ῥοπεοεῖεί ἀπὸ τοῦ 
1817, εἰς τὰς Αμρ|ϊεαϊΐοης κλπ. 
αὐτοῦ, τόμ. 1], σ. 462). 


Ἔκ τοῦ σημείου Ε, ὑποτιθε- 
μένου ἐσωτερικοῦ τῆς περιφε- 
ρείας (Γ), φέρομεν κάθετον ΕΡ 
ἐπὶ τὴν πλευράν, ἧς ζητοῦμεν τὴν 
περιβάλλουσαν. Ἐπειδὴ τὸ τρί- 
γῶνον ἙἘΡΜ παραμένει πάντοτε 
ὅμοιον ἑαυτῷ, τὸ σημεῖον ἢ γρά- 
φει περιφέρειαν (8 1355) ἑπομέ- 
νως, ἡ περιβάλλουσα τῆς δευτέ- 
ρας πλευρᾶς ΡΜ τῆς ὀρθῆς γω- 
νίας ΕΡΜ εἴναι ἔλλειψις (5. 127), 
μὲ μέγαν ἄξονα ΑΕΕ΄ Α΄. . Σχ. 1355. 

Διὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ τό- 
που τῶν σημείων Ρ, κατασκευά- 
ζομεν πάλιν τὸ τρίγωνον ΕΓΟ ὅμοιον τοῦ ΕΡΜ. ᾿Εκ τῶν ὁμοίων 
τριγώνων ΟΕΡ, ΓΕΜ, θὰ ἔχωμεν 

ΟΡ ΟΕ ΟΕ 
τμξρ ΤῈ ἢ ΟΡΞερ. ΤῈ Ξρημα 
ὅπου ᾿ρ ἡ ἀκτὶς τῆς δοθείσης περιφερείας. Ο εἶναι τὸ κέντρον καὶ 
ΟΑ Ἐρημα ἡ ἀκτὶς τοῦ πρωτεύοντος κύκλου τῆς ἐλλείψεως. 

Παρατηρήσεις. 1) Ἧ ἔλλειψις εἶναι δισεφαπτομένη τῆς δοθείσης 
περιφερείας ΜΜ΄Ν (8 2176). : 

2) Ὅταν τὸ σημεῖον Ἐ εἶναι ἐξωτερικὸν τῆς περιφερείας, ἡ περιβάλ- 
λουσα εἶναι ὑπερβολή. 
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Τόπος 980--1 
2178. Ἑὶς τὸ προηγούμενον πρόβλημα, ὅταν ἣ γωνία α μεταβάλλε- 
ται αἴ ἀντίστοιχοι περιβάλλουσαι εἶναι ἐλλείψεις ὅμοιαι. 
"Εστωσαν α, β οἱ ἡμιάξονες τῆς τυχούσης ἐκ τῶν ἐλείψεων αὐ- 
τῶν καὶ γ τὸ ἥμισυ τῆς ἑστιακῆς ἀποστάσεως. Θὰ ἔχωμεν 
ἀΞτερημα, γξεγξεπμα, β-- 7 α"-- γέτεημα Τρ’ -- ΓΕ". 
'Επομένως, 


3 
Ε- γ᾽ ΒΕ ΕΔ σταθερὸς ἀριθμός. 


ρ΄ 
Τόπος 930-- 111 


2179. ὋὉ τόπος τῆς δευτέρας ἑστίας Ἐ΄, ὅταν ἢ γωνία α μεταβάλλε- 
ται, εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς (Γ᾽. 


᾿Επειδὴ ΓΕ -ΞΞγε. 
Τόπος 980--}» 


2180. 1) Ἣ περιβάλλουσα πασῶν τῶν προηγουμένων ἐλλείψεων 
εἶναι ἣ περιφέρεια (Γ]. 


Πράγματι, ἡ περιφέρεια αὕτη εἶναι δισεφαπτομένη ἑκάστης 
τῶν ἐν λόγῳ ἐλλείψεων. 

9) ᾿Εὰν ἣ περιφέρεια (Γ) ἀντικατασταϑῇ δι᾽ εὐθείας, ἑκάστη τῶν 
περιβαλλουσῶν εἶναι παραβολή. 


Θεώρημα 980--ν 


2181. "Ἐὰν ἕν ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΜΝΛ, τοῦ ὁποίου ἡ βάσις ΜΝ 
εἶναι χορδὴ δοϑείσης περιφερείας καὶ ἣ μία πλευρά του ΑΜ διέρχεται 
διὰ σταϑεροῦ σημείου, μεταβάλλεται εἰς τρόπον ὥστε νὰ παραμένῃ 
πάντοτε ὅμοιον ἑαυτῷ, 

1) Ἢ τρίτη πλευρὰ αὐτοῦ ΝΛ διέρχεται ἐπίσης διὰ σταϑεροῦ ση- 
μείον Ἐ΄. 

2) Ἢ περιβάλουσα τῆς βάσεώς του εἶναι ἔλλειψις δισεφαπτομένη τῆς 
δοϑείσης περιφερείας (3). 

Πόρισμα 170 τοῦ Εὐκλείδου, ἐκ τοῦ ὁποίου δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν 
τὰ σημεῖα τοῦ γοοραταὰ (.. Μ. Ε., 1890, σ. 35, 83, 151. Ο. ἴαττν, 1". 
Ψιματίξ, ᾿αυνετπαν. ᾿Επίοης, Μαιϊμεδβὶς, 1890, σ. 115). 


Τόπος 980--ΚΥ] " 
2181 α. Αἱ κορυφαὶ Α καὶ Β τριγώνου ΑΒΓ εἶναι σταϑεραί, ὃ δὲ 


ποὺς Δ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Γ γράφει δοϑεῖσαν εὐθεῖαν ΜΝ. Εὔ- 
ρετε τὸν τόπον τῆς χορυφῆς Γ. 


181. Σημ. μετ. Πρόκειται περὶ ἄλλης διατυπώσεως τῶν προηγου- 
μένων θεωρημάτων. 
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Φέρομεν τὰς εὐθείας ΒΕ, ΓΗ καθέτους ἐπὶ τὴν ΜΝ. Θὰ ἔχωμεν: 


ΓΗ 

ὲ ἜΕ 

-Ἑπομένως : Ὃ τόπος τοῦ σημείου Γ εἶναι κωνικὴ τομή, ἔχουσα ἑστίαν. 

τὸ σημεῖον Α, διευϑετοῦσαν τὴν εὐθεῖαν ΜΛ καὶ διερχομέπη διὰ τοῦ ση- 
μείου Β. 

Σημείωσις. Ν. (ο᾽". τοῦ (δίαϊαπ, τόμ. [, 1874 - 75, σ. 185, λύσις 


ὑπὸ 1. ΝειΡεγς. 
Πρόβλημα 9951 


2182. ᾿Ἐὰν ἕν μεταβλητὸν σχῆμα μένῃ πάντοτε ὅμοιον ἑαυτῷ, μία 
τῶν εὐθειῶν του ΜΕ διέρχεται πάντοτε διὰ σταϑεροῦ σημείου Ἐ;, ἐνῷ 
τὸ σημεῖον Μ γράφει περιφέρειαν, τότε πᾶν ἄλλο σημεῖον τοῦ σχήμα- 
τος γράφει ἐπίσης περιφέρειαν καὶ πᾶσα εὐθεῖα αὐτοῦ μὴ διερχομένη 
διὰ τοῦ Εὶ περιβάλλει χωνικὴν τομήν. ; 


1) Ἔστω Ν τυχὸν τοῦ σχήματος σημεῖον. Τὸ τρίγωνον ΕΜΝ 
μένει ὅμοιον ἑαυτῷ καὶ τὸ σημεῖον δὶ γράφει ἑπομένως περιφέ- 
ρειαν (8 1355). 

2) ᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΜΝ σχηματίζει σταθερὰν γωνίαν πρὸς τὴν 
ΜΕ, ἐνῷ τὸ Μ γράφει περιφέρειαν, ἡ περιβάλλουσα τὴν ΜΝ θὰ 
εἶναι κωνικὴ τομὴ ἔχουσα κέντρον (8 2177). 

3) 'Ομοίως διὰ τυχοῦσὰν εὐθεῖαν ΑΒ, τέμνουσαν τὴν ΜΕ εἰς 
ἕν σημεῖον Β λ.χ. Τὸ σημεῖον Β γράφει περιφέρειαν, ὁμόκεντρον 
τῆς γραφομένης ὑπὸ τοῦ Μ, ἡ δὲ ΑΒΕ παραμένει ἀμετάβλητος: 
περιβάλλει ἄρα καὶ ἡ ΑΒ κων. τομὴν ἔχουσαν κέντρον. 


“Πρόβλημα 982 


2189. Δίδονται δύο ὀρϑογώνιαι εὐϑεῖαι ΟΧ, ΟΥ̓ καὶ . ἡοῦμεν τὰς 
ἐλλείψεις δεδομένου ἐμβαδοῦ, τῶν ὁποίων οἱ ἄξονες κεῖνται ἐπὶ τῶν 
εὐθειῶν αὐτῶν. Ποία ἢ περιβάλλουσα τῶν ἐλλείψεων τούτων ; 


Τὸ ἐμβαδὸν ἑκάστης ἐλλείψεως εἶναι 
παβ-Ξα .ΟΑ .ΟΒ 
καὶ ἑπομένως ΟΑ. ΟΒ -Ξ σταθ. -Ξ 219. 


"Ἔστω τώρα αλβ ὁ πρωτεύων κύκλος τῆς τυχούσης (Ε) ἐκ τῶν 
ἐλλείψεων τούτων (σχ.1357) καὶ μὰν ἐφαπτομένη αὐτοῦ, δι᾽ ἣν τὸ 
σημεῖον ἐπαφῆς λ εἶναι τὸ μέσον τοῦ μεταξὺ τῶν οα, οβ τμήματος 


΄“ςΝὩΝ ΄ς 
αὐτῆς, ἢ αολ -Ξ λοβ -Ξ 159, Θὰ εἶναι 


ξξλ, σταθερὸς ἀριθμός. 


1 
᾿(ορλπ) --- -τ- (οαγβ) ἢ τρ. (ομν) -- τετράγων. (οαγβ), 


καὶ ἡ σχέσις αὐτὴ τῶν ἐμβαδῶν θὰ διατηρηθῇ καὶ κατὰ τὴν προ- 
βολὴν τῆς περιφερείας εἰς ἔλλειψιν. ᾿Επομένως : 
᾿Εὰν θεωρήσωμεν ἐφαπτομένην ΜΛΝ τῆς (Ε), διχοτομουμένην 
εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Λ, τὸ τρίγωνοφ ΟΜΝ θὰ εἶναι ἰσοδύναμον 
πρὸς τὸ ὀρθογώνιον ΟΑΓΒ 
ΟΜ.ΟΝ--2ΟΑ. ΟΒ -- 415. 
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᾿Αλλὰ τότε (δδ 78, 118), ἡ εὐθεῖα ΜΝ θὰ περιβάλλῃ ὑὕπερβο- 
λὴν καὶ τῆς ὁποίας θὰ ἐφάπτεται, εἰς ἑκάστην θέσιν αὐτῆς, κατὰ 
τὸ μέσον Λ τοῦ ᾿μεταξὺ τῶν ἀσυμπτώτων ΟΧ, ΟΥ̓ τῆς καμπύλης 
τεήματος αὐτῆς. ᾿Επειδὴ δὲ ἡ ΜΛΝ ἐφάπτεται καὶ τῆς ἐλλείψεως 
(Ε) καὶ εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Λ, συμπεραίνομεν: 


ΣΣ. 1357 


Ἡ περιβάλλουσα τῶν ἐλλείψεων (Ε) ἀποτελεῖται ἐκ. δύο ἰσο- 
σκελῶν ὑπερβολῶν, ἐχουσῶν ἀσυμπτώτους τοὺς ἄξονας ΟΧ, ΟΥ 
καὶ τὴν αὐτὴν δύναμιν Κκϑ. 


Σημείωσις. Ν. Α., 1869, σ. 95, Ο. Ηδτκεῖια. Ὃ 6. Εουτεὲ ὑπο- 
δεικνύει εἰς τὸ ἴδιον τεῦχος, σ. 323, ὅτι τὸ πρόβλημα λύεται ἐπί- 
σης, ὡς ἀνωτέρω, εὐκόλως, ὅταν αἱ ἐλλείψεις σταθεροῦ ἐμβαδοῦ 
ἔχουν κοινὸν ἕν ζεῦγος συζυγῶν διευθύνσεων. 


Θεώρημα 982--ἰ 


2188 α. ἙἘϊς πᾶσαν ἰσοσκελῆ ὑπερβολήν, τυχοῦσα χορδὴ αὐτῆς φαί- 
νεται ἐκ τῶν ἄκρων μιᾶς 
διαμέτρου ὑπὸ γωνίας ἴσας 
ἢ παραπληρωματικάς. 

Αἱ γωνίαι αὗται εἶναι 
ἴσαι ὅταν ἡ χορδὴ τέμνῃ 
τὴν διάμετρον᾽ ἄλλως εἴ- 
ναι παραπληρωματικαί. 

1 Ἔστωσαν ΑΒ ἡ 
διάμετρος καὶ ΓΔ 
χορδή. Θὰ δείξωμεν ὅτι 


“" “Ὁ 
ΓΑΔ -ἘΓΒΔ -- 1809, 
Πράγματι (8 2131 α): 

μ--ν-ΞΖα, 

γ-- αΞΞ2(90ο---α)ΞΞ180ο---2α. 


Διὰ προσθέσεως, λαμβάνομεν 
γα -- (α - ν) -Ξ 1809, 


ἀλλ᾽ εἶναι γ - μ-Ξ 3609 -- β' 
ἄρα (α-ἘΝ)-ἘΒ -Ξ 1809 
ἢ 


΄“΄ς-Ἐ- ΄-“Ο᾿ 
ΓΑΔ ΓΒΔ -Ξ 1805, 
2) Διὰ τὴν χορδὴν ΕΔ, ἔχομεν 
μ--νΞΞ2α 


σ--ἰτε 2α 
καὶ ἀφαιροῦντες ἐκ τῆς (2) τὴν (1) 


μιτιτπστον 
΄Ἁὶκ ΄. 
ῇ ΕΑΔ -Ξ ΕΒΔ. 


Θεώρημα τῶν βνίαπελοπ καὶ ῥοπεείεί 982-- 1 
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() 
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2188 β. Ἑὶς πᾶν τρίγωνον ἐγγεγραμμένον εἰς ἰσοσκελῆ ὑπερβολήν, τὸ 
ὠρϑόκενερον αὐτοῦ κεῖται ἐπὶ τῆς καμπύλης. 


ἯἩ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ τέμνει τὴν 


ὑπερβολὴν εἰς ἕν τέταρτον σημεῖον Δ' δι᾽ αὐτοῦ φέρομεν τὴν διά- 
μετρον τῆς καμπύλης ΔΟΗ. ᾿ 


Θὰ ἔχωμεν (8 2183 α): 


Ἂς ΄ς 
ΒΔΓ -Ἐ ΒΗΓ -ξΞ 1800 
ψἣἥ-ὠ γ΄. 
καὶ ἐπειδὴ ΒΔΓ ΒΑΓ, 


΄Ὗ"Ἁ«ο ΄"οῪ 
ΒΑΓ-Ἐ ΒΗΓ 1809, 
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΄“΄ῳψ ΄“᾿ ᾿ 
Ὁμοίως, ΑΔΓ-Ξ- ΑΗΓ (8 2183 α) 


καὶ μ:Ξ--ν, ὡς συμπληρώματα ἴσων γωνιῶν. Καὶ ἐπειδὴ 


΄“ ΝΥ 
ΓΗΒ -- ΓΕΒ, 


ἕπεται ρΞ--σ καὶ τὰ τρίγωνα ΕΓ, ΗΕΒ εἶναι ἰσοσκελῆ, ἡ ΓΕ 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΑἮΘΕ καὶ ιἐτειΐΞετ. 

Εἶναι κατὰ συνέπειαν κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας αἱ ΓΖ καὶ ΑΒ καὶ 
τὸ κοινὸν αὐτῶν σημεῖον Η, τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, 
κεῖται ἐπὶ τῆς καμπύλης. 


᾿7]]αρατήοησις. Τὸ ἄκρον Η΄ τῆς διαμέτρου ΑΟΗΠ΄ τῆς ὑπερβολῆς 
εἶναι τὸ ὀρθόκεντρον τοὺ τριγώνου ΒΔΓ καὶ κοινὸν σημεῖον τῆς 


ὑπερβολῆς καὶ τοῦ κ. τόξου (Β, Γ, Ἡ). 


2188. Ὃ κύκλος τῶν ἐννέα σημείων τριγώνου ἐγγεγραμμένον εἰς 
ὑπερβολὴν διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς καμπύλης. 


"Ἔστωσαν Μ, Ν, Ε τὰ μέσα τῶν πλευρῶν ΓΔ, ΒΓ, ΒΔ τοῦ 
τριγώνου ΓΒΔ. Θὰ πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι τὸ τετράπλευρον ΜΝΕΟ 
εἶναι ἐγγράψιμον. ΄ 

Πράγματι,. 


΄"ς ΄ς 
ΜΟΡ -- ΓΗΒ, ὡς ἔχουσαι τὰς πλευράς τῶν παραλλήλους 
΄΄- ΄ 
καὶ ΜΝᾺ -- ΓΔΒ, ὡς ἀπέναντι γωνίαι παραλληλογράμμου. 


“ “ “Ὁ “Ν 
ἼΑρα ΜΟᾺΆ - ΜΝᾺ -Ξ- ΓΗΒ -Ἡ ΓΔΒ -- 180, 


]]αρατήρησις. Ἢ περιφέρεια (Μ, ΟΜ) διέρχεται διὰ τῶν κοινῶν 
σημείων τῆς ΔΓ καὶ τῶν ἀσυμπτώτων. (Μέϑοδοι, 8. 174). 


2183 ὃ. Σημειώσεις. 1) Τὸ ϑεώρημα τῶν βυμαπομοη καὶ Ῥοπεοίος 
εὑρίσκεται εἰς τὰς -Ἰρριίϊοα(οτς α᾽ Απαίν8ε οἱ ἀε ἀἐογπέίγἱο τοῦ Ῥοῃ- 
ἕε]εῖ, τόμ. ΠΠ, σ. 504. ᾿Επίσης, .4, ἀ. Ω., τόμ. ΧΙ, 1820 - 21. 

Ἢ ἀπόδειξις ἐπανευρίσκεται εἰς τὸ 7γε ὁ ἀφ (ἰδονιέϊνοϊο τῶν 
Κοπομέ καὶ (οπιθετζοιῖββα, 7η ἔκδοσις, τόμ. [1], πο 1193, σ. 465. Βλ. 
ἐπίσης καὶ Δ΄. 41., 1864, σ. 541 καὶ 1865, σ. 32 - 39, ὅπου ὁ 1. Μεη- 
του δίδει διάφορα ἐνδιαφέροντα θεωρήματα ἐπὶ τῆς ἰσοσκελοῦς 
ὑπερβόλῆς. ; ᾿ : 

Καὶ σήμερον ἀκόμη προσπορίζεταί τις μεγάλην ὠφέλειαν ἐκ 
τῆς ἀναγνώσεως, μελέτης καὶ ἀφομοιώσεως τοῦ Τγαϊἐ ἀ68 γγὴῸο- 
ρ»οιό8 ὑγο)οοίἑυο8 ἀθα ἴσωγοβ καὶ τῶν Δρρὶϊοαίϊονις ἀ᾿ Απαίψ86 εἰ ἀρ 
Οἰδονιξίγὶα τοῦ ΡῬοπεοεῖει. 

Διὰ τὴν ἐκτίμησιν τοῦ ἔργου τῶν γεωμετρῶν τοῦ ΧΙΧ αἰῶνος, 
κατάλληλον βιβλίον εἶναι ἡ Εἴμας 8μ'" ἰδ ἀένείορμεγμε ἀδ8 
μιδιμοᾶφβ σόογέίγίηιθ8 τοῦ (ΣΑβῖοπ ασροῦχ (1904, Θαιτῖοῖ.  1116τ5). 
Ἡ ὡραία αὕτη μελέτη ἀναδημοσιεύεται εἰς τὸ τέλος τῆς Πιϑίοῖνε 
εἰὁ5 Μαιπόνιαίϊμεβ τοῦ Εοιδε - Β4]]. 

2) Ἢ τετρὰς τῶν τεσσάρων σημείων Α, Β, Γ, Η, ὠνομάσθη ὁσ- 
ϑυκεντοιπὴ. ὁμὰς ὑπὸ τοῦ Ιοηρο]απιρη. ({. ΔΓ. 5., 1891, τόμ. 15, 
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σ. 151). ἝἝκαστον τῶν τεσσάρων τούτων σημείων εἶναι τὸ ὀρθό- 
κεντρον τοῦ τριγώνου τῶν τριῶν ἄλλων. 
Εἰς τὸ ἴδιον σχῆμα δίδεται ἐπίσης καὶ τὸ ὄνομα ὀρϑοκεντροειδὲς 
“ἀπαραπηίο (35). ᾿ 
Τόπος 952--111 


2188 ε. ᾽Εὰν ἣ μία τῶν κορυφῶν παραλληλογράμμου περιγεγραμμέ- 
νου εἰς ἔλλειψιν γράφῃ τὴν μίαν τῶν διευϑετουσῶν αὐτῆς, ἡ ἀπέναντι 
ταύτης γράφει τὴν ἑτέραν διευϑετοῦσαν καὶ αἱ ἄλλαι δύο κορυφαὶ τὸν 
πρωτεύοντα τῆς ἐλλείψεως κύκλον. (Ν. .41., 1860, σ. 228, 229, ὑπο 
Τέβοαχε ἢ 1ναβοᾶβοβ, μαθητοῦ ΟΘέτοπο). 

᾿Επειδὴ αἱ ἐκ σημείου τῆς διευθετούσης ἀγόμεναι ἐφαπτόμεναι 
συναντοῦν τὸν πρωτεύοντα κύκλον εἰς τὰ ἄκρα διαμέτρου αὐτοῦ. 


Θεώρημα τοῦ ἐγέσϊεν 982--1Κ 


2185 ξ. ᾿Ορϑογώνιον τρίγωνον ΒΑΓ στρέφεται περὶ τὴν χορυφήν 
του Α καὶ μένει πάντοτε ἐγγεγραμμένον εἰς δοθεῖσαν κωνικὴν τομήν. 
Δείξατε ὅτι ἣ χορδὴ ΒΓ διέρχεται διὰ σταϑερόῦ σημείον. 

Ἡ περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ΒΑΓ περιφέρεια τέμνει τὴν 
κωνικὴν τομὴν εἰς ἕν τέταρτον σημεῖον Σ (σχ. 1359 α), καὶ ἡ διά- 
μετρος ΣΤ ὁρίζει τὴν ὀρθὴν γωνίαν ΣΑΤ. ἯἩ δὲ ἐφαπτομένη τῆς 


Σχ. (9.09 ὃ 


κων. τομῆς εἰς Α καὶ ἡ εἰς τὸ ἴδιον σημεῖον κάθετος ἐπ᾽ αὐτὴν 
ΑΔ συναντοῦν τὴν περιφέρειαν εἰς δύο σημεῖα Ζ, Δ ἐπὶ διαμέ- 
τρου κείμενα. 

᾽Εὰν ἐκ τοῦ Α προβάλωμεν ἐπὶ τῆς κων. τομῆς τὰ σημεῖα Β,Γ, 
Σ, Τ, Ζ καὶ Δ κατὰ τὰ Β, Γ, Σ, Γ΄, Α καὶ Δ’, αἱ διάμετροι ΒΓ, 
ΣΤ, ΖΔ γίνονται αἱ χορδαὶ ΒΓ, ΣΓ΄’, ΑΔ΄ τῆς καμπύλης. Καὶ ἐπειδὴ 
αἱ διάμετροι ΒΓ, ΣΤ, ΓΔ τῆς περιφερείας διέρχονται διὰ τοῦ κέν- 
τρου αὐτῆς Ο, ἕπεται (5 ὅτι καὶ αἱ ἀντίστοιχοι χορδαὶ θὰ διέρ- 


135. Σ Ἴμ. μετ. 'Ῥετράγωνον ; 

189. Σ Ἴμ. μετ. Κατὰ προτάσεις τῆς Προβολιχκῆς Γεωμετρίας (πρόλ. 
Ἑκχοσγοίοςβθ ἦς (ὑέοπιέίσγίς πιοάετγπε, ὑπὸ (ἢ. Ῥαρο]ϊοσ, τεύχη ὄγδοον 
καὶ ἔνατον. 


Γεωμετρία 18 
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χωνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Θ. Τοῦτο δὲ θὰ εἶναι σταθερὸν 
σημεῖον, ὡς τομὴ τῆς καθέτου ΑΔ΄ εἰς τὸ Α καὶ τυχούσης ἐκ τῶν 
θεωρουμένων χορδῶν. 


Παρατηρήσεις. 1) Ἣ ἀπόδειξις ἰσχύει διὰ πᾶσαν κων. τομήν. 

2) Τῇ βοηθείᾳ τῆς ἐνελίξεως, ἡ ἀπόδειξις εἶναι πολὺ ἁπλῆ 
(σχ. 1359 β): 

Διὰ τῆς στροφῆς τῆς γωνία: ΑΜΑ’ περὶ τὸ σημεῖον Μ, αἱ πλευ- 
ραὶ αὐτῆς ΜΑ, ΜΑ’ παράγουν τὰς ὁμολόγους ἀκτῖνας δύο ἐνελι- 
κτικῶν δεσμῶν, ἐχουσῶν ὁμολόγους ἀκτῖνας τὴν ἐφαπτομένην ΜΤ 
καὶ τὴν κάθετον ΜΝ. 'Επομένως, αἱ χορδαὶ ΑΑ΄, ΑΓ,Α,’ κλπ. τέμ- 
νονται εἰς σταθερὸν σημεῖον Ζ, κείμενον ἐπὶ μιᾶς τῶν χορδῶν 
τούτων, τῆς καθέτου ΜΝ. 

3) Τὸ ϑεώρημα τοῦ: Ενόσίον προκύπτει διὰ τῆς μεθόδου τῶν ἀντι- 
τρόφων πολικῶν ἐκ τῆς στοιχειώδους ἰδιότητος τῆς παραβολῆς: 
Ὃ τόπος τῶν κορυφῶν τῶν πεοιγεγραμμένων εἰς παραβολὴν ὀοϑῶν γωνιῶν 
εἶναι οὐϑεῖα : ἡ διευϑετοῦσα τῆς παραβολῆς. (Δ΄. (1., 1894, σ. 322, (4- 
χ8118}}. 

Τὸ σημεῖον τοῦ Ἐγέσὶον ἔχει πλείστας ἰδιότητας" βλ. σχετικῶς 
ὡραῖον ἄρθρον τοῦ Οέτατά εἰς Μαϊδεξδὶς, 1899, σ. 136. 


Σημείωσις. Τοῦ Ἑτέρίετ, ἀποφοίτου τῆς Κεοία Ροϊψίδο!ινη 6. 
εὑρίσκονται ὡραῖαι σχετικαὶ ἐργασίαι εἰς τὸν ΧἹΊ τόμον τῶν 4.α.α., 
1815 «16, σ. 229 καὶ 242: 1μέονδηιο5 ποιυδαϊω; 5." ἰδὲ ἰΐσηθς οἱ 8ι6"- 
ἴαοοβ ἀμ βϑροοπὰ ογᾶτνε. 


Περιβάλλουσα 982--ν 


2188 η. 1) Νὰ εὑρεϑῇ ἢ περιβάλλουσα τῶν χορδῶν τῶν συνδεουσῶν 
τὰ ἄκρα τῶν ζευγῶν συξζυγῶν διαμέτρων ἐλλείψεως (α, β). 

2) Ὁμοίως, τῶν ἐπιπέδων τῶν διερχομένων διὰ τῶν ἄκρων τριῶν συ- 
ζυγῶν διαμέτρων ἐλλειψοειδοῦς (α, β, γ). 


1) ᾿Αναγόμενοι εἰς τὸν πρωτεύοντα κύκλον τῆς ἐλλείψεως, ἀνα- 
γνωρίζομεν ἀμέσως ὅτι ἡ ζητουμένη περιβάλλουσα εἶναι ἡ ἔλλει- 
ψις, καθ᾽ ἣν προβάλλεται ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς δοθείσης ἐλλεί- 
ψεωώς; ἡ περιφέρεια - περιβάλλουσα τῶν χορδῶν, αἵτινες ἑνοῦσιν 
τὰ πέρατα ζευγῶν καθέτων διαμέτρων τοῦ κύκλου τούτου. 

Εἶναι ἑπομένως ἡ ζητουμένη περιβάλλουσα ἔλλειψις ὁμόκεν- 
τρος καὶ ὁμοία τῆς δοθείσης καὶ μὲ ἄξονας ὅτε καὶ 8:13. 

2) Ἡ περιβάλλουσα τῶν ἐπιπέδων τούτων εἶναι ἐλλειψοειδὲς 
ὁμόκεντρον καὶ ὅμοιον τοῦ δοθέντος καὶ μὲ ἄξονας 

αΥ̓͂ βῚ2 ΥἹΖ 
πΦ.' ΕἸΣ καὶ 13 (39). 


Περιβάλλουσα 9982-- ΚΜ] 


2188 ὃ. Ποία ἣ περιβάλλουσα τῶν ὑποτεινουσῶν τῶν ὀρϑογωνίων 
τριγώνων, τῶν ὁποίων ἡ κορυφὴ τῆς ὀρϑῆς γωνίας εἶναι τὸ κέντρον 
κῶν. τομῆς καὶ αἱ δύο ἄλλαι κορυφαὶ κεῖνται ἐπὶ τῆς καμπύλης ; 


140. Σ μι μετ, Καθ᾿ ὁμοίαν ἀπόδειξιν' ἐπειδὴ τὸ δοθὲν ἐλλειψοει- 
δὲς δύναται νὰ θεωρηθῇ «προδολὴ» σφαίρας. (Βλ. ᾿Αναλ. Γεωμ. Ν, Σα- 
κελλαρίου, ΠΠ τόμος : ᾿Επιφάνειαι Β’ βαϑμοῦ). 
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Διά τὴν ἔλλειψιν, εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος αὐτῆς καὶ ἀκτῖ- 


. α 

νος ἴσης πρὸς ---------- Διὰ τὴν ὑπερβολήν, ἀκτὶς εἶναι 
Ὡς πρὸς τς ἘΠ: ρ ἡ 

ΞΞΞ . ὅπου α ὁ πρωτεύων τῆς καμπύλης ἄξων' διὰ τὴν πραγ- 

--αα 

ματικότητα τῆς περιφερείας ταύτης, θὰ πρέπει α « β. 

Διὰ τὸ ἐλλειψοειδές, ἡ περιβάλλουσα τῶν ἐπιπέδων, τῶν ὁρι- 

ζομένων διὰ τῶν ἄκρων ἑνὸς τρισορθογωνίου συστήματος ἡμιδια- 

μέτρων αὐτοῦ, εἶναι σφαῖρα ὁμόκεντρος τῆς ἐπιφανείας καὶ ἀκτῖ- 


αβγ 
νος βει- τεσ :--. 
γα" -Ἡ β᾽ -Ἐ γ' 

Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα, διὰ κωνικὴν τομὴν ἔχουσαν 
κέντρον, προετάθη εἰς τὰ 4... ἀ. Ο. (τόμ. ΧΧ, 1824 - 25, σ. 76) καὶ 
ἐλύθη εἰς τὸν ἴδιον τόμον, σ, 197 ὑπὸ τοῦ Οἰεττεί, κατὰ συνήθη 
εἰς αὐτόν, ἁπλοῦν καὶ εὐφυῆ τρόπον. Μεταβαίνει ἀπὸ τῆς ἐλλεί- 
ψεως εἰς τὴν ὑπερβολὴν διὰ τῆς ἀντικαταστάσεως τοῦ β διὰ 
τοῦ βΥ --Ἰ. 

Εἰς τὴν σελ. 199 -204 εἴς ἀνώνυμος συνδρομητὴς ἀποδεικνύει 
τὸ θεώρημα ἀναλυτικῶς καὶ τὸ ἐπεκτείνει δι᾽ ἐπιφανείας τετάρ- 
του βαθμοῦ ἐχούσας κέντρον. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
"Ελλειψις καὶ ὑπερβολὴ 


Πρόβλημα 988. 


2184. Ἑὶς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ κέντρου ἐλλείψεως εὑρίσχεται 
χορδὴ αὐτῆς παράλληλος πρὸς τὸν μέγαν ἄξονα καὶ ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ 


αὐτοῦ ; 
Εἰς ἀπόστασιν ἜΤ (8 50). 
Πρόβλημα 9894 


.23185δ. Δίδεται ἔλλειψις διὰ τῶν ἑστιῶν της καὶ τοῦ μήκους 3α τοῦ 
μεγάλου ἄξονος. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ κοινὰ σημεῖα τῆς καμπύλης ταύτης 
καὶ περιφερείας ἐχούσης κέντρον χείμενον ἐπὶ τοῦ μικροῦ ἄξονος. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 116). 
Προόβλημα 986 


2186. Δοϑείσης ἐλλείψεως, νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη αὐτῆς σχηματίζουσα 
γωνίαν φ μετὰ τῶν ἑστιακῶν ἀκτίνων εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς. 


΄ἱΚ- 

Ἕστω ΕΜΛ --φ. Ἐπειδὴ ἡ ἐφαπτομένη εἶναι ἴσον κεκλιμένη 
πρὸς τὰς ἑστιακὰς ἀκτῖνας, ἡ γωνία Ε΄ΜΕ θὰ εἶναι ἴση πρὸς 
1809 ---2ῳφ καὶ τὰ ζητούμενα σημεῖα Μ θὰ εἶναι κοινὰ τῆς δο- 
θείσης ἐλλείψεως καὶ τῶν δύο συμμετρικῶν κυκλικῶν τόξων 
(Ε, Ε΄, 1809 .-- 2 φ). 
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ΑΙ τέσσαρες ἐφαπτόμεναι ἀποτελοῦν ἕνα περιγεγραμμένον εἰς 
τὴν ἔλλειψιν ρόμβον. 
“Οοιακὰ μἐέγέϑη. Τὰ ἀνω- 5 ἴσα κυκλ. τόξα δέχονται τόσον 


μΕΥα ἀρ τεραν γωνίαν, ὅσον μικροτέρα εἶναι ἡ ἀκτίς των. Εἰς τὰς 
ἔδροθος ἢ Β’ ἑπομένως λαμβάνομεν τὴν μεγαλυτέραν γωνίαν 
ΕΒΕ΄ καὶ εἰς τὰς κορυφὰς Α ἢ Α΄ τὴν μικροτέραν. 

. Πράγματ', διὰ τὴν ἐφαπτομένην εἰς Α, ἡ γωνία τῶν ἑστιακῶν 
ἀκτίνων εἶναι μηδέν, 


πρόβλημα 986 


2187. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως, ϑεωρουμένης τῆς 
καμπύλης ταύτης ὡς προβολῆς περιφερείας ἐπὶ ἐπίπεδον. 


“Ἕστω α ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας. 

Ἢ διάμετρος αὐτῆς, ἡ παράλληλος πρὸς τὴν τομὴν τῶν δύο 
ἐπιπέδων, προβάλλεται κατὰ τὸ ἀληθὲς αὐτῆς μέγεθος καὶ δίδει 
τὸν μέγαν ἄξονα 2α τῆς ἐλλείψεως" ἡ δὲ διάμετρος τῆς περιφε- 
ρείας, ἡ κάθετος ἐπὶ τὴν προηγουμένην, προβάλλεται κατὰ μῆκος 
2 ἴσον πρὸς τὸν μικρὸν ἄξονα τῆς καμπύλης. Ἢ γωνία ὦ τῆς 
δευτέρας διαμέτρου μετὰ τῆς προβολῆς της εἶνα! ἡ γωνία τῶν 
ἐπιπέδων τῆς περιφερείας καὶ τῆς ἐλλείψεως : 

β 


συνω Ξ:Ξ-- 
α 


᾿Επειδὴ δὲ ἡ προβολὴ μιᾶς ἐπιπέδου ἐπιφανείας ἐπὶ ἐπίπεδον 
ἔχει ἐμβαδὸν ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς προβαλλο- 
μένης ἐπὶ τὸ συνημίτονον τῆς γωνίας τῶν δύο ἐπιπέδων, θὰ εἶναι 


β 


ἐμβ. ἐλλείψεως -Ξ- ἐμβ. περιφερείας Χ σὺν -- παῦ. τ Ξ παβ. 


πρόβλημα 937 


2188. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ μήχη α, βὶ τῶν ἡμιαξόνων ἐλλείψεως 
συναρτήσει τῶν μηκῶν α΄, β΄ δύο συζυγῶν ἡμιδιαμέτρων αὐτῆς καὶ τῆς 
γωνίας αὐτῶν. 


Ἔκ τῶν δύο σχέσεων 88 2073 καὶ 2075): 
α΄ -Ἐβ΄- α"-ἘΒ' καὶ 2αβ-- 2α΄ β΄ ημχ, 


εὑρίσκομεν 
α' Ἐβ' -[2αβ--(« Ἐ β)) τε αϑ.-Ὁ 85 Ἐ2α Β΄ ημν 
καὶ α᾽ - β2-- 2αβ -- (α --- β)" εξ α΄3-Ἐ β΄: --δαΐβ΄ ημνχ. 
'ἙἙπομένως: ξ 


α--ἰν α΄ β΄: -Ε2α Β΄ πμνχ ἘΣ Υατρτ- Ζαθ’ ημν΄. 
β- - γαὰτ ΒΤ ΞαΡ ταν - τ ΥαΊΈβ-Ζαβημν. 
Ππρόβλημα 938 


2189. Νὰ κατασκευασϑοῦν γεωμετρικῶς οἱ ἄξονες ἐλλείψεως, ὅταν 
δίδωνται ϑέσει αἱ δύο ἴσαι συζυγεῖς διάμετροι αὐτῆς. ᾿ 


Ἔστω ΟΔ-- ΟΔ΄. Ὁ μέγας ἄξων κεῖται ἐπὶ τῆς διχοτόμου 
ΟΧ τῆς γωνίας ΔΟΔ΄ καὶ ᾿ 
ὁ μικρὸς εἶναι κάθετος ἐπ᾿ 
αὐτόν. 

Φέρομεν. τὴν διχοτόμον 
τῆς γωνίας ΧΟΥ! ἡ τεταγ- 
μένη ΔΡ μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὸ 
μῆκος ΟΕ τῆς ἀκτῖνος τοῦ 
πρωτεύοντος κύκλου τῆς 
ἐλλείψεως, ἡ δὲ τετμημένη 
δίδει ΟἹ Ξ- β. (6., πο 635). 


Παοατήρησις. Ἢ περίπτω- 
σις καθ᾽ ἣν γνωρίζομεν τὰς 
δύο ἴσας ουζυγεῖς διαμέ- 
τρους ἐλλείψεως καὶ τὴν 
γωνίαν αὐτῶν, ἐμφανίζεται 
συχνὰ εἰς τὰς ἐφαρμογάς, 
ὡς λ.χ. εἰς τοὺς ἀνακουφι- 
στικοὺς ϑόλους νοῦϊζεβ επ Σχ. 1001. 

Ἰόςματαε) Ἐἰς τὴν ᾽᾿Αρχιτε- 
κτονικήν, εἰς τοὺς κυματόμους τῶν. λοξῶν πολυτόξων γεφυρῶν κλπ. 
Εἰς τὰς περιπτώσεις ταύτας, τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως εἶναι 


π. ΔΟ9 ημ ΔΟΔ' -- πα’ ημφ.- (φ--" ΔΌΔΊ. 
᾿Επειδὴ δὲ 


ΟΡ -Ξ ΟΔ ουν ΔΟΡ -- α΄ συν Φι 


2 
καὶ ΟΕ--α--ΟΡΥ͂Ζ, 
ἕπεται α΄ --α΄ Υ2 συν Φ . 
᾿Ομοίως, ΟΥ̓ --α΄ ημ Ξ, καὶ β-Ξ α΄Υ ημ Σ. 


2189. Σημείωσις. Ἐς τὴν πρᾶξιν καὶ ἰδιαιτέρως εἰς τοὺς θό- 
λους τῶν γεφυρῶν, ἡ ἔλλειψις ἀντικαθίσταται ὑπὸ τῆς ὠσειδοῦς 
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(ἀκριβέστερον, ὑπὸ τοῦ ἡμίσεος τῆς καμπύλης ταύτης) ἢ ὑπὸ 
τῆς λαβῆς κανίστοου, μὲ τρία ἢ πέντε κέντρα (88 1759 - 1763). 


πρόβλημα 9399 


2190. Θεωροῦντες τὴν ἔλλειψιν ὡς προβολὴν περιφερείας καὶ ἄνευ 
χατασκευῆς τῆς καμπύλης, νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένην αὐτῆς: 

1) Εἰς δοϑὲν σημεῖον τῆς χαμπύλης. 

Ὶ Ἐκ σημείου ἐκτὸς τῆς καμπύλης κειμένου. 

8) Παράλληλον πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνσιν. 

1) Ἔστω Ν τὸ δοθὲν σημεῖον. Ἣ τεταγμένη ΡΝΜ δίδει τὸ 
σημεῖον Μ τῆς περιφερείας, τὴν ἐφαπτομένην αὐτῆς ΜΤ καὶ τὴν 
ζητουμένην ΝΤ. 

2) "Ἔστω Θ τὸ δοθὲν σημεῖον. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΒΘΡ΄ καὶ 
ἐκ τοῦ Ρ’ ἐφαπτομένην Ρ΄ Θ΄’ τῆς περιφερείας. 


Σχ, 1362. 


Τὸ Θ’ εἶναι τὸ ἀντίστοιχον τοῦ Θ΄ σημεῖον ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου 
τῆς περιφερείας. ᾿ ᾿ 

Αἱ ἐκ τοῦ Θ΄ ἐφαπτόμεναι ΘΉ΄, Θ΄ Λ΄, μᾶς ὁδηγοῦν ἀμέσως 
καὶ εἰς τὰς ἐφαπτομένας ΘΗ, ΘΛ τῆς ἐλλείψεως. 

3) Ἔστω ΟΣ ἡ δοθεῖσα διεύθυνσις. Εὐρίσκομεν τὴν ἀντίστοι - 
χον ταύτης διεύθυνσιν ΟΣ΄ εἰς τὸ ἐπίπεδον τῆς περιφερείας καὶ 
φέρομεν ἐφαπτομένην 1Π’΄ παράλληλον πρὸς τὴν ΟΣ΄. ᾿Εκ τῆς ἐφα- 
πτομένης ταύτης, κατασκευάζομεν κατὰ τὰ προηγούμενα.- καὶ τὴν 
ζητουμένην ἐφαπτομένην 1τ' τῆς ἐλλείψεως. παράλληλον ᾿ πρὸς 


τὴν ΟΣ. 
Πρόβλημα 9959--} 


2191. Μὲ τὰ ἴδια δεδομένα, νὰ ἀχϑῇ κάϑετος ἐπὶ τὴν ἔλλειψιν: 
1) Εἰς δοϑὲν σημεῖον αὐτῆς. 
2) Παράλληλος πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνσιν. 


1) Ἔστω Μ τὸ δοθὲν σημεῖον. Εὑρίσκαμεν, κατὰ τὸν προηγού- 
μενον τρόπον, τὴν ἐφαπτομένην ΜΙ τῆς ἐλλείψεως κἀὶ φέρομεν 
κάθετον ἐπ’ αὐτὴν ΜΝ. 


Παρατήρησις. Ἢ κάθετος ΜΝ δὲν εἶναι προβολὴ τῆς καθέτου 
ΜΌ ἐπὶ τὴν περιφέρειαν’ διὰ τοῦτο εἶναι ἀναγκαία ἡ κατασκευὴ 
τῆς ἐφαπτομένης ΜΙ. 
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ἦ ἐμ ος ΟΓ ἡ δοθεῖσα διεύθυνοις καὶ ΟΔ κάθετος ἐπὶ 
τὴν ὃ : 

Εὑρίσκομεν τὴν ἐφαπτομένην ΤΕ΄ τῆς περιφερείας, τὴν παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ἀντίστοιχον τῆς ΟΔ διεύθυνσιν ΟΔ΄. ᾿Εκ ταύτης 


ἀναγόμεθα εἰς τὴν ἐφαπτομεν" . ΤΕ τῆς ἐλλείψεως καὶ τὴν κά- 
ϑετον ΕΖ. 


2191α. Σημείωσις. ᾿Ανάλογοι κατασκευαὶ παρέχουν τὰς λύσεις 
τῶν αὐτῶν προβλημάτων, ὅταν γνωρίζωμενλ δύο συζυγεῖς διαμέ- 
τορους τῆς ἐλλείψεως καὶ τὴν γωνίαν αὐτῶν. Βασίζονται ὅμως 


αὗται ἐπὶ μερικῶν θεωρημάτων μὴ ἀποδεικνυομένων εἰς τὰ (οὰανυ 
ἀε ἰδσιιόνίο ἡμῶν καὶ τὰ ὁποῖα περιοριζόμεθα ἐνταῦθα νὰ ἀνα- 
φέρωμεν μόνον: 

"Ἐὰν κλίνωμεν κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν τὰς τεταγμένας ἐλλείψεως, λαμ- 
δάνομεν ἔλλδειριν πάλιν, ἀναφερομένην εἰς δίο ρυξζυγεῖς διαμέτρους αὐτῆς. 

Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν πεοιφέρειαν, διὰ κλίσεως κατὰ τὴν αὖ- 
τὴν γωνίαν τῶν τεταγμένων τῆς καὶ πολλαπλασιασμοῦ αὐτῶν ἐπὶ τὸν αὐτὸν 
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ἀριϑμὸν (Σχ. 1964). Αἱ ἐφαπεόμεναι εἰς ἀντίστοιχα σημεῖα ΝΛ, 'Μ’ συναν- 
τοῦν τὴν ΑΛ’ εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον... 

Διὰ τὰ θεωρήματα ταῦτα καὶ τἀς ἐκ τούτων κατασκευάς, πα- 
ραπέμπομεν εἰς τὸ (Ἱρροπάΐοα αὐτὸ Εχογοΐοοθ ἀδ Θέονιέέγίο ἡμῶν. 

᾿ γωτέρω κατασκευαὶ εὑρίσκονται ἐπίσης καὶ εἰς τὴν 3ην 
ἔκδοσιν τῶν΄ ἔ:. ἀε Θέονι. Ποβονὶριϊυα (πο8 91 καὶ ἑπόμενα). 


Θεώρημα 93839--11 


3192. Εἰς τὴν ἔλλειψιν, ὁ λόγος τῆς τετμημένης ἑνὸς σημείου αὐτῆς 
πρὸς τὴν ὑποκάϑετον τῆς καμπύλη- εἰς 
2 
αὐτὸ εἶναι ἴσος πρὸς “πὶ . 
Πράγματι, ἐκ τῶν ὀρθογωνίων τρι- 
γώνων ΟΜΊ καὶ ΝΜΤ εὑρίσκομεν 


ΡΜ'ξ--ρο .ΡΊΤ, 
ῬΜῖξΞΞΡΝ.ρΡτ. 
“Επομένως : 


ΟΡ ΡΜ’ α: 


Θεώρημα 989-- ΠῚ 


2192 α. "ἔστω Μ σημεῖον ἐλλείψεως, ΜΙΝ ἡ κάϑετος ἐπὶ τὴν καμπύ- 
λὴν καὶ ΟΑΓΒ τὸ ἐπὶ τῶν ἡμιαξόνων 
ὀρϑογώνιον. Δείξατε ὅτι ἧἣ τεταγμένη 
Ῥ τοῦ Μ καὶ ἢ ἐκ τοῦ Ν κάϑετος 
ἐπὶ τὴν ΑΒ τέμνονται ἐπὶ τῆς διαγω- 
νίου ΟΓ τοῦ ὀρϑογωνίον. 
Τὰ τρίγωνα ΗΡΝ καὶ ΟΑΒ εἶναι 
ὅμοια, ὡς ἔχοντα τὰς πλευράς τῶν 
καθέτους (σχ. 1366). 'Επομένως: 


ΡΗ α 
ΡΝ Π β 


καὶ διαιροῦντες τὴν ἰσότητα ταύτην 
διὰ τῆς προηγουμένης (8 2192), εὑρίσκομεν τὴν 
ΡΗ β ΑΓ 
ΟΡ α“ΑΟ 
ἥτις ἀποδεικνύει ὅτι τὸ σημεῖον Η εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς ΟΓ. 
]η ᾿Εφαρμογή. Νὰ ἀχϑῇ ἡ κάϑετος εἷς τὸ σημεῖον Μ. 
Ἔκ τῆς τομῆς Η τῆς ΟΓ καὶ τῆς τεταγμένης ΡΜ φέρομεν κά- 
θετον ΗΝ ἐπὶ τὴν ΑΒ. Ἢ ΜΝ εἶναι ἡ ζητουμένη κάθετος. 
3α ᾿Εφαομογή. Νὰ ἀχϑοῦν αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὴν ἔλλειψιν ἐκ σημείου δὰ 
τοῦ μεγάλον αὐτῆς ἄξονος. 
Ἔκ τοῦ Ν φέρομεν κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΒ, τέμνουσαν εἰς Η τὴν 
ΟΓ. Οἱ πόδες τῶν ζητουμένων καθέτων εὑρίσκονται ἐπὶ τῆς ἐκ 
τοῦ Η καθέτου ἐπὶ τὴν ΟΑ. 


161] 


Θεώρημα 9839--1} 


2192 β. "Ἐὰν ἡ ἐκ τοῦ Γ (σχ. 1867) κάϑετος ἐπὶ τὴν ΑΒ τέμνῃ τὴν 
ΟΑ εἰς 1, ἡ δὲ ἡμιδιάμετρος ΟΜ τέμνῃ τὴν ΑΓ εἰς Λ, ἡ κάϑετος ΜΝ 
ἐπὶ τὴν καμπύλην εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΛΙ 

"Ἔστω ἩΜΝ τὸ τρίγωνον τοῦ προηγουμένου σχήματος" ἐπειδὴ 
αἱ ἮΝ καὶ ΓΙ εἶναι παράλληλοι, ὡς καὶ αἱ ΜΝ καὶ ΓΑ, θὰ ἔχωμεν: 

ΟΙ ΟΓ ΟΛ᾽ 
ΟΝ Ξ ΟΗ ΟΜ 

Εἶναι δηλ. ΛΙ παράλληλος τῆς ΜΝ. 

ϑὴηὴ ᾿Εφαομογή. Νὰ εἰρεϑῇ τὸ σημεῖον Δ ἐλλείιμεως, εἰς ἡ ἡ κάϑετο; 
ἐπ᾿ αὐτὴν ἔχει δοϑεῖσαν διεύϑυνσιν. 

Προσδιορίζομεν πρῶτον τὸ ση- 
μεῖον [ διὰ τῆς καθέτου ἐκ τοῦ Γ 8 
ἐπὶ τὴν ΑΒ. ᾽Εκ τοῦ 1 φέρομεν πα- ᾿ 
ράλληλον [Λ πρὸς τὴν δοθεῖσαν δι- Ἁ 
εὐθυνσιν. Τὸ ζητούμενον σημεῖον εὑ- 
ρίσκεται ἐπὶ τῆς ΟΛ. 


ἰὴ ᾿Εφαομογή. Νὰ εὗρεϑῇ σημεῖον 


ΜΟ ἐλλείψεως, εἰς ἡ ἡ κάϑετο; ἐπ᾿ αὐτὴν ο ΝΤ Α 
σχηματίζει δοϑεῖσαν ᾿ωνίαν Φ μετὰ τῆς Σι, 1367. 
ἡμιδιαμέτοου ΟΜ, Μέγιστον τῆς γωνίας 

ταύτης. 


Προσδιορίζομεν πάλιν τὸ σημεῖον ἰ καὶ γράφομεν κυκλ. τόξον 
(17) διὰ τῶν Ο, Ι, δεχόμενον γωνίαν Φ. ἩἯ τομὴ Λ αὐτοῦ καὶ τῆς 
ΑΓ ὁρίζει τὴν ἡμιδιάμετρον ΟΛ, ἐφ᾽ ἧς κεῖται τὸ σημεῖον Μ. ’ 

Ἡ ΕΥ̓ γωνία φΦ λαμβάνεται διὰ τόξον (Τ) ἐφαπτόμενον 
τῆς ΑΓ, Τὸ σημέϊον ἐπαφῆς θὰ εἶναι τότε τὸ Γ. Πράγματι τὰ 
τρίγωνα ΙΓᾺ καὶ ΑΒΓ εἶναι ὅμοια (ὡς ἔχοντα τὰς πλευράς των 
καθέτους) καὶ ἑπομένως: 

Α΄: ΑΓ. ΑΓ 
ἊΓ ΒΓ αο᾽ 
ἣ ΑΓ -ΞΞΑΟ «Αἱ. 

Εἶναι, κατὰ συνέπειαν, ἡ μεγίστη γωνία φΦ ἴση πρὸς τὴν γω- 

νίαν ΟΓΙ. 


2192 γ. Σημείωσις. Τὰ θεωρήματα 2194 καὶ αἱ ἐφαρμογαί των 
μᾶς ἀνεκοινώθησαν ὑπὸ τοῦ καθηγητοῦ εἰς τὴν βιοίεα ὧἀφ8 γοπίς 
δἰ εμαιι8ό68 Δίαιτίος αἰ Οςαρσπε καὶ ἐδημοσιεύθησαν ταυτοχρόνως 
εἰς τὸ .. ἀ. Δ]. Εἰ. τοῦ Χ υἱδετγί (1η Δεκεμβρίου 1898). 

Ἢ κατασκευὴ τῆς καθέτου εἰς τὸ σημεῖον Μ (πρώτη ἐφαρ- 
μογή), ἐδόθη ὑπὸ τοῦ σοφοῦ καθηγητοῦ διὰ τὴν εὐκολωτέραν χά- 
ραξιν τῶν ἁρμῶν εἰς τοὺς ἐλλειπτικοὺς θόλους καὶ εἶχεν ἤδη ἀνα- 
κοινωθῆ εἰς τὰ “πηαίοες ͵Ὴβ Ῥοπὶς οἱ οἰαιιβϑ8δέε8 τὸ 1886, 2α ἐξαμη- 


νία, σ. 403). 
᾿ Πρόβλημα 940 


2193. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ σημεῖα εἰς τὰ ὁποῖα δοϑεῖσα εὐθεῖα συναντᾶ 
ὑπερβολήν, διδομένην διὰ τῶν ἑστιῶν χαὶ τοῦ μήκους τοῦ πρωτεύοντος 
ἄξονος αὐτῆς. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 113 β). 
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Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ προσδιορίσωμεν τὰ σημεία, κατὰ τὰ 
ὁποῖα δοθεῖσα εὐθεῖα συναντᾶ ὑπερβολήν, διδομένην διὰ τῶν 
ἀσυμπτώτων τῆς καὶ ἑνὸς αὐτῆς σημείου. (Βλ. Ε;, ἀ. αέοηι. Βέ8ον.» 
λη ἔκδ., Σημ. πο5 1311 καὶ ἑξῆς). 


πρόβλημα 941 


2194. Δίδεται ἰοοσχελὴς ὑπερβολὴ διὰ τῶν ἀσυμπτώτων καὶ τῆς 
δυνάμεως κ' αὐτῆς. Ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη τῆς καμπύλης τοί- 
αὕτη, ὥστε τὸ μεταξὺ τῶν ἀσυμπτώτων τμῆμα αὐτῆς νὰ ἔχῃ μῆχος 
δοϑέν. 

(Βλ. λιέϑοδοι, οὶ 118). 

Πρόβλημα 942 

2196. Νὰ κατασχευασϑῇ (1}) ἔλλειψις ἢ ὑπερβολή, τῶν ὁποίων δί- 
δονται τὸ κέντρον, τὸ μῆχος 3 α τοῦ πρωτεύοντος ἄξονος καὶ δύο ἐφα- 
πτόμεναι. 


Μὲ κέντρον τὸ Ο καὶ ἀκτῖνα α γράφομεν τὸν πρωτεύοντα 


Σχ. 1388. Σι. 1360. 


κύκλον καὶ εἰς τὰ σημεῖα Γ, Γ΄, Δ, Δ΄, καθ᾽ ἃ τέμνει οὗτος τὰς 
δοθείσας ἐφαπτομένας, φέρομεν καθέτους ἐπ᾽ αὐτάς. - 

Αἱ κάθετοι αὗται τέμνονται ἀνὰ δύο εἰς τὰς ἑστίας. ᾿Εὰν αἱ 
ἑστίαι εἶναι ἐσωτερικαὶ τοῦ πρωτεύοντος κύκλου (σχ. 1368), τὰ 
δοθέντα 'στοιχεῖα ἀνήκουν εἰς ἔλλειψιν’ ἄλλως, εἰς ὑπερβολὴν 
(σχ. 1369). 

Ὑπάρχουν ἐν γένει δύο λύσεις" ἐπειδὴ δυνάμεθα νὰ θεωρήσω- 
μεν ὡς ἑστίας καὶ τὰς τομὰς 'ε, ε' τῶν καθέτων εἰς τὰ Γ, Δ’ καὶ 
Γ’, Δ. Ἢ εε’ θὰ εἶναι ἡ ἑστιακὴ ἀπόστασις μιᾶς ὑπερβολῆς, κλπ. 


111. Σημ. μετ. Νὰ" εὐρεθοῦν δηλ. σημβῖα ὁσαδῆποτε τῶν χαμπύλων 
αὐτῶν, ἢ ἀπ᾽ εὐθείας ἐκ τῶν δεδομένων ἢ διὰ προσδιορισιοῦ τῶν χυρίῶν 
στοιχείων τῶν καμπύλων. 
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Πράβλημα 942--1 
2196. ᾿σμυϊος, ἐὰν δίδωνται ὁ προ τεύων ἄξων (ϑέσει καὶ μεγέϑει) 
καὶ μία ἐφαπτομένη. 


Γράφομεν τὸν πρωτεύοντα κύκλον ἐπὶ τοῦ μεγάλου ἡμιαξονος 
ΑΑ΄ καὶ φέρομεν καθέτους εἰς τὰ κοινὰ σημεῖα Γ, Γ΄ αὐτοῦ καὶ 


Σχ. 1310. Σχ. 22. 


τῆς δοθείσης ἐφαπτομένης. Θὰ ἔχωμεν ἔλλειψιν, ἐὰν ἡ ἐφαπτομένη 
τέμνῃ τὸν μέγαν ἄξονα ἐκτὸς τοῦ τμήματος ΑΑ΄ αὐτοῦ καὶ ὑπερ- 
βολὴν εἰς τὴν ἀντίθετον περίπτωσιν (σχ. 1370 καὶ 1371). 
Προόβλημα 942--1] 
2197. “Ὁμοίως, ἐὰν δίδωνται μία τῶν ἑστιῶν, μία ἐφαπτομένη, ἣ 
διεύϑυνσις τοῦ πρωτεύοντος ἄξονος καὶ τὸ μῆκος του 3α. 
Ἔκ τῆς ἑστίας Ε φέρομεν κάθετον ΕΓ ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην Τ 


καὶ μὲ κέντρον τὸ Γ καὶ ἀκτῖνα α γράφομεν περιφέρειαν τέμνου- 
σαν τὴν εὐθεῖαν χν εἰς Ο καὶ Ο΄. Μὲ κέντρον δ ἕν τῶν σημείων 
τούτων καὶ ἀκτῖνα α γράφομεν περιφέρειαν (πρωτεύοντα κύκλον) 
καὶ εἰς τὸ σημεῖον Δ, καθ᾽ ὃ αὕτη τέμνει τὴν ἐφαπτομένην Τ, φέ- 
ρομεν κάθετον ΔΕ΄ ἐπὶ τὴν Τ μέχρι τοῦ ἄξονος κι. Τὸ σημεῖον 
Ε΄ εἶναι ἡ δευτέρα ἑστία. 

Ἧ περιφέρεια (Ο’, α) δίδει δευτέραν λύσιν. 

᾿Ἐἀν αἱ ἑστίαι εὑρίσκωνται ἐντὸς τοῦ πρωτεύοντος κύκλου 
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(σχ. 1372), ἡ καμπύλη εἶναι ἔλλειψις" ὑπερβολὴ δὲ ἐὰν εὑρίσκων- 
ται ἐκτὸς αὐτοῦ (σχ. 1373). 


Τὸ πρῶτον σχῆμα δίδει ἐλλείψεις, τὸ δεύτερον μίαν ὑπερβολὴν 


«- Ζ 


ὅχ. 1518. 


καὶ μίαν ἔλλειψιν. Θὰ εἴχομεν δύο ὑπερβολάς, ἐὰν ἡ εὐθεῖα χν 
διέτεμνε τὸ τμῆμα ΑΑ΄. 


Πρόβλημα 9464--111 


2198. Ὁμοίως, ἐὰν δίδωνιαι ᾿αἱ δύο ἑστίαι καὶ ὁ λόγος ΝΣ τῶν 


ἀξόνων. 


1) Διὰ τὴν ἔλλειψιν, ὁ λόγος ἿΣ εἶναι μικρότερος τῆς μονάδος. 


Σχ. 1971. Σ;, 1219. 


Λαμβάνομεν ἐπὶ τῶν ἀξόνων μήκη ΟΜ, ΟΝ τοιαῦτα, ὥστε: 
πΟ Ξ ἘΞΣ (σχ. 1374) καὶ διὰ τοῦ σημείου Ε φέρομεν παράλλη:- 
λον ΕΒ πρὸς ΝΜ, Θὰ ἔχωμεν 


α΄. ἥ --: ἊΣ 
86 - καὶ ἑπομένως ΒΕ -εα, ΟΒ ΞΞβ. 


2) Διὰ τὴν ὑπερβολὴν (σχ. 1375), ὑψοῦμεν εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον 
Μ τοῦ ἑστιακοῦ ἄξονος κάθετον ΜΝ τοιαύτην, ὥστε 


ΜΝ - τ 
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Μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα ΟΝ γράφομεν τόξον ΝΔ καὶ ἐκ τοῦ Ε 
φέρομεν παράλληλον ΖΙ πρὸς τὴν ΝΔ. 


᾿ : ΟΑ ΟΜ α 
Επειδὴ "Γ -Ν δ᾽ 

θὰ εἶναι ΟΑ -Ξ-α, : β, 

ἀφοῦ ΑΟΞ-Ἐ ΑΙ" Ξξ ΟἹ" -Ξ ΟΕ -- γ' 


ἯἩ εὐθεῖα ΟΙἹ εἶναι ἀσύμπτωτος τῆς καμπύλης ((., η"5 663). 
Πρόβλημα Θ942--).' 
2199. Ὁμοίως, ἐὰν δίδωνται μία ἑστία Ε, ἕν σημεῖον λί τῆς καμπύ- 


λης. ἡ ἐφαπτομένη εἰς αὐτὸ καὶ τὸ μῆκος ΡΥ ἢ ὃ. 
Εὑρίσκομεν τὸ σημεῖον Ε,, συμμετρικὸν τοῦ Ε πρὸς τὴν ἐφα- 


Σχ. 1316. ΣΧ. 1571. 


πτομένην Τ καὶ ἐπὶ τῆς εὐθείας Ε,Μ λαμβάνομεν μῆκος Ε,(Ε΄ ἢ 
Ε. Ε΄ ἴσον πρὸς 2α. 

Διακρίνομεν τρεῖς περιπτώσεις : 

1)2α »ΜΕ (σχ. 1376). Εὐρίσκομεν μίαν ἔλλειψιν καὶ μίαν 
ὑπερβολήν. 

2) 2α -- ΜΕ. Ἡ ἔλλειψις εἶναι εὐθεῖα γραμμή, ἡ ΜΕ. 

3)2α «ΜΕ (σχ. 1377). Εὑρίσκομεν δύο ὑπερβολάς. Αὗτα 
συμπίπτουν πρὸς τὴν ἐφαπτομένην ΜΊ διὰ 2α Ξύ, 

᾽Εὰν δοθῇ ἡ ἑστιακὴ ἀπόστασις 2γ, ἡ ἄλλη ἑστία Ε΄ (ἢ Ε΄) 
εἶναι κοινὸν σημεῖον τῆς εὐθείας ΜΕ, καὶ τῆς περιφερείας (Ε, 2 γ). 

Διὰ 2Υ»ΈΕΕ,» ΜΕ, ἔλλειψις καὶ ὑπερβολή. 

Διὰ 2ΖγιΞΕΕ,» ΜΕ, ἡ ὑπερβολὴ ἀνάγεται εἰς τὴν ἐφαπτο- 
μένην ΜΤ. 

Διὰ Ζγ ΞΞΕΕ, -- ΜΕ, αἱ δύο χύσεις εἵναι εὐθεῖα ΜΤ (ὑπερ- 
βολὴ) καὶ ἡ εὐθεῖα ΜΕ (ἔλλειψις). 

Διὰ ΜΕ »2Υγ»ΊΈΕ,, λαμβάνομεν δύο ὑπερβολάς. ᾿ 

Τὸ ἐλάχιστον τοῦ' μήκους 2γ εἶναι ἡ ἀπόστασις τοῦ Ε ἀπὸ 
τῆς εὐθείας ΜΕ,. Εἰς τοῦτο ἀντιστοιχεῖ μία μόνον ὑπερβολή. 
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πρόβλημα 942--ν 


2200. 'Ομοίως, ἐὰν δίδωνται μία ἑστία Ζ καὶ τρεῖς ἐφαπτόμεναι. 


Προβάλλομεν τὴν ἑστίαν ἐπὶ τὰς 
τρεῖς ἐφαπτομένας εἰς Δ, Δ᾽, Δ΄’ καὶ 
γράφομεν τὸν πρωτεύοντα κύκλον 
(4Δ΄ Δ΄). Ἡ εὐθεῖα ΖΓ ὁρίζει τὸν μέ- 
γαν ἄξονα κλπ. 

᾿Ἐὰν τὸ σημεῖον Ζ εἷναι ἐσωτερι- 
κὸν τῆς περιφερείας, ἡ κων. τομὴ εἶναι 
ἔλλειψις (σχ. 1378) ἄλλως εἶναι ὑπερ- 
βολή. 


Πρόβλημα 942-- Κ"] 


αι ἀδ 2201. “Ὁμοίως, ἐὰν δίδωνται μία ἑστία, 
δύο ἐφαπτιόμεναι καὶ τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 
μιᾶς ἐξ αὐτῶν. 

"Ἔστωσαν Ε,, Ε΄, τὰ συμμετρικὰ σημεῖα τῆς δοθείσης ἑστίας 
πρὸς τὰς ἐφαπτομένας. Ὃ διευθύνων κύκλος Γ (Ε΄, 2α) θὰ διέρ- 


Σχ. 1919. Σι. 13:0. 


εται διὰ τῶν Ε,, Ε΄, καὶ θὰ ἔχῃ τὸ κέντρον του Ε΄ ἐπὶ τῆς Ε΄͵,Μ. 

ὑρίσκεται, ἑπομένως, ἡ δευτέρα ἑστία Ε΄ διὰ τῆς τομῆς τῆς Ε΄.Μ 
καὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ μέσον τῆς Ε,Ε΄,.. Ἢ καμπύλη εἶναι ἔλλει- 
ψις ἐὰν τὸ σημεῖον Ε εἶναι ἐσωτερικὸν τοῦ Γ (σχ. 1379). Ἄλλως, 
εἶναι ὑπερβολὴ (σχ. 1380). 


Πρόβλημα 948 
2202. Νὰ κατασκευασϑῇ ἔλλειψις ἐκ δύο ἐφαπτομένων, τῶν σῃη: 
μείων ἐπαφῆς καὶ τῆς εὐθείας ἐφ᾽ ἧ: κεῖται ὁ μέγας αὐτῆς ἄξων. 


Ἔστωσαν ΒΜ, ΒΜ΄ αἱ ἐφαπτόμεναι καὶ χν ἡ εὐθεῖα ἐφ᾽ ἧς ὁ 
μέγας ἄξων. Ἡ εὐθεῖα ΒΓΟ, ἡ συνδέουσα τὸ Β μετὰ τοῦ μέσου 
Γ τῆς χορδῆς τῶν ἐπαφῶν, διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς καμπύ- 
λης (8 2081)" ἀφ᾽ ἑτέρου (8 2077): 


αἴ-ΞΟΡ.ΟΤ. 


Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ γράψωμεν περιφέρειαν ἐπὶ διαμέτρου ΟΤ 
καὶ νὰ τάμωμεν αὐτὴν εἰς Ε διὰ τῆς τεταγμένης ΡΜ. Θὰ ἔχωμεν 
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ΟΕΞ3--ῸΡ .ΟἹ -- α' καὶ ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα 
ΟΕ θὰ εἶναι ὁ πρωτεύων τῆς ἐλλείψεως κύκλος, κλπ. 


Ἡ εὐθεῖα ΜΛ, παράλληλος τῆς χν, τέμνει τὴν ΟΕ εἰς ἀπό- 
οτασιν ἀπὸ τοῦ Ο ἴσην πρὸς τὸ μῆκος τοῦ μικροῦ ἄξονος 
(0., πϑ 635). 

Πρόβλημα 94383--] 


2208.α. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ σημεῖα καϑ᾽ ἃ δοθεῖσα εὐϑεῖα τέμνει ὕπερ- 
βολήν, διδομένην διὰ τῶν ἀσυμπτώτων καὶ 
ἑνὸς σημείου αὐτῆς. 


Θὰ σπουδάσωμεν διαδοχικῶς τὰς 
διαφόρους δυνατὰς περιπτώσεις. 


1ἡ Περίπτωσις. "1{ δοϑεῖσα εὐϑεῖα εἷ- 
"αἰ παράλληλος πρὸς μίαν τῶν ἀσυμπτώτων. 

Ἔστωσαν ΟΖ, ΟΙΚ αἱ ἀσύμπτωτο', 
Α τὸ δοθὲν σημεῖον καὶ ΖΗ ἡ δοθεῖσα 
εὐθεῖα. 

Πᾶσα εὐθεῖα παράλληλος πρὸς μίαν 
τῶν ἀσυμπτώτων ὑπερβολῆς τέμνει αὐ- 
τὴν εἰς ἕν μόνον σημεῖον εἰς πεπερα- 
σμένην ἀπόστασιν (88 258 καὶ 2124). 

Ἔστω Μ τὸ ζητούμενον σημεῖον Σχ. 1581 (6). 
καὶ ἐκ τῶν Α, Μ ἂς φέρωμεν παραλ- 
λήλους πρὸς τὰς ἀσυμπτώτους.. Γνωρίζομεν ὅτι ἡ ἐξίσωσις ὑπερ- 
βολῆς πρὸς ἄξονας τὰς ἀσυμπτώτους αὐτῆς εἶνα! 


ΧΙ Ξξ "ἢ. (., π9 678) 
'Ἑπομένως 
ΟΒ. ΟΓ-Ξκ᾽ρ, ΟΘ.ΟΖεκ 
ἢ ΟΘ ΟΓ 
ὍΒ ΟΖ᾽ 


᾿Επειδὴ τὰ μήκη ΟΒ, ΟΓ, ΟΖ εἶναι γνωστά, τὸ ΟΘ-:-Ζ.μΜ 
ὁρίζεται ὡς τετάρτη αὐτῶν ἀνάλογος καὶ αἱ παράλληλοι πρὸς 
τὰς ἀσυμπτώτους ἐκ τῶν Θ καὶ Ζ τέμνονται εἰς τὸ ζητούμενον 
σημεῖον Μ. ᾿ 

2202 β. --- 23ὰα Περίπτωσις. "Η δοϑεῖσα εὐϑεῖα εἶναι παράλληλος πρὸς 
ἕνα τῶν ἀξόνων τῆς χαμπύλης (σχ. 1381 δ). 

1) Ὑγυποθέσωμεν πρῶτον ὅτι ἡ εὐθεῖα ΖΘ εἶναι παράλληλος πρὸς 
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τὸν δευτερεύοντα ἄξονα ΟΥ τῆς καμπύλης. “Προβάλλομεν. τὸ 
δοθὲν σημεῖον Α ἐπὶ τῶν 
ἀξόνων εἰς τὰ σημεῖα Β καὶ 
Γ καὶ προεκτείνομεν τὴν τε- 
ταγμένην ΑΒ μέχρι τῶν το- 
μῶν της Δ, Ε μετὰ τῶν ἀσυμ- 
πτώτων ΟΘ, ΟΖ. 

Ἢ ἐξίσωσις τῆς καμπύλης 
πρὸς τοὺς ἄξονας ΟΧ, ΟΥ̓ 


εἶναι 
ΧΆ Ὑτνν ς 
α: β΄ 
᾿Επειδή, ὡς γνωστόν, 
ΒΔ β 
ΟΒ᾽ α᾽ 
Σὰ. 128} ὧδ. β 
ΒΔ --ΟΒ ---- 
θὰ εἶναι ΑΔ-:ΟΒ.-Β. ΕΒ, ΑΕ -- ΟΒ.-Ξ-. ΑΒ 
: β᾽ 
καὶ ΑΔ.ΑΕ Ξ οΟΒ". ον ΑΒ, 
αξ 
τ ΑΔ.ΑΕ ΟΒ: ΑΒ’ 
ῃ πσρτ τ αν  ρ᾽- , 
θοῦ ΟΒ καὶ ΒΑ εἶναι αἱ συντεταγμέναι τοῦ σημείου Β. Ἔπο- 
μένως 
ΑΔ. ΑΕ -Ξ- β5. 


Οἰουδήποτε ὄντος, ὥστε, τοῦ σημείου Α τῆς ῥἡπεοβολῆς, τὰ μήκη ΑΔ, 
ΔῈ ἔχουν γινόμενον σταϑερόν, ᾿ 
. Κατὰ συνέπειαν, ὁρίζονται τὰ κοινὰ σημεῖα Μ, Ν τῆς ὑπερ- 
βολῆς καὶ τῆς εὐθείας ΖΘ διὰ τῆς εὑρέσεως τῶν πλευρῶν ΜΘ, 
ΜΖ ὀρθογωνίου παραλληλογράμμου, ἔχοντος ἄθροισμα προσκει- 
μένων πλευρῶν ΜΘ - ΜΖ -Ξ- ΖΘ -- γνωστὸν μῆκος καὶ ἐμβαδὸν 
ΜΘ. ΜΖ -Ξ- ΑΔ. ΑΕ -Ξ β5. 

Ἢ λύσις τοῦ γνωστοῦ αὐτοῦ προβλήματος εἶναι πολὺ ἁπλῆ 
(8 297). ᾿Επὶ τῆς ΖΘ ὑψοῦμεν καθέτους ΖΗ, ΘΙ, ἴσας ἀντιστοίχως 
πρὸς τὰ μήκη ΑΔ, ΑΕ καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν μὲ διάμε- 
τρον ΗΙ. Τὰ κοινὰ σημεῖα (ὅταν ὑπάρχουν) ταύτης καὶ τῆς εὐ- 
θείας ΖΘ ὁρίζουν τὰ σημεῖα Μ, Ν. 

Ὑπάρχουν δύο λύσεις, μία ἢ καμμία λύσις. 


2202 γ. Ὑποθέσωμεν τώρα ὅτι ἡ εὐθεῖα ΜΝ εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὸν πρωτεύοντα τῆς ὑπερβολῆς ἄξονα, τέμνουσα εἰς Ζ 
καὶ Θ τὰς ἀσυμπτώτους. (Σχ. 1381] γ). ᾽Εὰν Α τὸ δοθὲν σημεῖον, 
ἀποδεικνύομεν, καθ᾽ ὅμοιον τοῦ προηγουμένου τρόπον, ὅτι - 


ΜΖ.Μθ -- ΑΔ. ἊΕ -- α 


καὶ τὰ σημεῖα Μ, Ν, το" “ἰ τῆς δοθείσης εὐθείας καὶ τῆς ὑπερ- 
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βολῆς, εὑρίσκονται κατὰ τὸν εἰς τὸ σχῆμα ὑποδηλούμενον τρό- 
πον καὶ τὰ ἐν 8 299 ἐκτεθέντα. 


Εὑρίσκονται δύο σημεῖα το- Ὰς ὟἹ “ 
μῆς πάντοτε Μ, Ν. νὰ ν  . τ 
2202 δ. ϑηὴ Περίπτωσις. "Π Ἵ Ν Ζ ΩΝ 
δοϑεῖσα εὐθεῖα ἔχει τυχοῦσαν ϑέοιν. τ ὡξνξς 
ἅτ “ ΄ “ ΠΝ 
Ἢ περίπτωσις αὕτη ἀνά- “4 | : τα 3 


δευτέραν διὰ τῶν ἰδιοτή- 
των τῶν συζυγῶν διαμέτρων ἶ 
(8 2126). Θεωροῦντες πράγ- -“ δ΄. 
ματι τὴν εὐθεῖαν ΟΒΧ, διερ- ον το δ 
χομένην διὰ τοῦ κέντρου Ο ἰ΄. 
τῆς καμπύλης καὶ τοῦ μέσου ἡ ν 
Λ τῆς 2Θ (μέσον, ὡς γω-ὦ τ ---- Ξ 
στόν, καὶ τῆς χορδῆς ΜΝ), ὡς Σ χε 1051 ἡ. 

καὶ τὴν παράλληλον ΟΥ̓ τῆς 

ΖΘ, λαμβάνομεν δύο συζυγεῖς ά 
διευθύνσεις τῆς ὑπερβολῆς καὶ ὡς πρὸς τὰς ὁποίας ἡ ἐξίσωσις τῆς 
καμπύλης παραμένει πάλιν ἡ Ἶ 


γεται εἰς τὴν προηγουμένην -΄. ες ' ; 


χἕ ν 3 


τ τ" 
ὅπου α΄, β΄ αἱ ἀντίστοιχοι συζυγεῖς ἡμιδιάμετροι. 
Εὐὑρίσκομεν καὶ πάλιν 
ΜΖ. ΜΘΞΑΔΟΑΕ 


καὶ ἡ κατασκευὴ τῶν σημείων Μ, Ν᾽ εἶναι πανομοιότυπος τῶν 
προηγουμένων (σχ. 138] β καὶ ε). 


σκν....55΄ 


Σὰ. 1281 ῳ). Σχ. 838} (}. 


Παρατήρησις, Χρήσιμος θὰ ἦτο ἡ σύγκρισις. τῆς ἀνωτέρω γεω- 
μετρικῆς μεθόδου πρὸς τὴν τῆς Παραστατικῆς Γεωμετρίας (ἔς. ἀ. 
α. Ποδον., πὸβ 123, 124), ὅπου χρησιμοποιεῖται εἷς βοηθητικὸς 
κῶνος. 


Τεωμετρία 722 
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Πρόβλημα 944 
2209. Νὰ κατασχευασϑῇ παραβολὴ ἐκ τῶν ἀκολούϑων δεδομένων : 


Τῆς ἑστίας καὶ δίο ἐφαπτομένων αἰτῆς. . 
Ἡ εὐθεῖα ΒΓ (Σχ. 1382), τῶν προβολῶν τῆς ἑστίας ἐπὶ τὰς 


τ 


Σκ. 1263. Σ.. 1352. 


ἐφαπτομένας, εἶναι ἡ ἐφαπτομένη εἰς τὴν κορυφὴν καὶ ἡ ἐκ τῆς 
ἑστίας κάθετος ΕΑ ἐπὶ τὴν ΒΓ ὁ ἄξων τῆς καμπύλης. 
Πρόβλημα 944--1 
2204. Ἔκ τῆς ἑστίας, τοῦ ἄξονος καὶ μιᾶς ἐφαπτομένη:. 
Προβάλλομεν τὴν ἑστίαν ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην (σχ. 1383) καὶ 


ἐκ τῆς προβολῆς Β φέρομεν κάθετον ΒΑ ἐπὶ τὸν ἄξονα. Τὸ ση- 
μεῖον Α εἶναι ἡ κορυφὴ τῆς παραβολῆς. 


Προόβλημα 944--1] 
2206. ᾿Ἐκ τῆς διευϑετούσης, ἑνὸς σημείου καὶ τῆς ἐφαπτομένη: 
εἰς αὐτό. 


Προβάλλομεν τὸ σημεῖον Μ ἐπὶ τῆς διευθετούσης (σχ. 1384) 
εἰς Β καὶ λαμβάνομεν τὸ συμμετρικὸν Ε τοῦ Β πρὸς τὴν ἐφαπτο- 
μένην. Τὸ σημεῖον Ε εἶναι ἡ ἑστία τῆς παραβολῆς. 


Πρόβλημα 944--111 


2206. Ἔκ τῆς διευϑετούσης ἢ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυφὴν 
καὶ δύο ἐφαπτομένων. 


Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν (σχ. 1385), ἔστωσαν Ε, καὶ Ε,΄ αἱ 
τομαὶ τῶν δοθεισῶν ἐφαπτομένων καὶ τῆς διευθετούσης. Αἱ συμ - 
μετρικαὶ τῶν εὐθειῶν Ε,Λ καὶ Ε(Λ΄ πρὸς τὰς εὐθείας Τ καὶ Τ΄, 


1111] 


ἀντιστοίχως, τέμνονται εἰς τὴν ἐστίαν Ε τῆς καμπύλης. ᾿Επειδή, 
ὡς γνωστόν, 


νων. ΤΕ ΛΈ ΓΤΕΙΕ καὶ γων. ΤΈ,᾽ Λ΄ Ξ:ὡ ΤΈ,Ἑ. 


Φχ, 1::5.. Σ.. 250. 


Εἰς τὴν δευτέραν περίπτωσιν, αἱ κάθετοι ἐπὶ τὰς ἐφαπτομένας 
εἰς τὰ σημεῖα Β, Β΄-- κοινὰ τῶν δοθεισῶν ἐφαπτομένων καὶ τῆς 
ἐφαπτομένης εἰς τὴν κορυφὴν --- τέμνονται εἰς τὴν ἑστίαν πάλιν 
τῆς παραβολῆς..- 

Πρόβλημα 944--1} 


2207. ᾿Ἐκ τῆς ἑστίας ἢ τῆς διευϑετούσης, καὶ δύο σημείων. 


᾽Εὰν δίδεται ἡ ἑστία Ζ (σχ. 1386), 
καθὼς καὶ τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ΄, θὰ 
πρέπει νὰ φέρωμεν κοινὴν ἐφαπτομέ- .-- 
νην Δ ἢ Δ’ εἰς τὰς περιφερείας 
(Μ, ΜΖ) καὶ (Μ’, Μ΄ Ζ). Ὑπάρχουν 
δύο λύσεις, ἀντίστοιχοι τῶν διευ- 
θετουσῶν Δ ἢ Δ΄. Μ τ 

᾽Εὰν δίδεται ἡ διευθετοῦσα Δ, . Ζ δὴ 
θὰ πρέπει νὰ γράψωμεν τὰς περιφε- “ 
ρείας μὲ κέντρα τὰ καὶ Μ΄ καὶ ἐππν, ἡ’ 
ἐφαπτομένας τῆς Δ. Εὐρίσκομεν δύο Δ] δτ ὦ 
λύσεις Ζ, Ζ’ μίαν ἢ καμμίαν, κατὰ ὁπ πε 
τὸ πλῆθος τῶν κοινῶν σημείων τῶν 
δύο τούτων περιφερειῶν. 


Παρατήρησις, Δυνάμεθα νὰ θεωρή- ἕως 
σωμεὲεν ἐπίσης καὶ τὰ ἀκόλουθα δέ- ͵ 


μ' 


᾿ - 
΄ 
“ 
“᾽ 
͵ 
ἀν 
. 


δομένα καὶ νὰ ἀχθῶμεν εἰς ἁπλᾶς “ 
λύσεις τῶν ἀντιστοίχων προβλη- “΄ 
μάτων: 


δ ἔπε, Σ ΜΙ Μ Ξ Σχ. 1538. 
Τὴν ἑστίαν, ἢ διευϑετοῦσαν, ἕν σημεῖον 


καὶ μίαν ἐφαπτομένην. 
Τὴ ἱε ἔς μ" “-- ἧς . ΄ ΕΣ Ἂς ΄ 
ἣν ἑστίαν, ἔν σημεῖον καὶ τὴν. κάϑετον εἰς αὐτό, 
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Πρόβλημα 944-- ᾿' 
2208. Ἔχ τοῦ ἄξονος, ἑνὸς σημείου καὶ τῆς ἐφαπτομένης εἰς αὐτό. 


Ἡ εἰς τὸ μέσον τοῦ τμή- 
ματος ΜΤ (σχ. 1387) κάϑε- 
τος ἐπ᾿ αὐτὸ τέμνει τὸν 
ἄξονα εἰς τὴν ἑστίαν Ε 
((., πο 694). 

Τὸ δὲ μέσον Α τοῦ τμή- 
ματος ΤΕ εἶναι ἡ κορυφὴ 
τῆς παραβολῆς ((., πϑ 699). 

μοίως, ἐκ τῶν: 

α)" ᾿Ἄξονος, μιᾶς καϑέτοι 
καὶ τῆς παραμέτοου. 


β) 4 Ἄξονος, ἑνὸς σημείου 

Ὡς Ἢ " καὶ τοῦ μήκους τῆς εἰς αὐτὸ 
«.- ὑφαπτομένης. ΐ ᾿ ᾿ 

γΥ) Δῖιἂς ἐφαπτοιιένηξ:, τοῦ 


σημδίον ἐπαρῆ:, τοῦ μήκουΞ 
τῆς εἰς αὐτὸ ὑφαπτομένης καὶ τῆς παραμέτοου. 


“ 
Ἵ 


Σ.. 1057, 


Πρόβλημα 944-- ν; 


2209, Ἔκ τοῦ ἄξονος καὶ δύο σημείων. 
"Ἔστωσαν Αχ, Μ καὶ Β ὁ ἄξων καὶ τὰ σημεῖα (σχ. 1388). 


Σ.. 1358, Σχ. 1289. 


᾽Εὰν Α εἶναι ἡ κορυφή, θὰ ἔχωμεν (ἐκ τῆς ἐξισώσεως τῆς καμ- 
πύλης) τὴν ἀναλογίαν : 
ΜΡ. - ΒΓ’ ΜΡ: ΘΘΑΡ 
ἊΡ ἐρτ τ ἢ γν “-αγ' 
ἐξ ἧς 
ΜΡ"--ΒΓΈ ΑΡ- ΑΓΞΓΡ 
Ἄρα 
αγι--- - ΠΕΡΙ Ρ. ΒΓ’ - ΓΡ.ΒΓ' 
“ΙΟΜΡΈΒἊ(ΜΡ -- ΒΓ) ΗΜΊΗΜ 
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μῆκος γνωστὸν καὶ εὐκόλως κατασκευάσιμον. Τὸ σημεῖον Μ᾽ εἶναι 
τὸ συμμετρικὸν τοῦ Μ πρὸς τὸν ἄξονα. 


]]αρατήοησις. Φθάνομεν εἰς τὴν λύσιν ταχύτερον ἐὰν λάβωμεν 
π᾿ ὄψιν ὅτι (8 2143): 


ΑΔ Η΄΄,, ΔΡΟῊΡ 
ἌΡ “ἫΜ καὶ ΔΈ Ἥμ " 


τετάρτη ἀνάλογος γνωστῶν μηκῶν. 


Ποόβλημα 944-- "1 


2210. 'Ἐ. δύο σημείων χαὶ τῶν εἰς αὐτὰ ἐφαπτομένων. 


"Ἔστωσαν Μ καὶ Μ’ τὰ σημεῖα ἐπὶ τῶν ἐφαπτομένων Μ0ἷΔ καὶ 
ΜΡ (σχ. 1390). Ἢ εὐθεῖα ΡΘ, ἡ συνδέουσα τὸ σημεῖον Ρ' μετὰ 


Σχ. 1590. 


τοῦ μέσου τῆς χορδῆς τῶν ἐπαφῶν, εἶναι παράλληλος πρὸς τὸν 
ἄξονα (Ο., πϑ 705). : 

Προβάλλομεν τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ΄’ εἰς Ε καὶ Η ἐπὶ τῆς εὐθείας 
ταύτης, ἔστωσαν δὲ Β, Γ τὰ μέσα τῶν τμημάτων ΡΕ καὶ ΡΗ. Ἡ 
τομὴ τῶν εὐθειῶν ΜΒ καὶ ΜΊΤ' εἶναι ἡ κορυφὴ Α τῆς παραβολῆς. 

Πράγματι, θὰ ἔχωμεν ἐκ τοῦ σχήματος 


ΑΤΞΞΑΟ, ἄνξεαὶ 


καὶ αἱ ὑφαπτόμεναι ΤΟ, ΧἹ θὰ διαιροῦνται εἰς δύο ἴσα μέρη 
ἑκάστη ὑπὸ τοῦ σημείου Α. Εἶναι, ἑπομένως, τοῦτο ἡ κορυφὴ τῆς 
παραβολῆς (6., πο 699). 

᾿Εὰν δὲ φέρωμεν καὶ τὴν κάθετον ΜΝ καὶ λάβωμεν ἑκατέρω- 
θεν τοῦ Α τμήματα ΑΖ -- ΑΔ -Ξ τ τὸ σημεῖον Ζ θὰ εἶναι ἡ 
ἑστία τῆς παραβολῆς (6., π5 699, 2) καὶ ἡ κάθετος εἰς τὸ Δ ἐπὶ 
τὸν ἄξονα ἡ διευθετοῦσα αὐτῆς. 
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Πρόβλημα 948 


2211. ΠΠαραβολικὸν τμῆμα ΑΡΤ' ἔχει ὡς βάσιν χορδὴν ΒΡ κάϑετον 
ἐπὶ τὸν ἄξονα τῆς χαμπύλης. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΖΕΘ τοιαύτη, ὥστε 
τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Εἰ νὰ εἶναι μέσον τοῦ τμήματος ΖΘ, τοῦ περατουμέ- 
νου εἰς τὴν χορδὴν ΒΓ χαὶ εἰς τὴν ἐκ τοῦ Γ παράλληλον πρὸς τὸν 
ἄξονα τῆς καμπύλης. 

(8λ. Μμέϑοδοι, 8. 318). 

Πρόβλημα 946 


2212. Νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον τέμνον κῶνον ἐκ περιστροφῆς κατὰ δοϑεὶ- 
σαν ἔλλειψιν ἢ παραβολὴν ἢ ὑπερβολήν. : 

Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Παπάε]!π (Ο., πο 843), τὸ ἀναφερόμενον 
εἰς τὰς ἐπιπέδους τομὰς κώνου ἐκ περιστροφῆς, γνωρίζομεν ὅτι 


Σχ. 1391. Σχ. 1302. 


κι 


πᾶσα ἐπίπεδος τομὴ ἑνὸς τοιούτου κώνου εἶναι ἔλλειψις, παραβολὴ 
ἢ ὑπερβολή. 

“Επὶ τοῦ προκειμένου, θὰ πρέπει νὰ ὡρίσωμεν τὸ τέμνον ἐπί- 
πεδον εἰς τρόπον, ὥστε ἡ τομὴ νὰ εἶναι ἴση πρὸς τὴν δοθεῖσαν 
καμπύλην. 

Κατὰ τὰς περιπτώσεις, δίδονται οἱ ἄξονες 2α, 2β ἢ ἡ παρά- 
μετρος Ρ. ΓἙστω 2α ἡ γωνία εἰς τὴν κορυφὴν τοῦ κώνου. 

1) "Ἑλλειψις (σχ. 1391). 

Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνου ΑΥ Α΄, τοῦ 
ὁποίου γνωρίζομεν τὰς πλευρὰς ΑΛ΄ -Ξ2α, ΑΚ -- 2γ--2 Κα Ἔβ9 
(Ο.; π᾿ 846, π5 2) καὶ τὴν γωνίαν ν -- 90ο -- α εἰς μοίρας. 

Ὑπάρχει πάντοτε λύσις καὶ μία μόνον, ἀφοῦ ΑΟ « ΑΑ’ καὶ 
Χ' «90, Ἢ κατασκευὴ τοῦ τριγώνου τούτου ὁρίζει καὶ τὰ. μήκη 
ΑΣ, Α΄Σ ἐπὶ δύο διαμετρικῶν τοῦ κώνου γενετειρῶν, ἄρα καὶ τὸ 
τέμνον ἐπίπεδον, κάθετον διὰ τῆς ΑΑ΄ ἐπὶ τὸ ΑΣΑ΄. 

2) Παραβολὴ (σχ. 1392). Θὰ πρέπει νὰ κατασκευάσωμεν τὸ ὀρ- 
θογώνιον τρίγωνον ΑΘΟ, τοῦ ὁποίου γνωρίζομεν τὴν ὀξεῖαν γω- 


νίαν Ο --α καὶ τὴν πλευρὰν ΑΘ -- Ἐ. (6., πὸ 848, 2). Τὸ πρό- 
βλημα ἔχει πάντοτε λύσιν καὶ μίαν μόνην. 
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2213. 3) Ὑπεοβολὴ (σχ. 1393). Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν 
κατασκευὴν τοῦ τριγώνου ΑΥ̓ Α΄, εἰς τὸ ὁποῖον εἶναι γνωστὰ ἡ 
πλευρὰ ΑΑ΄ --2α,ιἡ Αν -- 2 Υ͵5-Ὲ β'-- 2γ καὶ ἡ γωνία τ΄ -- 90"-- α 
(α., πο 851,2). ᾿Επειδὴ ἡ ἀπέναντι τῆς γωνίας Λ΄ πλευρὰ ΑΑ΄ΞΞ2α 
εἶναι μικροτέρα τῆς ΑΧ Ξε2γ, θὰ ὑπάρ- 
χουν δύο λύσεις, μία ἣ καμμία. Θὰ πρέ- 
πει ἡ γωνία 2α νὰ εἶναι τοὐλάχιστον ἴση 
πρὸς τὴν γωνίαν 2φΦ τῶν ἀσυμπτώτων τῆς 
δοθείσης ὑπερβολῆς (8 2124 γ), ἐὰν δὲ ἡ 
νωνία αὕτη εἶναι ἴση πρὸς 2α ἡ ΑΑΛ΄ θὰ 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὸν ἄξονα τοῦ 
κώνου καὶ ΚΑ΄ ΞΞ 2β. ᾿ 

᾿Εὰν ἡ γωνία 2α εἶναι μεγαλυτέρα τῆς 
νωνίας 2Φ, θὰ ἔχωμεν πάντοτε δύο λύσεις. 


2214. Παρατηρήσεις. 1) Δυνάμεθα εὐκό- 
λῶς νὰ ὡρίσωμεν τομὴν ἑνὸς κυλίνδρου 
διαμέτρου 2β κατὰ ἔλλειψιν μὲ ἄξονας 
2α καὶ 2β 42α. ταν 

Ὁμοίως, ἐπὶ δοθέντος κώνου δυνάμεθα Σα. ἀλ0δ 
πάντοτε νὰ τοποθετήσωμεν δοθεῖσαν ἔλ- 

Ἀειψιν ἢ παραβολήν, καθὼς καὶ ὑπερβολήν, ἀλλὰ τῆς ὁποίας ἡ 
νωνία τῶν ἀσυμπτώτων νὰ μὴ ὑπερβαίνῃ τὴν γωνίαν εἰς τὴν κο- 
ρυφὴν τοῦ κώνου. 


Ὃ τυχὼν κῶνος περιέχει πάσας τὰς δυνατὰς ἐλλείιμεις ἢ παραβολάς. 

2) Διὰ τὴν σπουδὴν τῶν καμπύλων 2ου βαθμοῦ, δυνάμεθα πάν- 
τοτε νὰ ὑποθέσωμεν ὅτι ἡ ἔλλειψις ἀνήκει εἰς κύλινδρον ἢ εἰς 
κῶνον ἐκ περιστροφῆς καὶ ὅτι ἡ παραβολὴ ἣ ἡ ὑπερβολὴ εἰς κῶ- 
νον ἐκ περιστροφῆς. 


2214ᾳ. Σημείωσις. Ἢ μέϑοδος τοῦ απαοίἑη (., αὐ 843 κ. ἔ.) διὰ 
τὴν σπουδὴν τῶν κωνικῶν τομῶν, ὁδηγεῖ εἰς τὴν θεώρησιν τῶν 
ἱστιακῶν κύκλων ὡς πρὸς τὸν πρωτεύοντα ἄξονα τῶν καμπύλων 
αὐτῶν. : 

Διὰ τὴν ἔλλειψιν Δ, χ. ἡ τομὴ (Γ) τοῦ ἐπιπέδου τῆς ὑπὸ σφαί- 
ρας ἐφαπτομένης τοῦ κώνου καὶ ἡ ἀντίστοιχος εἰς τὴν σφαῖραν 
ταύτην διευθετοῦσα (τομὴ τοῦ ἐπιπέδου ἐπαφῆς τῆς σφαίρας καὶ 
τοῦ κώνου μετὰ τοῦ ἐπιπέδου τῆς ἐλλείψεως), ἔχει τὴν ἀκόλουθον 
ἰδιότητα: 

Ἢ ἐκ παντὸς σημείου τῆς ἐλλείψεως ἀγομένη ἐφαπτομένη 
πρὸς τὸν κύκλον (Γ) ἔχει λόγον σταθερὸν πρὸς τὴν ἀπόστασιν 
τοῦ σημείου τούτου ἀπὸ τῆς διευθετούσης. 

᾿Ανάλογος πρότασις καὶ διὰ τὰς ἄλλας δύο κωνικὰς τομάς. 
᾿Εὰν ἡ σφαῖρα ἐφάπτεται τοῦ ἐπιπέδου τομῆς, ὁ ἑστιακὸς κύκλος 
περιορίζεται φυσικὰ εἰς τὴν ἑστίαν τῆς ἐλλείψεως. 

Οἱ ἑστιακοὶ κύκλοι τῆς ἐλλείψεως, οἱ ἀναφερόμενοι εἰς τὸν μέ- 
γαν αὐτῆς ἄξονα, εἶναι συμμετρικοί, ἀνὰ δύο, πρὸς τὸν μικρὸν 
ἄξονα. ἱΟρίζονται δὲ ἐπίσης καὶ ἑστιακοὶ κύκλοι τῆς ἐλλείψεως 
ἀναφορικῶς πρὸς τὸν μικρὸν αὐτῆς ἄξονα. 

Βλέπε σχετικῶς : Δοέίοτ8 οογτηρίὀηιρηίαϊγ δι 910 ἰδὲ σον θοβ μιϑμοῖ- 
ἰρδ, ὑπὸ Ρ, Ββατγρατγὶπ, σ. 44. , 

Δύο αἰῶνας πρὶν τῶν ἡ τοίεϊει καὶ αηάἄεηη, εἷς ἄλλος γεω- 
μέτρης βέλγος, ὁ τεροῖτε ε ϑαϊπί - Υἱποεηΐς, εἶχεν ἀποδείξει ὅτι 
ἡ τομὴ ἑνὸς κυκλικοῦ κώνου ὑπὸ ἐπιπέδου τέμνοντος τὰς δύο 


1τθ 


αὐτοῦ χώνας εἶναι ὑπερβολὴ (5 2124 δ)" ὁ μαρκήσιος 1)ὲ 1 ΠΟρίτα! 
ἠπλοποίησεν τὴν ἀπόδειξιν ταύτην. (λα ιοεῖς, 1904, σ. 129, ἄρθρον 
τοῦ Δ. Λυργν ἐπὶ ἴειε ΤῊ ον όννες δ (ἐνοροῖνο ἀρ δαιΐηΐ - αἸηουμ!). 


Τόπος 946--1 


.2214β. Εἰς τὰ διάφορα σημεῖα τῆς τομῆς κώνου ἐκ περιστροφῆς: 
καὶ ἐπιπέδου φέρομεν καϑέτους ἐπὶ τὸν κώνον' ποῖος ὁ τόπος τῶν δευ- 
τέρων τομῶν τῶν χαϑέτων τούτων καὶ τοῦ κώνου ; 

Εἶναι κωνικὴ τομή, ἀνάλογος τῆς δοθείσης. ᾽Ομοίως, καὶ ἐὰν 
ἐθεωρῶμεν εὐθείας ἰσοκλινεῖς ἀντὶ καθέτων. 

Κατὰ τὸν Τετγαπειν, ἡ ἐπιφάνεια τῶν καθέτων τούτων εἶναι 
ἕκτου βαθμοῦ. 

Τόπος 946--| 


2214γ. Ὃ τύπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ δοϑέν- 
τοξ σημείου καὶ ἀπὸ δοϑείσης εὐϑεία: εἶναι σταϑερὸς ἀριϑμὸς λ, εἶναι 
χωνιχὴ τομή. 

Ἰ καμπύλη αὕτη εἶναι ἔλλειψι: ἢ ὑπερβολὴ ἢ παραβολὴ ἐὰν 
λκιὴλ» Ι,Χὴ λει, ἀντιστοίχως. ᾿ 


Θεωρήματα. Ἢ ἔλλειψις καὶ ὑπερβολὴ ἔχουν δύο διευϑετούσας ἕκά" 
στη, χκαϑέτους ἐπὶ τὸν ἑστιακὸν ἄξονα καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ 
τῶν κέντρων τῶν χαμπύλων κειμένας. ἢ 

Σχετικῶς, δύναταί τις νὰ συμβουλευθῇ τὰ ἀκόλουθα συγγράιι- 

ατα: 
᾿ (οὐδ ἐν (ἰῤογπέ!γὶν φιένιοπίαϊνο, ὑπὸ ΄, (ὦ. - ΔΓ, πον 988 - 991 καὶ 
1068 - 1071. ᾿ 

ΕἰἸένιομῖα. δ (ἰδομιέί»ὶρ, ὑπὸ Α. Δπιοῖ, ἀναθεωρηθέντα. ὑπὸ 1". 
ατητεήουν, 1897, σ, 447 - 450 καὶ 467 - 469. 

Τγαϊὁ ἀὸ δογιόῤίτίο, ὑπὸ ποιομό καὶ σοιρότγοιβες, 7η ἔκδοσις, 
πὸ5 1079 - 1088. 

Πᾳαρφατηρφήσεις. 1) Τὸ ϑεώρφημα τοῦ Ἰ)α πε! πη ἄγει εὐκόλως εἰς τὴν 
σπουδὴν τῶν ὁιευϑετουσῶν τῶν κωνικῶν τομῶν. 

2) Θεωρῶν τὴν ἔλλειψιν ὡς ὀρθογώνιον΄ προβολὴν κύκλου, ὁ 
ἂς (ουτγςοδιϊος καθορίζει τὰς ἑστίας τῆς καμπύλης᾽ ἀναλόγως εἰρ- 
γάσθη καὶ ὁ Ἰυ1εὶ- κόμπον διὰ τὴν εὕρεσιν τῶν διευθετουσῶν (δ΄. 1... 
1905, σ. 543). 

“ἍἝλιξ 


Πρόβλημα 947 


2216. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ μῆκος ἑνὸς τόξου κυχλικῆ: ἔλικο: συναρ" 
τήσει τῆς δριζοντίας προβολῆς αὐτοῦ [τοῦ ἀντιστοίχου τύξου τῆς περι- 
φερείας τῆς βάσεως τοῦ κυλίνδρου ἐφ᾽ οὗ χεῖται] καὶ 

1) Τῆς διαφορᾶς τῶν τεταγμένων τῶν ἄκρων αὐτοῦ. 

2) Τοῦ βήματος τῆς ἕλικος. 

8) Τῆς σταϑερᾶς γωνίας τῶν ἐφαπτομένων τῆς καμπύλης μετὰ τῶν 
γενετειρῶν τοῦ κυλίνδρου. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο καὶ τὸ ἑπόμενον λύομεν εὐκόλως, θεωροῦν- 
τες τὴν ἐπίπεδον γωνίαν τῆς ὁποίας. ἡ τύλιξες ἐπὶ τῆς κυρτῆς ἐπι- 
φανείας τοῦ κυλίνδρου παράγει τὴν ἕλικα. 

1) Κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῆς καμπύλης, τοξ. ΧΡ Ξε υρ, τοξ. ΝΜ Ξε νμ, 
κιλιπ. Καὶ ἐπειδὴ 


νμ ΞΕΥ̓ (ΝΥ) Ὁ ((ρμ) -- (νυ))", 
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ἕπεται ΗΝ - Τρ: Ἕ(ΜΡ --ΝΥ})}». 
2) Τὸ βῆμα ΑΒ ἢ αΒ τῆς ἕλικος παρίσταται συνήθως διὰ τοῦ 
8 (σχ. 1395). "Ἔχομεν 
(γ) ὠρ). 
Γ τ (αα’ ) 
(μγ) εἶναι ἽΝ διαφορὰ τῶν τεταγμένων τῶν σημείων Μ καὶ Ν, 
αα΄ ΞΞ2πΆ. Ἄρα 


τῆς (ὑρ)3 
(2 πῈ) 


(μγ)" ΞΞ 


καὶ 


3) Ἔστω Φ. ἡ σταθερὰ γωνία βαα΄. Εἶναι 
[ 


Σ.. 1185, 
ον). . ΟΥ) 
νμ) Ξε σὺνφ, (νμ)-- συνφ 
Ἄρα: πλ-- δα . 


1178 


πρόβλημα 948 


2216. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τῆς κυλινδρικῆς ἐπιφανείας τῆς 
περιεχομένης: 

1) Μεταξὺ ἑνὸς τόξου τῆς ἕλικος, τῶν τεταγμένων τῶν ἄκρων αὐτοῦ 
καὶ τῆς δριζοντίας προβολῆς του. Ξ 

2) Μεταξὺ δύο γενετειρῶν τοῦ κυλίνδρου καὶ τῶν τόξων ΝΜ, Ν΄ Μ΄ 
δύο ἑλίκων τοῦ αὐτοῦ βήματος. 

8) Μεταξὺ τῶν τόξων τῶν δύο προηγουμένων ἑλίκων τοῦ αὐτοῦ βή- 
ματος καὶ τῶν τόξων ΝῈ, ΜΖ δύο ἄλλων ἑλίκων καϑέτων ἐπὶ τὰς 
πρώτας (Σχ. 1356). 


1) ᾿Εμβαδὸν μρυν -- (Ρ8)}:Ὲ Ὅν) (υρ)" ἄρα: 


ἐμβαδὸν ΜΡΝζΚ -Ξ ----- ἐλ 


ῬΜΈΥΝ σὰ 
ω . 


2) ΑΙ ἕλικες τοῦ αὐτοῦ 
βήματος εἶναι παράλληλοι 
καὶ παράγονται ἐκ τῶν πα- 
ραλλήλων εὐθειῶν νμ, ν΄ μ΄. 
Εἶναι δὲ 


(νν'μμ΄) ΞΞ (υρ) .(μμ᾽)" 
ἄρα (ΝΝ ΜΜ᾽-- ΤΡ.ΜΜ 

3) Αἱ ἕλικες, αἱ κάθετοι 
ἐπὶ τὰς δύο πρώτας, παρά- 


γονται ἐξ᾽ εὐθειῶν εν, ζμ 
καθέτων ἐπὶ τὰς νμ καὶ νῃ 


Εἶναι δὲ , 
(ενμζ) -- (μν).. (ζμ) Ξε (νν'μμ΄) ΞΞ (υρ). (μμ΄)}" 


ἄρα (ΕΝΖΜ)-- ὕῬ.ΜΜ'. 


2216 α. Σημείωσις. Εἰς τὸ ἡρμεπαϊςο αἰ" Βυυργοϊοος ἀὸ Οδοινέ( ες 
(1877) περιέχονται διάφοροι ἀσκήσεις σχετικαὶ πρὸς τὴν ἔλικα (195 
868 καὶ 876). 

ὋὉ ὄγκος τοῦ στερεοῦ, τοῦ ὁριζομένου ὑπὸ μιᾶς κυλινδρικῆς 
ἐκ περιστροφῆς ἐπιφανείας, ὀρθῆς τομῆς τοῦ κυλίνδρου καὶ ἑνὸς 
ἑλικοειδοῦς καθέτου [μὲ γενετείρας καθέτους] ἐπὶ τὸν ἄξονα, εἶναι 
τὸ ἤμισὲ τοῦ ἀντιστοίχου κυλινδρικοῦ τομέως (""5). 

Ἢ ἐξίσωσις τῆς προβολῆς ἕλικος, βήματος Δ, ἐπὶ ἐπίπεδον πα- 
ράλληλον πρὸς τὸν ἄξονα τοῦ κυλίνδρου εἶναι : 


Διὰ λ ---2π, λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν τῆς συνήθους ἡμιτονοει- 
δοῦς καμπύλης. 
τι πόξΞ- ς------ 

142. Σημ. ματι, Μὲ δάσιν τὸν τομρέα ΑΟΒ τῆς τομῆς (Ὁ). τὸν ἐρ:- 
ζόμενον ὑπὸ τῆς τομῆς ΟΑ τοῦ ἐλιχοειδοῦς καὶ τῆς (ΤΊ) καὶ τῆς προξο- 
λῆς ΟΒ τῆς τελευταίας γενετείρας ΟἿ τοῦ ἐλιχοειδοῦς ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον 
Ο᾽ καὶ ὕφος τὴν ἀπόστασιν τῆς ΟΓ ἀπὸ τοῦ, ἐπιπέλου (1). 
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Προόβλημα 949 


2217. Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς ἔλλειψιν 
ὀρϑογωνίων ; 


Ἢ θεώρησις τοῦ πρωτεύοντος 
κύκλου δεικνύει ὅτι τοῦτο εἶναι 
τὸ ἔχον διαγωνίους τὰς ἴσας συ- 
ζυγεῖς διαμέτρους τῆς ἐλλείψεως. 

Ὑπενθυμίζομεν ὅτι, διὰ τὴν 
κατασκευὴν αὐτοῦ, θὰ πρέπει νὰ 
ΦΡΘΗΕΥ ἐφαπτομένην ΛΔΖ τῆς 
ἐλλείψεως τοιαύτην ὥστε ΔΖ--ΔΛ. 
᾿Αναγόμενοι εἰς τὸν πρώτ. κύ- 
κλον εὑρίσκομεν ὅτι θὰ εἶναι 


καὶ 


ΟΛ--εα. ΥΣ, ΟΖ Ξ--βΥ2. 


πρόβλημα 960 


2218. Δοϑείσης ἐλλείψεως, νὰ ἀχϑοῦν δύο παράλληλοι πρὸς δοϑεῖ- 
σαν διάμετρον, ἴσον ἀπέχουσαι αὐτῆς καὶ τοιαῦται, ὥστε τὸ εἰς αὐτὰς 
ἀντιστοιχοῦν ἐγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον νὰ ἔχῃ τὴν μεγίστην 
περίμετρον. 


(βλ. Μέϑοδοι, 8. 339). 
Πρόβλημα 961 


2219. Ποῖον τὸ μέγιστον καὶ ποῖον τὸ ἐλάχιστον ἐκ τῶν περιγραφο- 
μένων εἰς ἔλλειψιν ὀρϑογωνίων ; 


Ὃ τόπος τῶν κορυφῶν τῶν ὀρθῶν γωνιῶν, τῶν περιγεγραμμέ- 
νων εἰς δ΄ ον, εἶναι ὁ κύκλος τοῦ Μοηρε, ὁμόκεντρος τῆς ἐλλεί- 
ψεως ..: ἀκτῖνος γαῖ β: (8 2034). Ἑπομένως: 

1; ὃ εἰς τὸν κύκλον τοῦτον μέγιστον ἐγγεγραμμένον ὀρθογώ- 
νιον : ἦναι τὸ τετράγωνον. Τὸ περιγεγραμμένον κατὰ συνέπειαν εἰς 
τὴν ᾿ Ἄειψιν τετράγωνον εἶναι τὸ μέγιστον τῶν περιγραφομένων 
εἰς αὐτὴν ὀρθογωνίων. 

ΑἹ κορυφαὶ τοῦ τετραγώνου τούτου κεῖνται ἐπὶ τῶν προεκτάσεων 
τῶν ἀξόνων, τὸ ἥμισυ δὲ τῆς διαγωνίου του εἶναι ἴσον πρὸς τὴν 
ἀκτῖνα ρ -- αν β'. Ἢ ἐπιφάνειά του ἄρα εἶναι 2.(αϑ - 8"). 

2) ᾽Εκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὸν κύκλον τοῦ «Μοηχε ὀρθογω- 
νίων, ἐκεῖνο εἶναι τὸ μικρότερον, διὰ τὸ ὁποῖον αἱ προσκείμεναι 
πλευραί του διαφέρουν περισσότερον ἀπ’ ἀλλήλων ἐπειδὴ τὸ 
ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν αὐτῶν εἶναι σταθερόν. 
Εἴναι κατ’ ἀκολουθίαν τὸ ζητούμενον ἐλάχιστον ὀρθογώνιον τὸ ἐπὶ 
τῶν ἀξόνων τῆς ἐλλείψεως κατασκευαζόμενον, μὲ ἐπιφάνειαν 
2ᾳ. 2β ΞΞ 4αβ. ᾿ 
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Πρόβλημα 952 


2220. Ἑϊς δοϑὲν παραλληλόγραμμον νὰ ἐγγραφῇ ἦ μεγίστη ἔλλειψις. 


Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ παραλληλόγραμον, ΕΖ, ΘΗ αἱ συνδέουσαι 
τὰ μέσα τῶν πλευρῶν του εὐθεῖαι. Ἂν ΚΓ Λ εἶναι μία τυχοῦσα 
ἔλλειψις ἐγγεγραμμένη 
εἰς τὸ παραλληλόγραμ- 
μον, ἡ χορδὴ τῶν ἐπα- 
φῶν [΄ ἐκρχέται διὰ τοῦ 
κέντρου Ο τῆς καμπύ- 
λης καὶ εἵναι διάμετρος 
αὐτῆς. 

"Ἔστωσαν Κί, ΔΛ τὰ 
σημεῖα τομῆς τῆς ἐλλεί- 
ψεῶως καὶ τῆς εὐθείας ΕΖ. 
Ἢ εὐθεῖα ΚΟΛ εἶναι ἡ 
συζυγὴς διάμετρος τῆς 
δ. 1398. Π΄, ἐπειδὴ αἱ ἐφαπτόμε- 

ναι ΜΝ, ΡΠ, αἱ ἀγόμε-" 
ναι παραλλήλως τῆς [Πᾳ θὰ πρέπει νὰ διαιρῶνται εἰς δύο ἴσα μέρη 
ὑπὸ τῆς χορδῆς τῶν ἐπαφῶν (8 2071} ἡ δὲ εὐθεῖα ΕΖ--τόπος τῶν 
μέσων ὅλων τῶν τεμνουσῶν, αἵτινες περατοῦνται εἰς τὰς παραλ- 
λήλους ΑΒ καὶ ΓΔ -- θὰ περιέχῃ τὰ σημεῖα Καὶ καὶ Λ. 

Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως ταύτης εἶναι π.ΟΙζ. ΟΙ΄. ημ φ, 
ὅπου Φ ἡ γωνία τῶν συζυγῶν ἡμιδιαμέτρων ΟΚ καὶ ΟἹ’, ἐνῶ τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ περιγεγραμμένου παραλληλογράμμου, τοῦ ἔχον- 
τος πλευρὰς παραλλήλους πρὸς τὰς διαμέτρους ταύτας, εἶναι 
40Κ. ΟἹ΄. ημ φ. Εἶναι λοιπὸν ὁ λόγος τῆς ἐλλειπτικῆς ἐπιφανείας 


πρὸς τὴν τοῦ παραλληλογράμμου σταθερὸς καὶ ἴσος πρὸς Ξ καὶ 


'Ἑπομένως: ὰ 

Ἢ μεγίστη ἔλλειψις εἶναι ἐκείνη διὰ τὴν ὁποίαν αἱ ΕΖ καὶ ΘΗ εἶναι 
συζυγεῖς διάμετροι. 

Πράγματι: 


Ἔμβ, ἐλλείψεως (ΕΖ, ΗΘ) -- (ΑΒΓΔ) -- 


- Ὁ (ΥΣΡ.» -᾿ (ΡΠΝΜ) -- Ἐμβ. ἐλλείψεως (Π΄, ΚΛ). 


Παρατήρησις. 'ῶς εἴδομεν, ἡ μεγίστη ἔλλειψις εἶναι ἐφαπτομένη 
τῶν πλευρῶν τοῦ παραλληλογράμμου εἰς τὰ μέσα αὐτῶν. ΓΑν 2α, 
2β εἶναι τὰ μήκη αὐτῶν, τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψως ταύτης εἶναι 

παβ ημα-Ξ-πα.Ενχ, 
ὅπου ΕΝ τὸ ἥμισυ τοῦ ἐπὶ τὴν ΑΒ ἢ ΓΔ ὕψους τοῦ παραλλη- 
λογράμμου. 
Πρόβλημα 9658 
2221. Διὰ δοϑέντος σημείου Α ἐπὶ τῶν ἀξόνων ἐλλείψεως ἢ τῶν 


ποοεκτάσεων αὐτῶν, νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΑΒΓ' τῆς καμπύλης εἰς τρόπον, 
ὥστε τὸ τρίγωνον ΟΒΓ νὰ εἶναι τὸ μέγιστον [διὰ τὰς ἐκ τοῦ Α τεμνούσας!. 


᾿Αρκεῖ νὰ ἀναφερθῶμεν εἰς τὸ πρόβλημα τῆς 8 1696. Ἡ προ- 
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βολὴ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τῆς ἐλλείψεως τοῦ μεγίστου τριγώνου Β΄ΟΓ΄ 
διὰ τὸν πρωτεύοντα αὐτῆς κύκλον δίδει τὸ ζητούμενον τρίγωνον ΒΟΓ. 

Παρνατήοησις. ᾿Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΒΟΓ᾽ εἶναι ὀρθογώνιον. εἰς 
9, αἱ πλευραὶ ΟΒ, ΟΓ τοῦ ἀντιστοίχου πρὸς αὐτὸ τριγώνου ΒΟΓ 
εἶναι συζυγεῖς ἡμιδιάμετροι. 


Προόβλημα 954 


2222. 1) Νὰ ἐγγραφῇ εἰ: δοϑεῖσαν ἔλλειψιν τὸ μέγιστον τρίγωνον, 
ἐκ τῶν ἐχόντων μίαν χορυφὴν δοϑὲν σημεῖον τῆς καμπύλης. 

9) Ποῖο: ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν βάσεων τῶν ἐγγεγραμμένων τριγώ- 
νῶν χαὶ ἰσοδυνάμων πρὸς τὸ προηγούμενον μέγιστον τρίγωνον ; 


Σγ. τ. 


1) ᾿Επειδὴ ὁ λόγος δύο ἀντιστοίχων τριγώνων εἰς τὰ ἐπίπεδα 
τοῦ πρωτεύοντος κύκλου καὶ τῆς ἐλλείψεως εἶναι σταθερὸς Ξ, 
εἶναι Φανερὸν ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ μεγίστου τριγώνου ἐκ τῶν ἐγ- 
γραφομένων εἰς ἔλλειψιν εἶναι γινόμενον τοῦ λόγου τὶ ἐπὶ τὸ 


ἐμβαδὸν τοῦ μεγίστου τριγώνου ἐκ τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὸν κύ- 
κλον. ᾿Επομένως : 
“ΡΞ Ξ 

Μέγιστον τρίγωνον εἰς τὴν ἔλλειψιν :Ξ Ἑ. ἘΠῚ Ξ ΞΕ 
ἀφοῦ τὸ μέγιστον εἰς τὸν κύκλον τρίγωνον εἶναι, ὡς γνωστόν, τὸ 
ἰσόπλευρον. ᾿ 

Ἡ σύγκρισις τῶν σχημάτων 1399 (εἰς τὸν κύκλον) καὶ 1400 (εἰς 
τὴν ἔλλειψιν) ἀρκεῖ διὰ νὰ ὁδηγηθῶμεν εἰς τὴν κατασκευὴν τοῦ 
ζητουμένου μεγίστου τριγώνου εἰς τὴν ἔλλειψιν, τοῦ ἔχοντος κορυ- 
φὴν Α΄ (ἀντίστοιχον τοῦ Α εἰς τὸν κύκλον). 

Διὰ τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ κιλ.π. εἰς τὸν κύκλον, ἡ 
πλευρὰ. ΒΓ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ἐφαπτομένην ΛΘ, 
ΟΜ -Ξ ΜΔ, ΗΓ -- ΓΘ. Διὰ τὴν κατασκευὴν ἑπομένως τοῦ ζητου- 
μένου μεγίστου τριγώνου Α΄ ΒΊΓ', φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην Λ΄ Α΄Θ΄ 
εἰς τὸ σημεῖον Α΄ τῆς ἐλλείψεως, τὴν διάμετρον Α΄ΟΔ’' αὐτῆς καὶ 
διὰ τοῦ μέσου Μ΄ τῆς ἡμιδιαμέτρου Ο΄Δ΄ παράλληλον χορδὴν Β΄Γ᾽ 
πρὸς τὴν ἐφαπτομένην εἰς Α΄. 

Θὰ ἠδυνάμεθα ἐπίσης νὰ παρατηρήσωμεν ὅτι, ἀφοῦ ἡ ἐφαπτο- 
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μένη ΗΓ΄Θ΄ διχοτομεῖται εἰς τὸ Γ΄, τὸ τρίγωνον Α΄Β΄ Γ΄ κατ᾽ ἀνά- 
γκὴν θὰ εἶναι τὸ μέγιστον: Ἐπειδὴ εἶναι αὐτὸ ἰσοδύναμον πρὸς 
τὸ παραλληλόγραμμον Α΄Ν΄Γ΄ Μ’ καὶ τοῦτο τὸ μέγιστον ἐκ “τῶν 
ἐχόντων μίαν κορυφὴν ἐπὶ τῆς καμπύλης καὶ τὰς πλευράς του πα- 
ραλλήλους πρὸς τὰς Α'Θ΄ καὶ Α΄ (88 359, 360). 

2) ᾿Επειδὴ τὸ μέσον Μ' τῆς πλευρᾶς ΒΊΓ΄ τοῦ τριγώνου Α'ΒΓ΄ 
εἶναι καὶ μέσον τῆς ἡμιδιαμέτρου Ο᾽ Δ΄, τὴν ἰδιότητα δὲ ταύτην 
ἔχουν πῤοφανῶς καὶ αἱ τριῖ; πλευραὶ τοῦ τριγώνου, εἶναι φανε- 
ρὸν ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων Μ΄ εἶναι ἔλλειψις ὁμοιόθετος τῆς 
δοθείσης καὶ ὁμόκεντρος αὐτῆς. 


2228. "Α4λλαι παρατηοήσεις. 1) Τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον Θ΄’ Λ΄ 
εἶναι τὸ ἐλάχιστον ἐκ τῶν περιγραφομένων εἰς τὴν δοθεῖσαν ἔλ- 
λειψιν (δ 369)" καὶ ἐπειδὴ 


ΑΟ-α ΑΗ, ΔΗ--ΔῸ (σχ. 1399) 
καὶ ΔΉ’ -- ΔΌ’ (σχ. 1400) 


ἕπεται ὅτι ὁ τόπος τῶν κορυφῶν Η΄ τῶν περιγεγραμμένων τριγώ- 
νῶν ἐλαχίστου ἐμβαδοῦ εἶναι ἔλλειψις; ὁμόκεντρος καὶ ὁμοιόθετος, 
ὡς καὶ ἡ προηγουμένη, τῆς δοθείσης. 

2) Θεωροῦντες τὴν ἔλλειψιν ὡς προβολὴν κύκλου, ἐπιλύομεν 
εὐκόλως προβλήματα μεγίστου ἢ ἐλαχίστου, ἀναφερόμενα εἰς ἐμ- 
βαδὰ ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμμένων σχημάτων εἰς τὴν ἔλ- 
λειψιν. ᾿Αντικαθιστῶμεν δύο διαμέτρους ὀρθογωνίους εἰς τὸν κύ- 
κλον διὰ ζεύγους συζυγῶν διαμέτρων εἰς τὴν ἔλλειψιν, διάμετρον 
καὶ κάθετον ἐπ᾽ αὐτὴν χορδὴν εἰς τὸν κύκλον διὰ διαμέτρου καὶ 
χορδῆς παραλλήλου πρὸς τὴν συζυγῆ τῆς πρώτης διαμέτρου, κιλ.π. 

3) Ὃ κυκλικὸς τομεὺς ἀντιστοιχεῖ εἰς ἐλλειπτικὸν τομέα καὶ τὸ 
εἰς αὐτὸν ἐγγραφόμενον ὀρθογώνιον εἰς παραλληλόγραμμον, τοῦ 
ὁποίου δύο πλευραὶ εἶναι παράλληλοι πρὸς τὴν χορδὴν τοῦ ἐλλει- 
πτικοῦ τομέως, ἐνῶ αἱ ἄλλαι δύο παράλληλοι πρὸς τὴν συζυγῆ 
διεύθυνσιν τῆς χορδῆς ταύτης, δηλ. πρὸς τὴν ἐνοῦσαν τὸ κέντρον 
τῆς ἐλλείψεως μετὰ τοῦ μέσου τῆς χορϑῆς εὐθεῖαν. 


2228 α. Σημεέωσις. πρὸ χρη όμενοι καὶ πάλιν εἰς τὰ ἐγγεγραμ- 
μένα εἰς ἔλλειψιν τρίγωνα Α ἕ μεγίστου ἐμβαδοῦ, δυνάμεθα νὰ 
ἀχθῶμεν εἰς τὰ ἑπόμενα συμπεράσματα (κατὰ τὸν Ε. Μαῖο, 1.ἃ.Μ.. 
1911, σ. 44). 

Τὰ τρίγωνα ταῦτα ἔχουν τὸ αὐτὸ κ. βάρους ὦ μετὰ τῆς 
ἐλλείψεως. 

Τὸ ὀρθόκεντρον Η ἑκάστου αὐτῶν εἵναι ἡ κοινὴ τομὴ τῶν εἰς 
τὰς κορυφάς Α, Β, Γ, καθέτων τῆς ἐλλείψεως. Τοῦτο εἶναι φανε- 
ρόν, ἀφοῦ ἡ πλευρὰ ΒΓ λυ χ. εἶναι συζυγὴς κατὰ διεύθυνσιν, ὡς 
εἴδομεν, τῆς ἡμιδιαμέτρου ΟΑ, ἄρα παράλληλος πρὸς τὴν ἐφα- 
πτομένην εἰς Α’ κατὰ συνέπειαν, τὸ ἐκ τοῦ Α ὕψος τοῦ τριγώνου 
εἶναι ἡ κάθετος εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ ἐπὶ τὴν ἔλλειψιν. 

Εἰς πᾶν τρίγωνον, τὸ κέντρον βάρους ὦ αὐτοῦ διαιρεῖ κατὰ 
λόγον 1: 2 τὸ τμῆμα τὸ περιεχόμενον μεταξύ τοῦ ὀρθοκέντρου Η 
καὶ τοῦ κέντρου Ο τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. - . 

Τέλος, τὸ ὀρθόκεντρον Η εἶναι τὸ κέντρον τῆς περιφερείας διὰ 
τὴν ὁποίαν τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι αὐτοπολικόν’ τὸ τετράγωνον 
τῆς ἀκτῖνος ταύτης εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς δυνάμεως τοῦ ὀρθοκέντρου 
ΗἩ πρὸς τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν (0) εἰς τὸ τρίγωνον. 
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Προόβλημα 9δ5 
2224. Ἑἰς δοϑὲν τυχὸν τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ ἣ μεγίστη ἔλλειψις. 


Ἔκ τῆς λύσεως τοῦ ἀντιστρόφου προβλήματος : Δὰ περιγραφῇ τὸ 
Ξλάχιστον τοίγωνον εἰς δοϑεῖσαν ἔλλειιμιν, θὰ συναγάγωμεν σχέσεις με- 
ταξὺ τοῦ τριγώνου καὶ τῆς ζητου- 
μένης ἐλλείψεως τοῦ πρώτου προ- 
βλήματος. 

1) Διὰ τὴν περιφέρειαν ΔΕ,Ζ, 
{σχ. 1401), τὸ ἐλάχιστον περιγεγραμ- 
μένον τρίγωνον εἶναι τὸ ἰσόπλευρον 
ΓΑ,Β,. ᾿Εὰν λοιπὸν ζητῶμεν τὸ ἐλά- 
χιστον περιγεγραμμένον εἰς τὴν ἔλ- 
λειψιν τρίγωνον, τοῦ ὁποίου μία 
πλευρὰ νὰ εἶναι κάθετος ἐπὶ ἕνα 
τῶν ἀξόνων, λ.χ. τὸν μέγαν ἄξονα, 
τοῦτο θὰ εἶναι τὸ ἰσοσκελὲς ΑΒΓ. 

ὋὉ λόγος τῶν ἐμβαδῶν τῆς ἐλ- 
λείψεως καὶ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ εἶναι 
ὁ αὐτὸς πρὸς τὸν λόγον τῶν ἐμβα- Σχ, 1420]. 
δῶν τοῦ κύκλου καὶ τοῦ τριγώνου 
ΓΑ,Β, (5. 200). ᾿Επειδὴ δὲ τὸ ἐλάχιστον περιγεγραμμένον εἰς τὴν 
ἔλλειψιν τρίγωνον ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον εἰς 
αὐτὴν καὶ ἀφ᾽ ἑτέρου γνωρίζομεν ὅτι (8 2222) : : 


ΟΗ -ΞΞΗΘ, ΔΗ -ΞΉΗΓ, 
θὰ ἔχωμεν, συναρτήσει τῆς ΟΔ --α: 


ΔΗ -- 35, δγ-.3α, ΓΘ-- 90 --α 

2) ΑἹ αὐταὶ σχέσεις [μεταξὺ τῶν ἐμβαδῶν καὶ μηκῶν (8 200)} 
ὑφίσταται ἐὰν μετασχηματίσωμεν τὸ σχῆμα 
1401, κλίνοντες πάσας τὰς τεταγμένας αὐτοῦ γ' 
κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν (σχ. 1402). -Δυνάμεθα 
ἑπομένως νὰ συναγάγωμεν τὰ ἀκόλουθα συμ- 
περάσματα: 

Διὰ τὸ τυχὸν τρίγωνον Α΄ ΒΓ΄, ἡ μεγίστη 
ἐγγεγραμμένη εἰς αὐτὸ ἔλλειψις ἔχει μίαν 
τῶν διαμέτρων τῆς Δ΄ Θ΄ ἴσην πρὸς τὰ 5 τῆς 
διαμέσου Γ΄ Δ΄ τοῦ τριγώνου καὶ κειμένην ἐπ᾿ 
αὐτῆς. Ἡ εὐθεῖα Ε΄Ζ΄, τῶν μέσων τῶν πλευ- 
ρῶν Γ΄ Α΄, Γ΄Β΄ εἶναι χορδὴ ἐπαφῶν καὶ συ- 
ζυγὴς κατὰ διεύθυνσιν, τῆς διαμέτρου Δ'Θ΄, 
τὸ δὲ κέντρον Ο΄ τῆς ἐλλείψεως εἶναι τὸ κ. 
βάρους τοῦ τριγώνου Α΄ Βῦ Γ΄. 


Ὁμοίως, ἡ Κ΄ Ζ΄ εἶναι τὰ Ξ τῆς διαμέσου 


Α΄ Ζ΄ καὶ διάμετρος τῆς ἐλλείψεως. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, εἰς τὸν κύκλον ἔχομεν (Σχ. 1401) : 


Ε,Ζ, Ξε αὐΥ̓Ξ --ἨὁΜ,Υ3, 
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καὶ ἑπομένως διὰ τὴν ἔλλειψιν τοῦ ἰδίου σχήματος 
ΕΖ--ΟΜΥΞ--βῦ3, β- ΞΕ, 


καὶ ὁὀρίζεται οὕτω τὸ μῆκος τῆς διαμέτρου ΜΝ, συζυγοῦς τῆς ΔΘ. 

Αἱ αὐταὶ σχέσεις ἰσχύουν διὰ τὰ ἀντίστοιχα μεγέθη εἰς τὸ 
σχῆμα 1402. Θὰ ἔχωμεν: 

Ε΄Ζ' 
ἣ ΜΌ’Ξεβ΄ Ξ:-Ξ---, Σ 
ὶ γ3 

Ἡ γωνία τῶν συζυγῶν διαμέτρων εἶναι ἡ γωνία τῆς διαμέσου 

Γ΄ Δ΄ μετὰ τῆς βάσεως Α΄ Β’ τοῦ τριγώνου. 


3234. Παρατήρησις. Δι᾿ ἐπαλήθευσιν, δυνάμεθα νὰ ὑπολογί- 
ει. σῶμεν τὰ ἐμβαδὰ τῆς ἐλλείψεως καὶ τοῦ περιγεγραμμένου τριγώ- 
νου καὶ νὰ συγκρίνωμεν αὐτὰ πρὸς τὰ ἐμβαδὰ τοῦ κύκλου καὶ 
τοῦ περὶ αὐτὸν ἰσοπλεύρου τριγώνου. 

Οἱ ἀντίστοιχοι λόγοι θὰ πρέπει νὰ εἶναι ἴσοι. 

1) (Σχ. 1401). ᾿Επειδὴ 


2 

Γ-Ξ- Ἔμ. κύκλου -Ξ πα καὶ Ε- γα, Βη τε ξρι 
ἕπε Γ πΥξ. 
ται εξ: 


2) (Σχ. 1402). Γὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως εἶναι 


“Ν 

Γ΄ -- πα β΄ ημφΦ, [Φφ-- (Β΄, ΔΊ") 
τοῦ δὲ τριγώνου τὸ ἐμβαδόν, ουναρτήσει τῆς πλευρᾶς Α΄Β΄ καὶ τῆς 
ἐπ᾿ αὐτὴν διαμέσου Γ΄ Δ΄, εἶναι 

Ε΄ - Α΄Β΄.ΔΊΓ΄ .ημφ 
ἀφοῦ υγ. Ξε ΔΊ Γ΄ :ημ φ. ᾿Αλλ᾽ εἶναι ἐκ τοῦ σχήματος: 
Α΄ Ξ2. Ε΄Ζ' -Ξ2β΄ Υ3, 
Γ’ Δ’ -Ξ 3α΄. 
Ἑπομένως : 
ΓΓ παβηηφΨφρρ π . κΥ̓3 Γ 
Ἐ Σ .26 3.3. 35}3 ὙΠ ῚΉ Ε 
Πρόβλημα Θ66δ--1 

2224. Ποία ἣ περιβάλλουσα τῶν πλευρῶν τῶν τριγώνων τῶν ἐχόν- 


γὴν τὸ αὐτὸ κέντρον βάρους Θ᾽ καὶ ἐγγεγραμμένων εἰς δοθεῖσαν ἔλ- 
ἰψιν; ξ 
Θεωροῦντες τὸν πρωτεύοντα κύκλον τῆς ἐλλείψεως καὶ τὸ ἀν- 


τίστοιχον τοῦ Θ σημεῖον Θ΄, ἀναγνωρίζομεν ὅτι ὑπάρχει ἀπειρία 
τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὸν κύκλον τοῦτον καὶ ἐχόντων τὸ 
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αὐτὸ κέντρον βάρους Θ΄ (8 2185 β). Αἱ πλευραὶ τῶν τριγώνων τού- 
τῶν ἐφάπτονται μιᾶς ἐλλείψεως, ἥτις εἶναι ἐκείνη τῆς 8. 130,3 
᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ταῦτα ἔχουν προφανῶς καὶ τὸ αὐτὸ ὀρθόκεν- 
τρον Η (8 1119). 

᾿Επανερχόμενοι εἰς τὴν ἔλλειψιν, διαπιστοῦμεν ἀμέσως ὅτι ἡ 
ζητουμένη περιβάλλουσα εἶναι ἡ προβολὴ τῆς ἐλλείψεως ταύτης 
ἐπὶ τὸ “ἐπίπεδον τῆς δοθείσης ἐλλείψεως. 


Θεώρημα 9δ6--1 


2224. Ὑπάρχει ἀπειρία τριγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς δοθεῖσαν ἔλ- 
λειψιν (Ε) καὶ ἐχόντων ὀρϑύόκεντρον μίαν ἑστίαν Ε τῆς καμπύλης. Ἢ 
περιβάλλουσα τῶν πλευρῶν τῶν τριγώνων τούτων εἶναι ἄλλη ἔλλειψις 
(Θ), ἔχουσα τὴν αὐτὴν ἑστίαν Ε καὶ τὰς αὐτὰς διευϑύνσεις πρωτευόν- 
των ἀξόνων μετὰ τῆς δοϑείση-. 


Θεωρήσωμεν κῶνον (Κ) ἐκ περιστροφῆς περιγεγραμμένον εἰς 
τρισορθογώνιον τρίεδρον στερεὰν γωνίαν. Οὗτος δύναται νὰ τμηθῇ 
κατὰ ἔλλειψιν (Ε) ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν (8 2212), ὁπότε ἡ μία 
τῶν ἑστιῶν αὐτῆς Ε θὰ εἶναι προβολὴ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον (Π) τῆς 
τομῆς τῆς κορυφῆς Σ τοῦ κώνου. (()., ν9 855). 5 

"Ἔστωσαν Α, Β, Γ αἱ τομαὶ τῶν ἀκμῶν τῆς τριέδρου καὶ τῆς 
ἐλλείψεως. Εἶναι φανερόν, ὅτι αἱ προβολαὶ τῶν ἀκμῶν ΣΑ, ΣΒ, 
ΣΓ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον (Π) τῆς τομῆς θὰ εἶναι τὰ ὕψη τοῦ ἐγγε- 
γραμμένου εἰς αὐτὴν τριγώνου ΑΒΓ καὶ θὰ τέμνωνται εἰς τὴν 
ἑστίαν αὐτῆς Ε καὶ προβολὴν τῆς κορυφῆς Σ. ᾿Εἀν δὲ στρέφωμεν 
τὸ τρίεδρον Σ περὶ τὸν ἄξονα τοῦ κώνου, εἰς ἑκάστην θέσιν αὐ- 
τοῦ αἱ προβολαὶ τῶν ἀκμῶν του ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον (Π) θὰ εἶναι 
πάντοτε ὕψη τῶν λαμβανομένων ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν ἔλλειψιν 
τριγώνων καὶ θὰ τέμνωνται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ε : 

Ἔστω τώρα ([) ὁ ἐγγεγραμμένος εἰς τὸ τρίεδρον κῶνος ἐκ πε- 
ριστροφῆς (ὁμοαξονικὸς τοῦ (Κ)" ὁ κοινός τῶν ἄξων εἶναι ἡ δια- 
γώνιος κύβου μὲ μίαν οτερεὰν γωνίαν τὴν Σ). 

Ἡ τομὴ τοῦ κώνου τούτου μετὰ τοῦ ἐπιπέδου (Π) θὰ εἶναι μία 
σταθερὰ ἔλλειψις (Θ), ἐφαπτομένη τῶν πλευρῶν τῶν διαφόρων 
τριγώνων ΑΒΓ, τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὴν ἔλλειψιν (Ε) καὶ τῶν 
ὁποίων τὰ ὕψη εἶναι προβολαὶ τῶν ἀκμῶν τοῦ περιστρεφομένου 
τριέδρου περὶ τὸν κοινὸν ἄξονα τῶν δύο κώνων. 

᾿Επειδὴ εἰς ἑκάστην θέσιν τοῦ κινητοῦ τριέδρου, τοῦτο παρα- 
μένει πάντοτε περιγεγραμμενον εἰς τὸν ([) καὶ ἐγγεγραμμένον εἰς 
τὸν (Κ) κῶνον. 

ΑἹ δύο ἐλλείψεις (Ε) καὶ (Θ) ἔχουν βεβαίως τὸν αὐτὸν πρω- 
τεύοντα ἄξονα, ὡς τομαὶ δύο ὁμοαξονικῶν κώνων ἐκ περιστρο- 
φῆς ὑπὸ τοῦ αὐτοῦ ἐπιπέδου (Π)' ἔχουν δὲ καὶ τὴν αὐτὴν ἑστίαν 
Ε, ὡς ἐκ τοῦ προμνησθέντος θεωρήματος ἐν Ο., πὸ 855. ᾿Επίσης 
καὶ θεώρημα 8 287. 


Πρόβλημα 966 


2326. Νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ὀρϑογώνιον εἰς δοϑὲν παραβολικὸν 
τμῆμα’ τὸ τετράπλευρον πρέπει νὰ ἔχῃ δύο κορυφὰς ἐπὶ τῆς καμπύλῃης 
παὶ τὰς δύο ἄλλας ἐπὶ τῆς χορδῆς τοῦ τμήματος. 


Ἔστω ΑΒΓ τὸ τμῆμα’ ἡ ἐφαπτομένη, ἡ ἀγομένη παραλλήλως 


Ἰ ωμετοίᾳ 72 
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τῆς χορδῆς, ὁρίζει τὴν διάμετρον ΑΔ, διὰ τοῦ μέσου Δ τῆς χορ- 
δῆς τῆς παραβολῆς -- ἥτις, ἄλλωστε, εἶ- 
ναι ἡ ἑνοῦσα τὸ μέσον Θ τυχούσης χορ- 
δῆς παραλλήλου πρὸς τὴν ΒΓ μετὰ τοῦ 
μέσου Δ 

Τὸ μέγιστον παραλληλόγραμμον ΕΙΚΖ. 
ἄρα καὶ τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον ΜΝΕΖ, 
λαμβάνεται, κατὰ τὰ ἐν 8 360, δι᾽ ἀγωγῆς 
ἐφαπτομένης ΠΕΛ διχοτομδύμέγνης εἰς 
τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ε. Καὶ ἐπειδὴ θὰ εἴ- 
ναι τότε 


ΑΗ --Αθ (8 318) καὶ ΘΗ --ΕΘΔ, 
ἀφοῦ ΕΗ -Ξ ΕΛ, ἕπεται ὅτι θὰ ἔχωμεν 


ῖ 


Σχ, 1103. 


Εὑρίσκεται κατὰ συνέπειαν τὸ μέγιστον᾽ 
ὀρθογώνιον, ἐὰν εἰς τὸ τρίτον τὸ τμήματος ΑΔ φέρωμεν παράλ- 
ληλον ΕΘΖ πρὸς τὴν χορδὴν ΒΓ τοῦ τμήματος. 


Παρατήρησι:. "Ἔχομεν: 
παραβ. τμῆμα ΑΒΓ -ιξ Αδιβγ ημ α (8 2145) 


᾿ ᾿ 1 ΕΘ: ΑΘ 1 
και ΑΘ- -τ- ΑΔ, Βᾶ: -Ἂδ --3΄ 
ΔΒ: ΒΓ 
ἼἜΑρα ἘΘ’ --ΙἰΔ᾽-Ξ-  ---- , { -Ξ-.2.1Δ --:Ξ - 
᾿ 3 γ᾿ 


καὶ τὸ μέγιστον παραλληλόγραμμον ἢ ὀρθογώνιον θὰ ἔχῃ ὡς 
ἐμβαδὸν 


2 ΒΓ 
ΘΔ α.ἷΚ -Ξ -Ξ-ΑΔημα. -Ξ- ΞΞ 
ημ 3 ἣμ γΞ 
2 1 παρ. τμ. ΑΒΓ 
ξΞξ --Ὕτ ὅΑΔ. ΒΓ . :͵βρν ΞὉ -- -------- 
3 ΟΞ γ3 


πρόβλημα 9567 


2226. δίδονται παραβολὴ καὶ δύο ἐφα- 
πτόμεναι αὐτῆς, Νὰ ἀχϑῇ τρίτη ἐφαπτο- 
μένη εἰς τρόπον, ὥστε τὸ τρίγωνον τῶν 
τριῶν εὐθειῶν νὰ εἶναι τὸ μέγιστον. 


1) Τὸ μέγιστον τρίγωνον δίδεται διὰ 
τῆς ἐφαπτομένης ΔΕ, τῆς διαιρουμένης 
εἰς δύο ἴσα μέρη εἰς τὸ σημεῖον ἐπα- 
φῆς ΠΗ. Ἡ εὐθεῖα αὕτη εἶναι ἡ ἐνοῦσα 
τὰ μέσα Ε καὶ Δ τῶν ΑΒ καὶ ΑΓ ἐφα- 
πτομένων. Ὶ 

ράγματι, πᾶσα ἐφαπτομένη ΖΘ 
διαιρεῖται εἰς δύο μέρη ἴσα ὑπὸ τῆς 


Σχ. 140. 
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ἐφαπτομένης ΔΕ, παραλλήλου πρὸς τὴν χορδὴν τῶν -μαφῶν’ τὸ 
δὲ τρίγωνον ΑΔΕ, τοῦ ὁποίου ἡ βάσις ΔΕ διέρχεται διὰ τοῦ μέ- 
σου Δ΄ τῆς ΖΘ, εἶναι μεγαλύτερον τοῦ ΑΖΘ. Εἶναι δηλ. τὸ τρί- 
γωνον ΑΔΕ τὸ ζητούμενον μέγιστον τρίγωνον. 

2) ᾿Εκ μιᾶς γνωστῆς προτάσεως (ὃ 369), δυνάμεθα ἀμέσως νὰ 
συναγάγωμεν ὅτι τὸ μέγιστον τρίγωνον εἶναι ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον 
ἡ ἐφαπτομένη ΔΗΕ διαιρεῖται εἰς δύο ἴσα μέρη διὰ τοῦ σημείου 


ἐπαφῆς 
Πρόβλημα 9δ8 


2227. Ἑὶϊς παραβολικὸν τοῆμα ΒΑΓ, μὲ χορδὴν ΒΓ κάϑετον ἐπὶ 
τὸν ἄξονα τῆς καμπύλης, νὰ ἐγγραφῇ 
τὸ μέγιστον τραπέζιον ἐκ τῶν ἐχόν- 
τῶν τὴν χορδὴν ΒΓ ὡς μεγαλυτέ- 
ραν βάσιν. 


Ἔστω ΒΕΔΓ τοῦτο καὶ ἰσοδύ- 
ναμον πρὸς τὸ ὀρθογώνιον ΚΕΗΓ’ 
κατὰ τὰ ἐν 8 3186, ἡ ἐφαπτομένη 
ΖΕΘ θὰ διαιρῆται εἰς δύο μέρη 
ἴσα διὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς Ε. 

᾿Εὰν θέσωμεν ΑΜ-Ξα, ΒΜΕΞβ, 
εὑρίσκομεν 


3 
α 8βα 
λμι:α-- 5. -ἰϑ, 
ἘΞ β 4β 
κγ β4 "5 --Ἴ6. 
Ἑπομένως 
(ΒΕΔΓῚ) -- (ΚΕΗΓ) -- ὅ 5.“ - 58 αρ, 
Ἐπειδὴ δὲ: 


παρ)λικὸν τμ. ΑΒΓ - 5. ἜΓ.ΑΜ-Ξ φ β.α, 


ἕπεται ὅτι τὸ μέγιστον τραπέζιον εἶναι τὰ τ΄ τοῦ παραβολικοῦ 


τμήματος. 


Παρατήρησις. Οἰαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ γωνία φ τῆς χορδῆς ΒΓ 
πρὸς τὴν διάμετρον ΑΜ, ἡ λύσις τοῦ προβλήματος παραμένει ἡ 
ἰδία (8 318, 2). Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ μεγίστου τραπεζίου εἰς τὴν περί- 


πτῶσιν αὐτὴν εἶναι Ξ αβημφ. 


πρόβλημα 969 


2228. Νὰ τμηϑῇ ὀρϑὸς κῶνος ΑΣΒ ὑπὸ ἐπιπέδου κατὰ τὸ μέγιστον 
παραβολικὸν τμῆμα. 


Ε -- παρ. τμ. ΜΑΝ τα τξ' ΔΡ᾿ ΜΡ ε- -ξ.: ΜΝ. ΛΡ. 
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᾿Ας ἐκφράσωμεν τὸ μῆκος ΛΡ σι ναρτήσει τῶν ἐπὶ τοῦ κύκλου 

τῆς βάσε: μηκῶν. Ἔχομεν, ἂν ΣΒ --λ: 
Λϑῦ ΣΒ ἃ ΠΑΡ, Ὰ 
ἌΡ 25. δ : 

καὶ ᾿ 


2. 
ε- 2 ΑΡΟΜΝ Ξ δ ΑΜΝ. 
3ρ » 

Γίνεται ἑπομένως μέγιστον. τὸ ἐμβαδὸν 
ΟΝ τοῦ παραβολικοῦ τμήματος ὅταν καὶ τὸ 
ς.-. Β ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΑΜΝ γίνῃ μέγι- 

στον, δηλ. ὅταν τὸ τρίγωνον τοῦτο καταστῇ 
ἰσόπλευρον. ᾿ὥστε: 


2κ. 3ρ᾽ γε ἂρ γ3 
3ρ. 4 τς Φ 
Πρόβλημα 960 


Π 
Σχ. Τ4ὐ0. 


Ε πιὰκχ. Ξ- 


2280. “Ἐν στερεὸν ἀποτελεῖται ἐχ δύο ἴσων κώνων ἐχύώντων κοινὴν 
βάσιν. Ζητεῖται νὰ τμηϑῇ τοῦτο ὑπὸ ἐπιπέδοιν 


Σ παραλλήλου πρὺς τὰς γενετείρας ΣΒ, ΔΈ εἰς 
΄]ς τρόπον, ὥστε ἡ τομὴ νὰ εἶναι ἣ μεγίστη. 
( 
εκ... : Εστω ΜΘΝΗ μία τυχοῦσα ἐκ τῶν ὡς 


ΜΟΣΣΝ ἄνω τομῶν: ἐπειδὴ διὰ τὰ παραβολικὰ 
πὶ Ν δι ἊΝ τμήματα ΜΘΝ, ΜΗΝ θὰ εἶναι, κατὰ τὴν 
ἍΠῈ ν..... προηγουμένην ἄσκησιν: 


δῷς γῖς ΕΟ 
ΝΠ Ν τες (ΜΘ (ΜῊΝ) 2λ 
Ν | δ Τρ. ΜΑΝ᾿ Τρ. ΜΒΝ) 3ρ᾽ 
ἃς ᾿ ἕπεται ὅτι 
Ἵ “ΟΛΘΝ) ἘΜΉΝ) Ὁ 
τ Τρ. (ΜΑΝ)Ξ Τρ. ΜΒΝ) 
Σχ. 1Ἰ0Ὶς Τομὴ (ΜΗΝΘ᾽ 2λ 


Τετράπλ. (ΑΜΒΝ 3ρ᾽ 


Γίνεται ἑπομένως μεγίστη ἡ τομὴ ὅταν τὸ τετράπλευρον ΑΜΒΝ 
καταστῇ μέγιστον, δηλ. ὅταν εἶναι τοῦτο τετράγωνον. “Ὥστε: 


2291. 
2 Ὰλ ᾿ς 4 
(ΕΓΖΘ) ..-(ΜΗΝΘ)) ν"αδκ. --ὶ Ὥρτ᾿ 2ρ'..- ἘΠ λρ. 
2232. Παρατηρήσεις. 1) Φθάνομεν ταχύτερον εἰς τὴν εὕρεσιν τοῦ 
ἀνωτέρω ἀποτελέσματος παρατηροῦντες ὅτι, ἐπειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν 


ἐμβαδῶν δύο παραβολικῶν χωρίων εἶναι 3 θη ΜΝ, τὸ δὲ μῆκος 
ΘΗ--ΣΒ-ελ 
εἶναι σταθερόν, τὸ γινόμενον τοῦτο γίνεται μέγιστον ὅταν καὶ ἡ 
χορδὴ ΜΝ ἀποβῇ μεγίστη. Δηλ. διὰ ΜΝ -Ξ2ρ, ὡς καὶ προηγου- 
ἕνως. 


2) Θὰ ἠδυνάμεθα νὰ ἐσπουδάζομεν ἀναλόγως καὶ τὰς μετα- 
βολὰς τῶν διαφόρων τομῶν ἑνὸς κανονικοῦ ὀκταέδρου ὑπὸ ἐπι- 
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πέδων παραλλήλων πρὸς δύο ἀπέναντι ἕδρας αὐτοῦ, ἢ καὶ παν- 
τὸς ὀκταέδρου μὲ διαγωνίους ΑΒ, ΓΔ, ΣΤ ἀλληλοδιχοτομουμένας. 


Πρόβλημα 961 


2299. Δίδονται σφαῖρα, εἷς μέγιστος κύχλος αὐτῆς ΑΟΒ καὶ ἐπίπε- 
δον ΝΊ. Νὰ ἀχϑῇ ἐπίπεδον (Π) παράλληλον πρὸς τὸ ἐπίπεδον ΝΤ 
καὶ τοιοῦτον, ὥστε ὁ κύλινδρος, ὁ προβάλλων ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ με- 
υίστου κύκλου τὴν τομὴν τοῦ (Π) κχαὶ τῆς σφαίρας, νὰ ἔχῃ τὸν μέγι- 
στον ὄγχον. 

(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 400 α). 


Προόβλημα 962 


3284. Εἰς τμῆμα παραβολοειδοῦς ἐκ περιστροφῆς μὲ μίαν βάσιν νὰ 
ἐγγραφῇ ὁ μέγιστος κύλινδρος. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 395). 


ὋὉ κύλινδρος εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ παραβολοειδοῦς. 
πρόβλημα 968 


2236. Νὰ περιγραφῇ εἰς τμῆμα παραβολοειδοῦς ἐκ περιστροφῆς ὁ 
ἐλάχιστος κῶνος. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 396, 2). 


9. δος Ζ ᾿ 
Ὃ κῶνος εἶναι τὰ πὸ τοῦ τιήματος τοῦ παραβολοειδοῦς. 


Διάφορα ζητήματα 


Θεώρημα τοῦ Μανδοῖι 904 


3286. "Ἔστω ΑΒΓΔ ἀρϑρωτὸν παραλληλόγραμμον. Ἣ χορυφὴ Α 
αὐτοῦ παραμένει σταϑερώ, 
ἐνῷ αἱ πλευραὶ ΑΒ, ΑΔ 
στρέφονται περὶ τὸ α χατὰ 
γωνίας ἴσας καὶ ἀντιϑέτων 
φορῶν. 

Δείξατε ὅτι ἣ κορυφὴ 
Τ᾽ γράφει ἔλλειψιν. (Λ]α μο- 
εἰν, 1892, σ. 235). 


Ἔστωσαν Κὶ καὶ Η 
τὰ σημεῖα καθ᾽ ἃ ἡ ΒΓ 
συναντᾶ τὰς ΑΧ καϊ ΑΥ, 
διχοτόμους τῆς γωνίας 
ΒΑΓ καὶ τῆς παραπλη- 
ρωματικῆς αὐτῆς, ἀντι- Ζε το 
στοίχως. Τὰ τρίγωνα 
ΑΒΚ, ΑΒΗ εἶναι ἰσο- 
οκελῆ. ΗΒ -- ΒΑ -- ΒΚ καὶ 


ΗΚ -- 248Β -- σταθερὸν μῆκος. 
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Γράφει ἑπομένως τὸ σημεῖον Γ ἔλλειψιν, ἀφοῦ τὰ ἄκρα τοῦ 
σταθεροῦ μήκους εὐθυγράμμου τμήματος ΗΚ ὀλισθαίνουν ἐπὶ δύο 
ὀρθογωνίων εὐθειῶν. 


Ππροόβλημα 965 


2357. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ, ἐκ τοῦ ὕψους ΑΗ τῆς 
διαμέσον ΑΜ καὶ τοῦ λόγου 


ΑΒ-ΑΓ μ 


ἈΑ 
Β᾽ ν΄ 
Κατασκευάζομεν πρῶτον τὸ τρίγω- 
νον ΑΗΜ. 


ΝΜ) 1: γ 


Ἢ Ἔκ τῶν σχέσεων 
Ὧι , ( 
Ν ΄ γπβ α΄ 
᾿ ἣν αν 
ΤΕ γ᾽ -- β᾽ -Ξ- ΒΗ9 -- ΗΓ’ --Ξ 
"ἢ Ξε (ΒΗ -ΗΓ) (ΒΗ -- ΗΓ) Ξ α «ΗΜ 
ἣν κγ. τ), ποριζόμεθα καὶ τὴν 


βῈΈγΥγ- τ ΗΜ -- γνωστὸν μῆκος λ. 


᾽Εὰν τώρα προεκτείνωμεν τὴν ΑΜ κατὰ ἴσον μῆκος ΜΑ΄, πα- 
ρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι τὸ σημεῖον Β ὀρίζεται εὐκόλως διὰ τῆς 
λόσεως τοῦ γνωστοῦ προβλήματος: Νὰ εὑρεθῇ ἐπὶ δοθείσης εὐ- 
θείας ΜΗ σημεῖον Β τοιοῦτον, ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστά- 
σεών του ἀπὸ δύο δοθέντων σημείων Α καὶ Α΄ νὰ εἴναι δοθὲν 
μῆκος Δ. (Μαιμεβὶ5, 1885, σ. 19: χ'4π ιἰδπὶ Βγοθςκ). 


Πρόβλημα 966 


2288. Δίδονται παραβολὴ καὶ δύο ἐφαπτόμεναι αὐτῆς ΤΜ, ΤΝ 
(Σχ. 1410), τεμνόμεναι ὑπὸ τοῦ ἄξονος: 
τῆς καμπύλης εἰς Β καὶ Γ᾽ ἀντιστοίχως. 
Δείξατε τὴν σχέσιν 

Τ᾽ ΤΒ 

ΤΝ Γ΄ 

Πράγματι, ὁ ἄξων ΑΧ εἶναι πα- 

ράλληλος πρὸς τὴν διάμετρον ΤΡ ἢ 
διάμεσον ἐκ τοῦ Τ τοῦ τριγώνου 
ΜΤΝ. Γνωρίζομεν δὲ (8 1135, β) ὅτι, 
ἡ παράλληλος ΑΒΓ πρὸς διάμεσον 
ΤΡ τοῦ τριγώνου ΜΤΝ, ὁρίζει ἐπὶ 
τῶν ἐκ τοῦ Τ πλευρῶν τμήματα 
ΤΒ, ΤΓ ἀνάλογα τῶν πλευρῶν αὐ- 
τῶν. (α. ἄς Ιολσομαηρ5. 7. Ἡ. Εἰ. 
1892, σ. 22). ὌΝ 


Θεώρημα 967 } 


2239. Αἱ ἐκ τοῦ τυχόντος σημείον 
Μ' τῆς ἐλλείψεως τοῦ διεῖπεν τριγώνου ἢ ΑΒΓ, ἀγόμεναι παράλληλ " 
πρὸς τὰς διαμέσους τοῦ τριγώνου συναντοῦν τὰς ἀντιστοίχους αὑτῶν 


Σ:- 1110.. 


πλευρὰς εἰς τρία σημεῖα Α΄, Β΄, Γ΄ κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. (Ε. 
Γεβασγο, Δίαιπεοὶς, 1893, σ. 70). ' : 

Ἢ ἔλλειψις τοῦ διίρφίπεν νὸς τυχόντος τριγώνου ΑΒΓ εἶναι ἡ 
προβολὴ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ τριγώνου τῆς περιγεγραμμένης πε- 
ρῥιφερείας εἰς τὸ ᾿Ισόπλευρον τρίγωνον, οὗτινος ὀρθὴ προβολὴ εἶναι 
τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. '᾿Επειδὴ δέ, αἱ ἐκ τυχόντος σημείου Μ τῆς πε- 
ριφερείας ταύτης παράλληλοι πρὸς τἀς διαμέσους τοῦ ἰσοπλεύρου 
τριγώνου εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰἀς ἀντιστοίχους αὐτῶν πλευράς, οἱ 
πόδες αὐτῶν κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ ϑίγιδοη θὰ κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας 
(ε), τῆς εὐθείας τοῦ δίηιϑοη τῆς σχετικῆς πρὸς τὸ σημεῖον Μ. 

Κεῖνται ἑπομένως τὰ τρία σημεῖα Α΄, Β’, Γ΄ εἰς τὸ ἐπίπεδον 
τοῦ τριγώνου ΑΒΓ ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς (ε΄), τῆς προβολῆς. τῆς 
:ὐθείας (ε) τοῦ 5΄πιϑοη διὰ τὸ σημεῖον Μ, ἀντιστοίχου τοῦ Μ΄, 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τοῦ τριγώνου. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα εἶναι τοῦ (εξατο’ εἰς τὸ δεύτερον αὐ- 
τοῦ μέρος ἐζήτει τὴν περιβάλλουσαν τῶν εὐθειῶν (ε΄). ᾽Π λύσις 
εἶναι τοῦ το - Εατπν: Ἢ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν (ε) τοῦ 
ϑίπιβοη ἑνὸς τριγώνου (τῶν ἀντιστοίχων τῶν σημείων τῆς περιγε- 
γραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας) εἶναι μία ὑποκυκλοειδὴς μὲ τοία 
σημεῖα ἀναχάμψεως. 

Ἡ καμπύλη αὕτη ἔχει μελετηθεῖ ὑπὸ διαφόρων καὶ ἰδιαιτέρως 
ὑπὸ τῶν ,. ΓΡαϊηνὶπ (Δ΄. 4., 1870, σ. 211 καὶ 258) καὶ 1,οπροβάπιρ5 
(.Μ. δ ., 1884, σ, 169.. Ἧ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν (ε') τοῦ 
ϑεωρήματος τοῦ (εὐατω εἶναι ἡ ὀρθογώνιος προβολὴ ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον 
τοῦ τριγώνου τῆς ἐν λόγῳ ὑποκυκλοειδοῦς διὰ τὸ ἰσόπλευρον 
τρίγωνον. 


Θεώρημα 968 


2240. ᾽Εὰν δύο ὁμοιόϑετα τρίγωνα ἔχουν τὸ αὐτὸ κέντρον βάρους 
ΟΩ, τὰ ἔξ σημεῖα τομῆς τῶν πλευρῶν αὐτῶν ἀνήκουν εἰς ἔλλειψιν, ὁμοίαν 
τῶν ἐλλείψεων τοῦ ϑίείπετ ἐχάστου τῶν τριγώνων τούτων. 


Τὸ σχῆμα τῶν τριγώνων αὐτῶν δύναται νὰ θεωρηθῇ ὀρθὴ προ- 
βολὴ δύο ὁμοιοθέτων ἰσοπλεύρων τριγώνων ἐχόντων τὸ αὐτὸ κέν- 
τρον Θ΄. ᾿Επειδὴ δὲ διὰ τὰ τρίγωνα ταῦτα, τὰ ἔξ σημεῖα τομῆς 
τῶν πλευρῶν τῶν ἀνήκουν εἰς περιφέρειαν (Κ) ὁμόκεντρον τῶν πε- 
ριγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς αὐτά, κατὰ τὴν προβολὴν ἡ περι- 
ρεια (() μετασχηματίζεται εἰς ἕλλειψιν ὁμοιόθετον᾽ ἐκείνων τοῦ 
διςίπεσ τῶν δύο τριγώνων καὶ ἔχουσα τὸ αὐτὸ κέντρον Θ᾽ μετ᾽ 
αὐτῶν. 


Θεώρημα 969 


2241. Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως Ἑ τοῦ ϑιίεῖποι ἑνὸς τοιγώνου 
ΑΒΓ ἔχει λόγον πρὸς τὸ ἐμβαδὸν αὐτοῦ ἴσον πρὸς 4π: 8 78. 


᾿Επειδὴ ἡ ἔλλειψις αὕτη καὶ τὸ τρίνωνον εἶναι προβολαὶ περι- 
φερείας Ε΄ καὶ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὴν ἰσρπλεύρου τριγώνου 
ΑΒΓ’, θὰ ἔχωμεν : 
(Ε) (Ε2) 


(ΑΒΓ) (ΑΒΤ 
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᾿Αλλ᾽ εἶναι (Ε΄)Ξ- πῈ καὶ ΑΒ  Ξ ἘΞ, ὅπως καὶ'ὁ ἡ 
μεεσττεςς ἀκτὶς τῆς περιφερείας Ε΄. Ἐπο- 
μένως 
(.) π’'͵ Ἅ4π 
(ΑΒΓ) 3573 5γ73΄ 


4 


2241 α. Σημείωσις. Ἥ περι- 
γεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον 
ἔλλειψις συναντᾶ τὴν περιγε- 
γραμμένην εἰς αὐτὸ περιφέ- 
ρειαν καὶ εἰς ἕν τέταρτον ση- 
μεῖον Ρ. Τὸ σημεῖον τοῦτο 
ὠνομάσθη σημεῖον τοῦ ΜιίοὶηΟΙ",᾿ 
ἐπειδὴ ὁ σοφὸς οὗτος ἀνεῦρε 
διαφόρους ἰδιότητας αὐτοῦ’ 
; ἐμελετήθη δὲ ὕστερον καὶ ὑπὸ 
τοῦ Τδύτν, ὅστις ἐσπούδασεν ἐπίσης καὶ τὰς ἰδιότητας τοῦ δια- 
μετρικοῦ τοῦ Ρ σημείου Τ --- καλουμένου σήμερον σημδίου τοῦ Ταννν (ἢ). 

Διὰ τὸ τελευταῖον τοῦτο σημεῖον, δύναταί τις νὰ συμβουλευθῆ 
τὴν ὡραίαν ἀναλυτικὴν σπουδὴν τοῦ 1. Νειθογμ (0. εἰ. Μ΄. 5., 1886, 
σ. 6 καὶ ἐπμ.), ὡς καὶ τὴν κατασκευήν, ἣν ὑπέδειξε ὁ πα Ια 05 
(αὐτ., 1886, σ. 129, καὶ 1888, σ. 242, 119 69). 

Τὰ σημεῖα τῶν διεῖπεν καὶ Ὑαντν, καθὼς καὶ ἡ ὑπερβολὴ τοῖ' 
Αἰορονὶ, ὑπῆρξαν ἀντικείμενον πολυαρίθμων μελετῶν. Βλ. σχετι- 
κῶς Δ΄. 4., 1887, σ. 215, ἰόβαγο. 


Σχ. 131}. 


Θεώρημα τοῦ διἐεῖπον 970 


2242. Ὃ τόπος τῶν σῃη- 
μείων, ἐκ τῶν ὁποίων δοϑεῖσα 
περιφέρεια (Γ προβάλλεται. 
διὰ κεντρικῆς προβολῆς, ἐπὶ 
ἐπίπεδον κάϑετον ἐπὶ τὸ τῆς 
Γ κατὰ περιφέρειαν. ἐπίση: 
(Γ΄), εἶναι ἰσόπλευρον ἐκ πε- 
οιστροφῆς μονόχωνον ὑὕπερβο- 
λοεδιδὲς ἔχον ὡς λαιμὸν τὴν 
περιφέρειαν (Γ]. 


"Ἔστω ν΄ ἕν τῶν κέντρων 
προβολῆς, κείμενον ἐπὶ ἐπι- 
πέδου (Π) καθέτου ἐπὶ τὸ 
ἐπίπεδον τῆς ([) καὶ ἀγό- 
μενον διὰ διαμέτρου αὐτῆς 
ΑΒ. 'Αρκεῖ νὰ ἀποδείδω- 
μεν ὅτι, ἐπὶ τοῦ - ἐπιπέδου 
{(Π), ὁ τόπος τῶν σημείων 
Χ' εἶναι ἰσόπλευρος ὑπερβολὴ μὲ πρωτεύοντα ἄξονα τὴν εὐθεῖαν ΑΒ. 

(4) Στ μι εσπὶ Εἰς τὸ σχῆμλα 1Ε11 τὸ τημξῖον Θ συνέπεῦ πρὸς πὸ 
κέντρον Ὁ τῆς πεοι γεγραμμένης περιφερείας. 
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Θεωρήσωμεν τὸν κυκλικὸν κῶνον μὲ κορυφὴν Χ' καὶ βάσιν τὴν 
περιφέρειαν (Γ) διαμέτρου ΑΒ. ᾿Επειδὴ ὁ κῶνος οὗτος θὰ τέμνε- 
ται ὑπὸ παντὸς ἐπιπέδου (Ρ) καθέτου ἐπὶ τὴν ΑΒ κατὰ κυκλικὴν 
τομήν, αἱ' τομαὶ αὖται. θὰ εἶναι ἀντεπαράλληλοι τομαὶ αὐτοῦ. Ἕπο- 
μένως, ἡ τομὴ ΜΝ, τοῦ ἐπιπέδου (Π) καὶ τοῦ διὰ τοῦ μέσου τῆς 
ἈἊΒ ἀγομένου ἐπιπέδου (Ρ), θὰ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ἐφα- 
πτομένην ΥΡ τῆς περιφερείας ΑΥ̓Β (8 1953) --- ἤ, ὡς ἀμέσως ἐκ τῆς 
ἐποπτείας τοῦ σχήματος φαίνεται, ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον. γχ΄ 
(ὅπου ν΄ τὸ συμμετρικὸν τοῦ Χ' πρὸ τὴν ΜΝ) .θὰ διέρχεται διὰ 
τῶν Α καὶ Β σημείων. 

Θὰ ἔχωμεν κατὰ ταῦτα: 


ον -- Ὰ -- ἸΌΓτ Ἐ ἄγτ-- ἸΥΡΕ ΑΓΕ 
ἢ, ἄν τεθῇ ΟΥὐ -ΓΡ --χ, Ρύ -ξς, 
ΠΡ αττὶ 
καὶ Ν ἘΞ ας Ξε: 


Ἡ ἐξίσωσις αὕτη εἶναι ἰσοσκελοῦς ὑπερβολῆς μὲ πρωτεύοντα 
ἄξονα ΑΒ (::}). ᾿ 


Σημείωμα ἐπὶ τῶν σφαιρικῶν κωνικῶν τομῶν. 


2248. "Ισιοοικόν. Ἐὶς τὴν σπουδὴν τοῦ τόπου (Τ) τῆς κορυφῆς 
ἑνὸς μεταβλητοῦ σφαιρικοῦ τριγώνου, τοῦ ὁποίου ἡ βάσις εἶναι 
ὡρισμένη, θέσει καὶ μεγέθει, τὸ δὲ ἄθροισμα τῶν ἄλλων πλευρῶν 
σταθερόν, ὁ ΝίοοΙαΣ περ ἐκάλεσε τὴν καμπύλην διπλῆς καμπυλό- 
τητος, ἣν εὖρε ὥς τόπον τῶν ἐν λόγῳ σημείων, σφαιρικὴν ἔλλειψιν" 
ταύτης εἰδικὴ περίπτωσις εἶναι ἡ περιφέρεια ΔΓΔ΄ τοῦ σχ. 96 τῆς 
8. 149. ᾿Αργότερον (1825), ὁ λΙαρπια. (Βερολῖνον) ἐδημοσίευσε εἰς 
τὰ «ἰμπαίος ἀὸ ἰρυηοππο (τομ. ἈΝ ΨΊ, 1825 - 26, σ. 33) μίαν ἀξιοση- 
μείωτον μελέτην ἐπὶ τῆς καμπύλης καθ΄ ἥν τέμνονται σφαῖρα καὶ 
κῶνος διυτέρου βαθμοῦ, ἔχων τὴν κορυφήν του εἰς τὸ κέντρον τῆς 
σφαίρας, ἀπέδειξε τὰς κυριωτέρας ἰδιότητας τῆς σφαιρικῆς ἐλλεί- 
εὼς καὶ ἐταύτισε αὐτὴν πρὸς τὴν σφαιρικὴν ὑπερβολήν. 

Τὸ 1829 - 30, εἰς τὰ 4ππαίος εν (ἰσραοπηο (τόμ. ΧΧ, ο. 129) ἐδη- 
μοσιεύθη, ὑπογεγραμμένον διὰ τῶν ἀρχικῶν ΛΜ]. (:. Ρ., ἕν πολὺ 
ἐνδιαφέρον ἄρθρον ἐπὶ τοῦ ἰδίου θέματος. 

Τὰ Δ οι ο 5. οἱ αίον. Δα ὀηιαί μος (1858 - 59) ἐδημοσίευσαν 
ἐπίσης μίαν πληρεστάτην τριγωνομετρικὴν σπουδὴν τῆς σφαιρικῆς 
κωνικὴς τομῆς. Εἰς τὴν ἐνδιαφέρουσαν ταύτην ἐργασίαν τοῦ λ΄ 83π:- 
κοη, καθηγητοῦ τότε εἰς τὸ Λύκειον τῶν Βερσαλλιῶν, γίνεται λό- 
νος περὶ τῆς σφαιρικῆς παριρολῆς καὶ διὰ τὴν ὁποίαν τίποτε δὲν 
ἀναφέρετο εἰς τὰ προηγούμενα ἄρθρα τῶν «ἐπ παὶοβ 46 ον πολι. 

Εἰς τὰ ἐπόμενά, θὰ συνοψίσωμεν τὰς σχετικὰς μελέτας ἐπὶ τοῦ 
θέματος, συμπληροῦντες αὐτὰς διὰ μιᾶς νέας, πιθανόν, παρατηρήσεως. 

Κῶνος δεντέοου μαΐμοῖ. Δὲν ὑπάρχει παρὰ εἴς μόνον κῶνος δευ- 
τέρου βαθμοῦ, οἰανδήποτε ὁδηγὸν αὐτοῦ καὶ ἂν λάβωμεν, ἔλλει- 
ψιν, ὑπερβολὴν ἢ παραβολήν’ τοῦτο προκύπτει ἄλλωστε καὶ ἐκ 


1. Σὴμ. ἀξ πὶ ᾿Ετροποποιήσαμεν ἐλατρῶς τὴν ἐν τῷ χειιένω ἀπός- 
ἤειξιν ἐπὶ τὸ. Ἀ2| ἡκᾶς. σατέσπτερον. 
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τοῦ ὅτι αἱ τρεῖς αὗται κωνικαὶ τομαὶ δύνανται, ὡς ἀπεδείξαμεν 
ἤδη, νὰ ληφθοῦν ὡς τομαὶ ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ κώνου. 
Θεωροῦντες τρεῖς εὐθείας ΟΧ, ΟΥ̓́, ΟΖ καθέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας 
ὡς ἄξονας συντεταγμένων, τοποθετοῦντες τὴν κορυφὴν τοῦ κώνου 
εἰς τὴν ἀρχὴν Ο καὶ ἐκλέγοντες τἀ ἐπίπεδα ΧΟΖ, ΥΟΖ διὰ πρω- 
τεύοντα ἐπίπεδα τῆς κωνικῆς ἐπιφανείας, λαμβάνομεν ὡς ἐξίσωσιν 
ταύτης τὴν 
-χΞ 3 3 
Ξ; ξ- πζξα () 
"Ἔστω α» β. Πᾶσα τομὴ τῆς ἐπιφανείας παράλληλος τοῦ ἐπι- 
πέδου ΧΟΥ ᾿εἶναι ἔλλειψις μὲ κέντρον ἐπὶ τοῦ ἄξονος ΟΖ καὶ τῆς 
ὁποίας ὁ πρωτεύων ἄξων εἶναι παράλληλος πρὸς τὸν ἄξονα ΟΧ 


ΣΧ. 1413. 


καὶ ὁ δευτερεύων πρὸς τὸν ΟΥ̓. "Ἔστω 2α ἡ γωνία τῶν γενειειρῶν 
ΟΑ, ΟΑ’΄ ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΧΟΖ καὶ 28 ἡ γωνία τῶν γενετειρῶν 
ΟΒ, ΟΒ’ ἐπὶ τοῦ ΥΟΖ. Ἡ γωνία Ζ2α εἶναι ἡ μεγαλυτέρα καὶ ἡ 2, 
ἡ μικροτέρα ἐκ τῶν γωνιῶν δύο διαμετρικῶν γενετειρῶν τῆς 
ἐπιφανείας. 


“Εστιακαὶ εἰϑεῖαι. Ὃ κῶνος δευτέρου βαθμοῦ Ο, ΑΒΑ΄Β΄ ἔχει 
δύο ἑστιακὰς εὐθείας ΟΖ, ΟΖ’ εἰς τὸ πρωτεῦον ἐπίπεδον ΑΟΑ΄. 

Τὸ θεώρημα τοῦ δίαφημς διατυποῦται ὡς ἑξῆς : Αἱ γωνίαι μιᾶς 
τυχούσης γενετείρας ΟΜ ἑνὸς κώνου δευτέρου βαθμοῦ ᾿μετὰ τῶν 
εὐθειῶν ΟΖ, ΟΖ’ ἔχουν ἄθροισμα σταθερὸν καὶ ἴσον πρὸς τὴν 
γωνίαν ΑΟΑ΄ 'ΞΞ 2Ζὰ τῶν ἄκρων γενετειρῶν. 

Ὃ ὑπὸ τὰ ἀρχικὰ ΔΙ. ὦ. 1». συγγραφεὺς τοῦ δευτέρου ἄρθρου 
τῶν .1. ἃ. α., (τοι. ΧΧ, σ. 129), ζητεῖ τὸν γεωμετρικὸν τόπον τῶν 
εὐθειῶν ΟΜ, διὰ τὰἀς ὁποίας τὸ ἄθροισμα τῶν γωνιῶν μετὰ 
δύο δοθεισῶν εὐθειῶν ΟΖ, ΟΖ’ εἶναι σταθερὸν καὶ εὑρίσκει κῶ- 
νον δευτέρου βαθμοῦ Ο, ΑΒΑ΄Β΄ -- κατ᾿ ἐπαλήθευσιν τοῦ ϑεω- 
ρήματος τοῦ δεσνιι. 


Σ γαιρικὴ κωνικὴ τομή. Ἢ καμπύλη αὕτη εἶναι τομὴ σφαίρας καὶ 
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κώνου δευτέρου βαθμοῦ, ἔχοντος κορυφὴν τὸ κέντρον Ο τῆς σφαί- 
ρας. ᾿Αποτελεῖται ἐκ δύο συμμετρικῶν πρὸς τὸ σημεῖον Ο μερῶν 
ΑΒΑ΄Β’, Α,8,4΄,Β΄, καὶ ἔχει τρία ἐπίπεδα συμμετρίας καὶ ἕξ κέν- 
τρα ἢ τρεῖς κεντρικὰς διαμέτρους, κειμένας ἐπὶ τῶν ἀξόνων τῶν 
συντεταγμένων. Πᾶς μέγιστος κύκλος διὰ μιᾶς τῶν διαμέτρων αὐ- 
τῶν, ΓΓ΄ ἢ ΔΔ΄, διαιρεῖ τὴν καμπύλην εἰς δύο μέρη ἴσα. 

Ἢ πλήρης καμπύλη ἔχει τέσσαρας ἑστίας: τὸ ἄθροισμα τῶν 
τόξων ΜΖ, ΜΖ' μεγίστων κύκλων εἶναι σταθερὸν καὶ ἴσον πρὸς 
τὸν μέγαν ἄξονα ΑΓΑ’ (τόξον μ. κύκλου) τῆς καμπύλης. Εἶναι λοι- 
πόν αὕτη μία σφαιοική, κατὰ τὸν Εἶι55, ἔλλειψις, καθὼς καὶ ἡ συμ- 
μετρικὴ αὐτῆς Α,Β,4΄,.Β΄,. ὲ 

Ἡ ἰδία καμπύλη δύναται νὰ ὀνομασθῇ ἐπίσης καὶ σφαιρικὴ ὕπερ- 
βολή. '᾿Επειδὴ θεωροῦντες καὶ τὰ δύο μέρη αὐτῆς καὶ τὰς ἑστίας 
Ζ, Ζ,,, παρατηροῦμεν ὅτι δύναται αὕτη νὰ θεωρηθῇ ὡς τόπος τῶν 
σημείων Μ, δι᾽ ἃ ἡ διαφορὰ τῶν σφαιρικῶν ἀποστάσεων ΜΖ, -- 
ΜΖ εἶναι σταθερὰ καὶ ἴση πρὸς τὸ τόξον ΑΔΑ΄, -- ὡς ἀμέσως ἐκ 
τοῦ σχήματος φαίνεται. 


“Σφαιρικὴὶ παραβολή, ἘΠῤΠς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν ὁ μέγας ἄξων 
ΑΓΑ΄ εἶναι ἴσος πρὸς τέταρτον περιφερείας μ. κύκλου, δηλ. ὅταν 
2α --- 909, ἡ τομὴ τῶν δύο ἐπιφανειῶν δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ὁ 
τόπος τῶν σημείων Μ, διὰ τὰ ὁποῖα αἱ σφαιρικαὶ ἀποστάσεις τῶν 
ἀπὸ τοῦ σημείου Ζ καὶ ἀπὸ τῆς περιφερείας ΘΗΘ,, καθέτου ἐπὶ 
τὴν ΟΖ’΄, εἶναι ἴσαι. Πράγματι, θὰ εἶναι τότε: 


-- ΄“- “-- βόας 
ἩΜΖ΄ -- τέταρτον περιφ μ. κύκλου -- ΑΓΑ΄ - ΜΖ΄ -ἘΜΖ 
καὶ ἑπομένως 
ΜΔ -- ΜΉ. 


ΑἹ σφαιρικαὶ διευϑετοῦσαι τῆς παραβολῆς αὐτῆς εἶναι αἱ δύο περι- 

φέρειαι μ. κύκλων͵ αἱ ὁριζόμεναι διὰ τῶν τόξων 
"»““Ὶ τρῃς»-" ῥῆπϑας Ἄπας, 
ΑΘ-Ξ ΑΖ καὶ Α΄Θ΄-- Α΄Ζ΄. 

Παρατήρησις. Διάφοροι ἀναλογίαι καὶ συλλογισμοὶ μᾶς ὁδηγοῦν 
εἰς τὸν ὁρισμὸν τῆς σφαιρικῆς κωνικῆς τομῆς ὡς τοῦ τόπου τῶν ση- 
μείων Μ τῆς σφαιρικῆς ἐπιφανείας τῶν ὁποίων ὁ λόγος μ τῶν 
ἀποστάσεών τῶν ἀπὸ σταθεροῦ σημείου Ζ αὐτῆς καὶ ἀπὸ σταθε- 
ρᾶς περιφερείας μ. κύκλου ΘΗΘ, , εἶναι ἀμετάβλητος. 

“Διὰ μ «1, ἡ τωνία 2Ζα τοῦ κώνου εἶναι μικροτέρα μιᾶς ὀρθῆς 
καὶ ἡ καμπύλη ἔχει τὴν χαρακτηριστικὴν ἰδιότητα μιᾶς ἐπιπέδου 
ἐλλείψεως πρὸς τὰς διευθετούσας καὶ ἑστίας αὐτῆς. 

Διὰ μὴὉ'»}, 2α» μιᾶς ὀρθῆς καὶ ἡ καμπύλη ἔχει, ἀναλόγως, τὴν 
χαρακτηριστικὴν ἰδιότητα μιᾶς ἐπιπέδου ὑπερβολῆς πρὸς τὰς διευ- 
θετούσας καὶ ἑστίας αὐτῆς. 

Διὰ μ--Ί, ἡ γωνία 2α εἶναι ἴση πρὸς μίαν ὀρθὴν καὶ ἡ ἀντί- 
στοιχος καμπύλη εἶναι ἡ σφαιρικὴ παραβολή. 


Αἱ ἐστιακαὶ ἰδιότητες δἶναι αἱ αὐταὶ καὶ εἰς τὰς τρεῖς περιπτώσεις. 
Οὕτω λ. χ., ὁ μέγισίος κύκλος, ὁ ἐφαπτόμενος τῆς καμπύλης εἰς 
σημεῖον Μ αὐτῆς, σχηματίζει ἴσας γωνίας πρὸς τὰ ἑστιακὰ τόξα 
εἷς τὸ σημεῖον αὐτό, ὁ δὲ κάθετος μέγιστος κύκλος. εἰς τὸ Μ ἐπὶ 
τὴν καμπύλην διχοτομεῖ τὴν γωνίαν τῶν τόξων τούτων. Ο τόπος 
τῶν καμπύλων προβολῶν τῶν ἑστιῶν ἐπὶ τοὺς ἐφαπτομένους με- 
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γίστους κύκλους εἶναι ὁ πρωτεύων κύκλος τῆς καμπύλης, μὲ διάμε- 


΄-- 
τρον ΑΑ΄ κλπ. Ὁ τόπος τῶν συμμετρικῶν τῶν προβολῶν τῶν ἑστιῶν 
ἐπὶ τοὺς ἰδίους ἐφαπτομένους μ. κύκλους εἶναι ἄλλος κύκλος, δυνά- 
μενος νὰ ὀνομασθῇ διευϑύήνων κύπλος τῆς σφαιρ. ἐλλείψεως ἢ τῆς 
ὑπερβολῆς᾽ διὰ τὴν σφαιρ. παραβολήν, ὁ κύκλος οὗτος συμπίπτει 
πρὸς τὴν διευθύνουσαν περιφέρειαν (ΘΗΘ),). 

Αἱ σφαιρικαὶ ἀποστάσεις, περὶ ὧν γίνεται λόγος ἀνωτέρω, 
νοοῦνται ἐπὶ τόξων μεγίστων κύκλων. Ὃ πρωτεύων κύκλος, μὲ διά- 
μετρον ΑΑ΄, εἶναι παράλληλος τῆς σφαίρας κύκλος: ὁμοίως, οἱ 
διευϑύνοντες κύκλοι, ὅταν 2α ᾿Ξ μιᾶς ὀρθῆς, εἶναι μικροὶ κύκλοι 
τῆς σφαίρας. ᾿ 

ρεύνησις. ᾽Εὰν β΄--:0, ἡ κωνικὴ ἀνάγεται εἰς τὸν μέγαν αὐτῆς 


΄σ΄- 
ἄξονα ΑΓΑ΄ καὶ αἱ ἑστίαι της εἶναι τὰ σημεῖα Α καὶ Α΄. 

Διὰ βῥ ζ«, ἡ διάταξις τοῦ σχήματος εἶναι ὡς ἐν τῇ μελέτη 

ταύτῃ (σχ. 1412). 

ιὰ βξξα, ὁ κῶνος ἀποβαίνει ἐκ περιστροφῆς. ἡ τομὴ ἀποτε- 
λεῖται ἐκ δύο ἴσων καὶ παραλλήλων κύκλων, αἱ δὲ ἑστίαι ἑκάστου 
μέρους εἶναι τὰ σημεῖα Γ καὶ Γ΄. 

Ἡ ὅλη καμπύλη διατηρεῖ πάλιν τὰς ἑστιακὰς ἰδιότητας τῆς ἐλ- 
λείψεως καὶ τῆς ὑπερβολῆς. Πράγματι, τὰ σημεῖα αὐτῆς ἔχουν τὴν 
ἰδιότητα ὅπως ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεών τῶν ἀπὸ τὸ σημεῖον Γ 
(ἢ Γ’) καὶ ἀπὸ τοῦ μεγ. κύκλου ΔΔ' διατηρεῖται σταθερός. 


ΠΟοοβολαὶ τῆς σγαιρικῆς κωνιπῆς τομῆς. ᾿Επειδὴ ὁ κῶνος δευτέρου 
βαθμοῦ καὶ ἡ σφαῖρα ἔχουν τὰ αὐτὰ πρωτεύοντα ἐπίπεδα, ἡ τομή 
τῶν προβάλλεται ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου ΧΟΥ κατὰ ἔλλειψιν. ᾿Επὶ δὲ 
τοῦ ΧΟΖ κατὰ τόξα τῆς αὐτῆς ἐλλείψεως (1}}), ἐχούσης κέντρον 
Ο καὶ διὰ τὴν ὁποίαν αἱ προβολαὶ τῶν Β καὶ Β΄, εἶναι τὰ ἄκρα 
τοῦ μικροῦ ἄξονος, ἐνῶ τὰ σημεῖα Α, Α΄, Α,, Α΄, εἶναι σημεῖα παύ- 
σεως τοῦ πραγματικοῦ μέρους αὐτῆς. 

᾿Επὶ τοῦ ἐπιπέδου ΥΟΖ, ἡ σηαιρικὴ ἔλλειηις προβάλλεται κατὰ 
δύο ὑπερβολικὰ τόξα. Αἱ προβολαὶ τῶν Α, Α΄ συμπίπτουν εἰς τὴν 
μίαν τῶν κορυφῶν τῆς καμπύλης. 


᾿Ελλειπεικὸς κύλινδρος. Ἐπειδὴ ἡ προβολὴ τῆς σφαιρικῆς κωνικῆς 
τομῆς ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον ΧΟΥ͂ εἶναι, ὡς εἴδομεν, ἔλλειψις, δυνά- 
μεθα νὰ συμπεράνωμεν ὅτι ὁ ὀρθὸς ἐλλειπτικὸς κύλινδρος, ὁ ἔχων 
τὴν προβολὴν ταύτην διὰ ὁδηγόν, τέμνει τὴν σφαῖραν κατὰ τὴν 
ἰδίαν καμπύλην ΑΒΑ΄Β΄ -- Α.Β,Α΄ Β΄. σημειωτέον ὅμως ὅτι αἱ 
ἑστίαι τῆς σφαιρικῆς καμπύλης δὲν προβάλλονται κατὰ τὰς ἑστίας 
τῆς ὀρθῆς τομῆς - ὁδηγοῦ τοῦ κυλίνδρου. . 
᾿Ανάλογα παρατηροῦμεν διὰ τὰς προβολὰς ἐπὶ τῶν ΧΟΖ καὶ 
ΥΟΖ ἐπιπέδων. Διὰ τῆς ἰδίας σφαιρικῆς καμπύλης διέρχεται καὶ 
ἕν ἐλλειψοειδὲς ἢ ὑπερβολοειδές. ᾿ 
Ἡ τομὴ τῆς σφαίρας καὶ τοῦ μονοχώνου ὑπερβολοειδοῦς 
χΞ το “3 
αϑ ΒΞ γ᾽ 
ἐμελετήθη ὑπὸ τοῦ Μασπυκ, 'ῶὥς εἰδικὴν περίπτωσιν τοῦ ὑπερβο- 
λοειδοῦς τούτου ἐθεώρησε τὸν κῶνον, τὸν ἔχοντα τὰς ἰδίας ἑστια- 
κἀς γραμμὰς μετὰ τοῦ ὑπερβολοειδοῦς. ἜΝ 


ΣΟΙ ΕἾ 


141. Σημ. μ6τ. Ἐπειδὴ ὑπετέθη Ὁ» 6. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΝ ΛΕΞΙΚΟΝ 


Εὐϑεῖαι --- Σημεῖα --- Καμσύλαι --- Πολύγωνα 
Εὐϑεῖα γραμμὴ 


ΓΛ ξων ὑμολυγίας (Ῥοποεῖεῖ): Τόπος τῶν σημείων τομῆς 
τῶν ὁμολόγων εὐθειῶν δύο ἀντιστοίχων σχημάτων. 

"Ἡξὼν ὁμοιοϑεσίας : Ἐὐθεῖαι ὁμόλογοι καὶ συμπίπτουσαι 
δύο ὁμοίων σχημάτων 

ἤμξων (ριξικὸς) (αι! ον ἀε Τοιγ5) : Τόπος τῶν σημείων 
τῶν ἐχόντων ἴσας δυνάμεις πρὸς δύο περιφερείας. 

Οἐνίοηπο (Δ. Ῥομ]αῖη): Εὐθεῖα συνδέουσα μίαν κορυφὴν 
τριγώνου μετὰ τυχόντος σημείου τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς. Λέ- 
γεται ἐπίσης καὶ γωγνιώδη: διατέμνουσα (1. Νουα. τ) [67α. καὶ 

ὐϑεῖα τοῦ α' Αἰαγῦον! : Εὐθεῖα ἐφ᾽ ἧς τρία κέντρα ὁμοιό- 
τητος τριῶν περιφερειῶν. ᾿ 

Εὐθεῖα (ἡ ἐπ᾿ ἄπειρον) : Ἢ εἰς ἄπειρον χορδὴ δύο περι- 
φερειῶν. 

Εὐϑεῖα τοῦ ΔΝεύτωνος (ἢ τοῦ Οαιι85} : Ἔφ᾽ ἧς τὰ μέσα τῶν 
διαγωνίων ἑνὸς πλήρους τετραπλεύρου. 

᾿Εὐϑεῖα τοῦ Ῥαδοαὶ : ᾽ἜἘΦ᾽ ἧς τὰ κοινὰ σημεῖα τομῶν τῶν 
τριῶν ζευγῶν ἀπέναντι πλευρῶν ἑνὸς ἐγγεγραμμένου εἰς 
κῶν. τομὴν ἑξαγώνου. 293β, 2930 καὶ 

ὐϑεῖα τοῦ δῖγιδον, : ᾽᾿ἘΦ᾽ ἧς οἱ πόδες τῶν καθέτων, τῶν 
ἀγομένων ἐκ σημείου τῆς περιγεγραμμένης εἰς τρίγωνον πε- 
βιφερεῖας ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου. 22, 762 - 767, 1212 α, 

1234, 1276 β καὶ 

Εὐϑεῖα τῶν μέσων [(ιαςί68) : Τόπος τῶν μέσων τῶν εὐθυ- 
γράμμων τμημάτων, ἄτινα συνδέουν, ἀνὰ δύο, σημεῖα κεί- 
μενα ἐπὶ τῶν πλευρῶν γωνίας καὶ ἴσον ἀπέχοντα ἀπὸ δύο 
σταθερῶν σημείων ἐπὶ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 771 ι, 1091 α, καὶ 

Εὐϑεῖα τοῦ Βαϊ: Ἢ συνδέουσα τὸ ὀρθόκεντρον μετὰ 
τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τρίγωνον. 

28, 293 καὶ 
᾿Επὶ τῆς εὐθείας ταύτης εὑρίσκονται καὶ τὰ σημεῖα τοῦ 
Τ᾿ γαῆκο. 

Εὐθεῖα τοῦ Ποιυιδεί : Ἣ συνδέουσα το κέντρον τοῦ ἐγγε- 
γραμμένου εἰς τρίγωνον κύκλου μετὰ τοῦ κέντρου τοῦ ἐγ- 
ρα μένου εἰς τὸ μέσον τρίγωνον τοῦ δοθέντος. 

εἴα τοῦ γναϊίαεςε (μᾶλλον γνωστὴ ὡς ἡ τοῦ δίγιδοη). 
διὰ. τὸ ἱστορικόν, βλέπε δύο αημειώματα τοῦ ἀγεμιδαϊα 


εἰς δροοσεραϊησϑ ο[ (6 Ἑαϊπθωνσιι Μαϊποιπαιοαὶ ϑδοοὶοίν, τομ.. 


ΧΧΨΠΙΙ (1909 --- 1910). 
Εὐϑεῖαι ἀντιπαράλληλοι (Αταδυδ) ἢ ἀντικλινεῖς πρὸς τὴν αὖ- 
τὴν εὐθεῖαν. 28, 3) καὶ 


Παράγο. 
1249. 
212. 
1265 α. 


913. 

293 α. 
1265 α. 
1233 σ 


1237 α. 
1277 β. 


1358 α. 


1120 α. 
1242 ο. 


1123. 


,.23 α. 


471. 
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1: θεῖα, ἐσογώντοι (71. ΝΘ 6. .)}: Ζεῦνος εὐθειῶν διὰ τῆς 
“κορι φῆς γωνίας ἀγομένων καὶ συμμετρικῶς πρὸς τὴν διχο- 
τόμον τῆς γωνίας κειμένων. 646 καὶ 

Δ ὐύεῖιι ἐσοτοιι καὶ (2) 0 ]ιοπσοπανιρδ᾽ : Ζεῦγος εὐθειῶν διὰ 
κορυφῆς τριγώνου ἀγομένων καὶ δύο ἰσοτομικῶν (βλ. κατω- 
τέρω) σημείων ἐπὶ τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς. Λέγονται ἐπί- 
οῆς καὶ ἀντίστρογοι εὐϑεῖαι. 765α, 1231 α καὶ 

Εύϑεῖα τοῦ Φίλωνος: Τὸ βραχύτερον εὐθύγραμμον τμῆμα 


ἐνφάτος 


1116. 


1242 δ, 


τὸ μεταξύ τῶν πλευρῶν γωνίας περιεχόμενον καὶ διὰ ση-. 


μείου ἐντὸς τῆς γωνίας κειμένου διερχόμενον. 
πη παράλληλοι διάμεσοι : Βλέπε Συμμετοοδιάμεσοι. 
Πάμεσον τετραπλεύρου: Αἱ ἐνοῦσαι εὐθεῖαι τὰ μέσα τῶν 
ἀπέναντι πλευρῶν τετραπλεύρου ἢ τῶν διαγωνίων αὐτοῦ. 
Σηϊμιοοειοὰ ((τοσιοπα): Σύνολον σημείων ἐπ᾽ εὐθείας 
γραμμῆς. 1150ε καὶ 
Δυωμετουδιίπεσος (1 τα.» πὸ): Ἡ συμμετρικὴ τῆς διαμέ- 
σου τριγώνου εὐθεῖα πρὸς τὴν διχοτόμον ἤτις ἄγεται ἐκ 
τῆς αὐτῆς κορυφῆς. 66, 148, 899, 1102, 1603 καὶ 


Σημεῖα 


Κέντοον τῶν μέσων ἀποσπτάσεων ἑνὸς ουνόλοι» σημείων. 463 καὶ 

Αέντοον ἢ πόλος ἀντιστυυηῆς: 

Ἀέντοα (ἰσογώνια) : Τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν κύκλων τοῦ 701"- 
γἱοοϊ, ἑνὸς τριγώνου; δηλ. τῶν περιγεγραμμένων εἰς τὰ 
ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου κατασκευαζόμενα ἰσόπλευρα 
τρίγωνα τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται καὶ τὰ τρία ἐκτὸς τοῦ τρι- 
γώνου ἢ καὶ τὰ τρία πρὸς ὃ μέρος τοῦ ἐπιπέδου (ὡς πρὸς 
ἑκάστην πλευρὰν) εὑρίσκεται καὶ τὸ τρίγωνον. 

Κέντρα ἰσοδυναμικὰ (Δισιίνονα) : Τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν τριῶν 
κύκλων τοῦ ᾿Απολλωνίου ἑνὸς τρινώνου. 

Κέντοον ὁμοιοϑεσίας δύο ὁμοιοθέτων σχημάτων : 

Κέντρον ὁμοιότητος: 1146 καὶ 

Αέντοον ὁμολογίας (Ποηςείει!]: Τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν εὐ- 
θειῶν τῶν διερχομένων διὰ δύο ἀντιστοίχων σημείων δύο 
ὁμολόγων σχημάτων. 

Σημεῖον τοῦ βινϊαποίοη: Τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαγω- 
νίων ἐνὸς περιγεγραμμένου εἰς κωνικὴν τομὴν ἐξαπλεύρου. 

2930 καὶ 

Σημεῖον τοῦ βγυιπο ( (Οὐ. 1ιετπαῖτο): Σημεῖον ἐπὶ τοῦ ἐπι- 
πέδου τετραπλεύρου τοιοῦτον, ὥστε αἱ συνδέουσαι αὐτὸ 
εὐθεῖαι μετὰ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου 
διαιροῦν αὐτὸ εἰς τέσσαρα ἄλλα ἰσοδύναμα. 

Σημεῖον τοῦ φιορύαοι : Σημεῖον ἐπαφῆς τοῦ κύκλου τῶν 
ἐννέα σημείων τριγώνου καὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου ἢ ἑνὸς 
τῶν περιγεγραμμένων εἰς αὐτὸ κύκλων. 238 καὶ 

Σημεῖον τοῦ γαηκα: Κοινὸν σημεῖον τῶν εὐθειῶν τῶν 
συνδεουσῶν τὰς κορυφὰς τριγώνου μετὰ τῶν σημείων 
Δ΄, Ε΄, Ζ΄, τῶν διαιρούντων τὰς μεσοκαθέτους ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ 
ἐπὶ τὰς πλευράς του κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον. 

Σημεῖον τοῦ Κγέφιον ((γαϊηϊα πη) : Τὸ σταθερὸν σημεῖον, δι᾿ 
οὗ διέρχονται αἱ χορδαὶ κων. τομῆς, αἱ φαινόμεναι ἐκ ση- 
μείου Μ αὐτῆς ὑπὸ ὀρθὴν γωνίαν. 
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Σημεῖον τοῖ! (ἰῤγσοηπο.: Τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν εὐθειῶν 
τῶν ἑνουσῶν τὰς κορυφὰς τριγώνου μετὰ τῶν σημείων ἐπα- 
φῆς τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὸ κύκλου..293 9, :, 1242 α καὶ 

Σημεῖον τοῦ Οὐἰγὺδε: Βλ. σημεῖον τοῦ Ι,επτοΐπιο. 

Σημεῖον τοῦ Ναγίμα (ἢ τοῦ Ποιιίἐπ): Κοινὸν σημεῖον τῶν 
εὐθειῶν, τῶν ἑνουσῶν τὰς κορυφὰς τριγώνου μετὰ τῶν ση- 
μείων τῶν διαιρούντων τὰς ἀκτῖνας τοῦ ἐγγεγραμμένου 
κύκλου εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μετὰ τῶν πλευρῶν κατὰ τὸν 
αὐτὸν λόγον. 

Δημεῖον τοῦ Ἰ,οπιοὶπο (1. ΝΟΙογ): Τὸ κοινὸν τῶν συμ- 
πετροδιαμέσων τριγώνου. 103, 899, 1242 γΥ καὶ 

Δ ημεῖον τοῦ Ια! οὶ ἑνὸς ἐγγραψίμου τετραπλεύρου: Τὸ 
ουμμετρικὸν τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τε- 
τράπλευρον περιφερείας πρὸς τὸ μέσον τῆς ἑνούσης τὰ 
μέσα τῶν διαγωνίων εὐθείας. 

Σημεῖον τοῦ Μιηοὶ (ἸΚαπίοτ) : Τὸ κοινὸν τῶν τεσσάρων πε- 
Ριφερειῶν τοῦ λίϊηποὶ ἑνὸς τετραπλεύρου. 2], 711, 711 καὶ 

Σημεῖον τοῦ Δαμοί: Τὸ κοινὸν τῶν εὐθειῶν, ἀΐτινες συν- 
δέουν τὰς κορυφὰς τριγώνου μετὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς 
τῶν πλευρῶν του μεθ᾽ ἑκάστης τῶν παρεγγεγραμμένων εἰς 
τὸ τρίγωνον περιφερειῶν. 1123 καὶ 

Σημεῖον τοῦ διείπον: Τὸ τέταρτον κοινὸν σημεῖον τῆς πε- 
ϑιγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας καὶ τῆς ἐλλεί- 
Ψεως τοῦ ϑιοίϊποτ τοῦ ἰδίου τριγώνου. 

Σημεῖον τοῦ Ταῦ : Τὸ διαμετρικὸν τῆς περιγεγραμμένης 
εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας τοῦ σημείου τοῦ ϑίεϊποτ. 

Σημεῖον τοῦ ἡ εοίρη!: Σημεῖον κοινὸν᾽ τῶν εὐθειῶν ΑΑ΄, 
ΒΒ΄, ΓΓ΄, τῶν συνδεουσῶν τὰς κορυφὰς Α, Β, Γ τριγώνου 
μετὰ τῶν κορυφῶν Α΄, Β΄, Γ΄’ τῶν ἰσοσκελῶν καὶ ὀρθογωνίων 
τριγώνων τῶν κατασκευαζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου ὡς ὑποτεινουσῶν. ᾽Ο χ᾽ δεοίοη ἐκάλει τὸ σημεῖον 
τοῦτο Τ καὶ τὸ ὥριζεν ἀνεξαρτήτως τῆς κατασκευῆς τῶν 
ἱσοσκελῶν τριγώνων. 

Σημεῖα τοῦ νουαγα : Τὰ ὁριζόμενα διὰ τριῶν ἐπισυνημ- 
μένων περιφερειῶν εἰς τὸ τρίγωνον. 906, 1084, 1085 α 1097 

Σημεῖα τοῦ ἔπιον: Τὰ μέσα τῶν εὐθειῶν τῶν ἑνουσῶν 
τὸ ὀρθόκεντρον τριγώνου μετὰ τῶν κορυφῶν αὐτοῦ. 721 α καὶ 

Σημεῖα τοῦ Τργᾳμοηι: Τὰ κοινὰ σημεῖα Ο καὶ Ο’ δύο 
τριάδων εὐθειῶν (ΑΟΑ΄, ΒΟΒ΄, ΓΟΓῚ (ΑΟ΄Α΄, ΒΟ΄Β΄, 
ΓΟΓ΄΄) εἰς τὸ ἐπίπεδον τριγώνου ΑΒΓ, διὰ τὰς ὁποίας οἱ 
πόδες τῶν Α΄... Γ΄΄ ἐπὶ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου κεῖν- 
ται ἐπὶ περιφερείας. 

Σημεῖα ἀνάλογα ἐνὸς δοθέντος σχήματος : Τὰ διὰ τῶν 
ἰδίων κατασκευῶν ὁριζόμενα καὶ τὰς αὐτὰς ἰδιότητας 
ἔχοντα. 

Σημεῖα ἀντίστροφα: 1) ᾿Αντίστοιχα σημεῖα δύο ἀντιστρό- 
φῶν σχημάτων. 

2) Βλέπε : ᾿Ισογώνια σήμεζα, 

,, 3) (τοῦ, Γοηηομαηιρ8). Τὰ ὁριζόμενα διὰ δύο ζευγῶν 
ἡσοτοιικῶν ἢ ἀντιστρόφων εὐθειῶν. “ ᾿ 

Σημεῖα δίδυμα (ϑεϊιοιιε 6): Τὰ ὁριζόμενα ὑπὸ δύ" τριά- 
δῶν περιφερειῶν, ἑκάστη τῶν ὁποίων ἀποτελεῖται ἐκ τριῶν 
περιφερειῶν διερχομένων διὰ δύο τῶν κορυφῶν τριγώνου 
καὶ τεμνομένων κατὰ τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ τοιούτων, ὥστε 
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αἱ ἕξ αὗται περιφέρειαι νὰ εἶναι συμμετρικαὶ ἀνὰ δύο 
πρὸς τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου. 

Σημεῖα ἰσογώνια , Δ'οιὺον}): Δύο σημεῖα Μ, Μ΄’ εἰς τὸ ἐπί- 
πεδον τριγώνου ΑΒΓ, διὰ τὰ ὁποῖα αἱ εὐθεῖαι ΑΜ, ΒΜ, 
ΓΜ εἶναι ἰσογώνιοι τῶν ΑΜ’, ΒΜ΄, ΓΜ΄ ἀντιστοίχως. 

Σημεῖα ἰσοκυκλικά, Βλέπε : ᾿οἹἱνειστοοφὴ συμαετοι πη). 

Σημεῖα ἱποτομικὰ ,Γοποσπαηιρ5}: Ζεῦγος σημείων ἐπὶ 
πλευρᾶς τριγώνου καὶ συμμετρικῶν πρὸς τὸ μέσον αὐτῆς. 
Βλέπε καὶ ἀντίστοοφα σημεῖα τοῦ {οπροϊιαηιμς. 1231 α καὶ 

Σημεῖα κυκλικὰ ἐπ᾽ ἄπειρον : Τὰ κοινὰ σημεῖα τῆς ἐπ’ 
ἄπειρον εὐθείας καὶ τυχούσης περιφερείας. ᾿ 

Σημεῖα ὁμοκυκλικὰ ἢ συγκυκλικά: Σημεῖα ἀνήκοντα εἰς 
τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. 292ν, 293 ὃ, 294 καὶ 

Σημεῖα ὁριακὰ τοῦ Ῥοποοίοί: Τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν περι- 
Φερειῶν, αἵτινες τέμνουν ὀρθογωνίως δύο δοθείσας πε- 
ριφερείας. 232 καὶ 


Κύκλοι 


Κύκλος τοῦ Βμείον ἢ τῶν ἐννέα σημείων : 'Ο διερχόμενος διὰ 
τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τριγώνου, τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν 
καὶ τῶν μέσων τῶν ἑνούντων τὸ ὀρθόκεντρον μετὰ τῶν κο- 
ρυφῶν τοῦ τριγώνου τμημάτων. 27, 293ε, 718, 721 α, 

1262, 1341 καὶ 

Κύκλος τοῦ μμρθαιπ: Ἢ μὲ διάμετρον τὸ τμῆμα τὸ 
συνδέον τὸ ὀρθόκεντρον μετὰ τοῦ σημείου τοῦ Νανεὶ τοῦ 
τριγώνου (ΔΙπτ})., 1890, σ. 105 καὶ 1. ΔΙ. 1'., 1891, σ. 57). 

Αύκλος τοῦ ΔΙϊῳπεὶ ἐνὸς τετραπλεύρου: Ἢ διὰ τῶν κέν- 
τρὼν τῶν περιγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰ τέσσαρα 
τρίγωνα τοῦ (πλήρους) τετραπλεύρου. 711, 711 Β καὶ 

Αὐύκλος τοῦ δίοηψο. θλέπε ὀοϑοπτικὸς κύκλος κων. τομῆς. 

Κύκλος ταῦ Ροπιοίει: 'ὋὋ τόπος τῆς κορυφῆς σταθερᾶς 
γωνίας, τῆς ὁποίας μία πλευρὰ διέρχεται διὰ τῆς μιᾶς 
ἑστίας ἐλλείψεως ἐνῷ ἡ ἄλλη ἐφάπτεται τῆς καμπύλης. 

Κύκλος τοῦ Ἰενημοι: Ὃ διερχόμενος διὰ τῶν ποδῶν 
Α, Β΄, Γ΄, τριῶν εοὐυϊοποῦ διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ ση- 
μείου Ο’ καὶ τέμνων τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνου εἰς τρία 
ἄλλα σημεῖα, πόδας τριῶν ἄλλων οέινίοπηο5 διερχομένων 
ἐπίσης διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο΄΄. 

Κύκλος ὁμοιότητος ἢ τῶν ἀναλόγων ἀποστάσεων: ᾽Ὃ γραφόμε- 
νος μὲ διάμετρον ΕΕ΄’, ὅπου Ε καὶ Ε’ τὸ ἐσωτερικὸν͵ καὶ 
ἐξωτερικὸν κέντρον ὁμοιότητος δύο περιφερειῶν. 

Κύκλος τῶν ἴσων οοπῶν ἢ τῶν ὀκτὼ σημείων: ύκλος διερ- 
χόμενος διὰ τῶν κορυφῶν τῶν ἰσοσκελῶν τριγώνων, τῶν 
κατασκευαζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν τριγώνου, ἰσοδυνά- 
μὼν πρὸς τὸ τρίτον τῆς ἐπιφανείας αὐτοῦ καὶ κειμένων 
πρὸς τὸ ἐσωτερικὸν τοῦ τριγώνου. Διέρχεται ἐπίσης διὰ 
τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφε- 
ρείας καὶ τοῦ κ. βάρους τοῦ τριγώνου.᾽ 

Κύκλος Λοθοκεντροειδὴς ([1π6Κ67}: Ὃ γραφόμενος ἐπὶ δια- 
μέτρου ΘΗ (Θ κ. βάρους, Η ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου 
ΔΙαΙ., 1890, σ. 166 καὶ 1893, σ. 33). 

Κύκλος ὀοϑοπτικὸς ἐλλείψεως (Β658ε1]} ἢ τοῦ Δίοπμε: Τόπος 
τῶν κορυφῶν τῶν περιγεγραμμένων εἰς τὴν. καμπύλην ὁρ 
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θῶν γωνιῶν. Εἶναι ὁμόκεντρος αὐτῆς καὶ ἀκτῖνος γαν -Ἐ ". 

Κύκλος ὀρϑοτομικὸς (Πρ): ὁ ὀρθογωνίως τέμνων 
τρεῖς ἄλλους δοθέντας. 

Κύκλος ριξικός: Ἀύκλος ἐπὶ τῆς σφαίρας, ἀντίστοιχος τοῦ 
ριζικοῦ ἄξονος δύο περιφερειῶν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου. 

Αύκλος τῶν ὑψῶν [.. Μεπίϊοπ): Ὃ ἔχων κέντρον τὸ ὀρ- 
θόκεντρον Η τοῦ τριγώνου καὶ ἀκτῖνα τὸ μέσον ἀνάλογον 
τμῆμα τῶν ὑπὸ τοῦ Π ἐφ᾽ ἑκάστου ὕψους ὁριζομένων δύο 
τμημάτων. ᾿ 

Αύκλοι τοῦ "Απολλωνίου ἑνὸς τριγώνου (Ν ει ετρὶ): Οἱ κύκλοι 
μὲ διαμέτρους τὰς ἐφ᾽ ἑκάστης πλευρᾶς ἀποστάσεις τῶν 
ποδῶν τῆς ἐσωτερικῆς καὶ ἐξωτερικῆς διχοτόμου τῆς ἀπέ- 
ναντι γωνίας, 

Κύκλοι τοῦ (Ἱμακῖες : Οἱ μὲ κέντρον τὸ κέντρον ἐλλείψεως 
καὶ ἀκτῖνας α ΞΕ β. ᾿Επὶ τῶν ἰδιοτήτων των, βλέπε Μαίδεοὶ5, 
1895, ἄρθρα τοῦ Βατί5:εη. 129, καὶ 

Νύκλοι τοῦ Νειίϑενο : Οἱ διερχόμενοι διὰ τῶν κορυφῶν 
τῶν ἐφ’ ἑκάστης πλευρᾶς δοθέντος τριγώνου κατασκευα- 
ζομένων ἕξ ὁμοίων τριγώνων καὶ πρὸς τὸ “ἐξωτερικὸν τοῦ 
τριγώνου εὑρισκομένων. 

Αύκλοι τοῦ Τον»ἱοοἰϊὶ : Οἱ περιγεγραμμένοι εἰς τὰ ἐπὶ τῶν 
πλευρῶν τριγώνου κατασκευαζόμενα ἰσόπλευρα τρίγωνα. 

Αύκλοι τῶν ᾿οποοδάνιρϑ, ϑομβομίο, Μ' αν. 

Αύκλοι ἑστιακοὶ τῶν κωνικῶν τομῶν. 

Κύκλοι ἐπισυνημμένοι : Οἱ διερχόμενοι διὰ δύο κορυφῶν τρι- 
γώνου καὶ ἐφαπτόμενοι μιᾶς πλευρᾶς αὐτοῦ. Αἱ τομαὶ αὐ- 
τῶν ὀρίζουν τὰ σημεῖα τοῦ Βτοοσατή. 906, 1097 καὶ 


Ἀωνικαὶ τομαὶ 


"Ἑλλειψις τοῦ Νιοῖηον. 2239 καὶ 

"βλλειψις σφαιρικὴ ἢ γενικώτερον, σφαιρικὴ κωνικὴ τομή: 
Τομὴ σφαίρας͵ καὶ κώνου δευτέρου βαϑμοῦ, ἔχοντος κορυ- 
φὴν τὸ κέντρον τῆς σφαίρας. 

Παραβολαὶ τοῦ ἅγτι: Αἱ περιβάλλουσαι τῶν εὐθειῶν τῶν 
διαιρουσῶν ἕκαστον ζεῦγος πλευρῶν τριγώνου εἰς μέρη 
ἀντιστρόφως ἀνάλογα. 

Ὑπερβολὴ τοῦ Εεομονϑαον: ὋὋ τόπος τῶν σημείων τοῦ 
Καγῖνα ἢ τὸ ἐν ἰσογωνίῳ ἀντιστροφῇ ἀντίστροφον σχῆμα 
τῆς ΟΙ (Ὁ κέντρον περιγεγραμμένης περιφερείας, 1 κέντρον 
ἐγγεγραμμένης). 

“Ὑπερβολὴ τοῦ Αἰερονγὶ: Τόπος τῶν σημείων τῶν ἀναλό- 
γῶν τοῦ σημείου τοῦ Ἰ'ροίοπ ἢ ἐν ἰσογωνίῳ ἀντιστροφῇ ἀντί- 
στροφον σχῆμα τῆς εὐθείας ΟΚ (Κ τὸ σημεῖον τοῦ 1,ε- 
πιοῖπε τοῦ τριγώνου). 

“Υπερβολὴ τοῦ Ϊεγαθεείς : Τὸ ἐν ἰσογωνίῳ ἀντιστροφῇ ἀντί- 
στροφον σχῆμα τῆς εὐθείας τοῦ Επ|δετ. 

“ὙὙπερβολὴ τοῦ Οτγέροϊγε 46 ϑαϊπί - γίποοπξ : Ἢ ἐπίπεδος 
τομὴ τῶν δύο χωνῶν ἑνὸς κυκλικοῦ κώνου. 

“Ὑπεοβολὴ τοῦ Παγίϑίεπι :- ᾿Ομὰς ἕξ ἀξιοσημειώτων ὑπερ- 
βολῶν ἐκ τῶν ὁριζομένων εἰς ἕν τρίγωνον. 

Ὑπερβολαὶ τῶν ],ογποὶηθ καὶ Βοιεῖηπ:: Τὰ ἐν ἰσογωνίῳ ἀν- 
τιστροφῇ ἀντίστροφα σχήματα τῶν εὐθειῶν τῶν συνδεου- 
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σῶν τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας μετὰ 
τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας ἢ τοῦ κέντρου 
μιᾶς τῶν παρεγγεγραμμένων εἰς τὸ τρίνωνον περιφερειῶν. 
Ἢ ὑπερβολὴ τοῦ Ἰ᾽ετετθαςοῖ. ἀνήκει εἰς τὴν ὁμάδα ταύτην 
ὑπερβολῶν. 


"Αλλαι καμ-πύλαι 


"ΗἩστοοειδὴς: Ἢ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν σταθεροῦ 
μήκυυς τῶν ὁποίων τὰ ἄκρα γράφουν δύο εὐθείας καθέ- 
τους. -- Ἧ καμπύλη αὕτη εἶναι ἐπίσης περιβάλλουσα καὶ 
τῶν ἐλλείψεων μὲ σταθερὰς διευθύνσεις ἀξόνων καὶ μὲ 
ἄθροισμα μηκῶν αὐτῶν α -Ἐβ --ἶκ σταθ. 702 α, 793 α καὶ 

Νωμπύλη τρίτου βαϑαωοῦ τῶν σημείων ) τῶν ὁποίων αἱ 
προβολαὶ ἐπὶ τὰς πλευρὰς τριγώνου είναι πόδες τριῶν 
σόνίοππον διερχομάνων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ρ. 

Ναμπύλη τοῦ (αϑοὶ πὶ: Τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ 
γινόμενον τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο σταθερῶν σημείων 
εἶναι σταθερόν’- εἰδικαὶ μορφαὶ τῆς καμπύλης ταύτης εἶναι 
ἡ ὠοειδὴς τοῦ ('αὐϑὶηὶ καὶ ὁ λημνίσκος τοῦ ἐονπομ ὶ. 

Νογχοειδὴς τοῦ Νικομήδους, 501] καὶ 

Μοχλιοειδήῆς: Τὸ ἀντίστροφον σχῆμα τῆς τετοαγωνιξούίσης 
τοῦ: εΪεινοστράτους, ἢ ὁ τόπος τῶν ἄκρων Μ, Ν κυκλικοῦ τό- 
ξου σταθεροῦ μήκους ἐφαπτομένου εἰς τὸ σταθερὸν μέσον 
τοῦ Ο δοθείσης εὐθείας. 

μιν: Τόπος τοῦ ἄκρου Ν κ. τόξου ΜΟΝ, τοῦ ὁποίου 
ἡ ἀκτὶς ΟΜ εἶναι σταθερά, τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἀντιστοίχου 
κυκλ. τομέως σταθερὸν ἐνῶ ἡ γωνία ΜΟΝ μεταβλητή. 

«ἱοξοδορομία: Σφαιρικὴ καμπύλη τέμνουσα οἰκογένειαν 
μεσημβρινῶν τῆς σφαίρας κατὰ σταθερὰν γωνίαν. 

Ρόδαξ τειράφυλλος. 

“Στοοφοειδής. 

“Ὑποκυκλοειδὴς μὲ τρία σημεῖα ἀνακάμιρεως ἢ ἡποκυκλοειδὴς 
τοῦ διεῖπεν: Ἢ περιβάλλουσα τῶν εὐθειῶν τοῦ ϑἴπιποι διὰ 
σταθερὸν τρέγωνον καὶ μεταβλητὸν τὸ ἐπὶ τῆς περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας σημεῖον. 


Τρίγωνα -- Πολύγωνα 


Τρίγωνον συμπληρωματικὸν ἢ μέσον: Τὸ τρίγωνον τῶν μέ- 
σῶν τῶν πλευρῶν ἑνὸς τριγώνου. 432, 434α καὶ 

Τρίγωνον ἀνεισυμπληρωματικόν: Τὸ τρίγωνον τῶν ἐκ τῶν 
κορυφῶν τριγώνου παραλλήλων πρὸς τὰς ἀπέναντι πλευράς. 

Τρίγωνον ἐπαφῶν: Τὸ μὲ κορυφὰς τὰ σηιεῖα ἐπαφῆς τῶν 
πλευρῶν τριγώνου μετὰ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὸ 
κύκλου. ΐ 

Τρίγωνον ὀρϑικὸν ἢ ὀρϑοκεντρικόν: Τὸ μὲ κορυφὰς τοὺς 
πόδας τῶν ὑψῶν τριγώνου. 292ι καὶ ν, θ64α καὶ 

Τρίγωνον ποδικὸν (ρεααἱ}): Τὸ ἔχον κορυφὰς τοὺς πόδας 
τριῶν ςἐνίοπποι διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. Τὸ 
ὀρϑικὸν ἈὈχ. τρίγωνον εἶναι τὸ ποδικὸν τρίγωνον τῶν ὑψῶν, 
τὸ μέσυν τὸ ποδικὸν τῶν διαμέσων. 

7ρίγωνον φευδοϊσοσκελὲς: Τὸ ἔχον δύο διχοτόμους (ἐξωτε- 
ρικὰς) ἴσας καὶ μὴ ὄν ἰσοσκελές. 
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801 α. 


.1246 α. 


79. 
1243 μ. 


2068 κ. 


2068 κ. 
248, 3. 


793 α. 
1242 μ. 


293 γ. 


733. 
434 α. 


1177 α. 


1052. 


1242 ζ. 
480 α. 


Τοίγωνον ἐφαπτομενικόν: Τὸ μὲ πλευρὰς τὰς ἐφαπτομένας 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἰς τρίγωνον καὶ εἰς: τὰς 
κορυφὰς αὐτοῦ, 

Τρίγωνα ὀοϑολογικά: Τὰ τοιαῦτα, ὥστε αἱ ἐκ τῶν κιρυ- 
φῶν ἑκάστου κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ ἑτέρου διέρχον- 
ται διά τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

Τοίγωνα παραλληλογικά: ᾿Αναλόγων ἰδιοτήτων πρὸς τὰ 
προηγούμενα. 

"Αντιπαραλληλόγραμμον: ᾿Αρθρωτὸν σύστημα ἐκ τέσσάρων 
στελεχῶν, ἀντιστοίχων τῶν διαγωνίων καὶ μὴ παραλλήλων 
πλευρῶν ἑνὸς ἰσοσκελοῦς τραπεζίου. 537 καὶ 

Ψευδοτετράγωνον : ᾿Ορθοδιαγώνιον τετράπλευρον μὲ ἴσας 
διαγωνίους. 

. Ὀρϑοκεντροειδὲς τετράπλευρον: Τετρὰς σημείων ἐκ τῶν 
ὁποίων ἕκαστον εἶναι τὸ ὀρθόκεντρον τοῦ τριγώνου τῶν 
τριῶν ἄλλων. Λέγεται ἐπίσης ἡ τετρὰς αὕτη καὶ ὀρϑοκεν- 
τρικὴ ὁμὰς σημείων. 292 ν καὶ 

“Αρμονικὸν τετράπλευρον: ᾿Εγγράψιμον τετράπλευρον μὲ 
ἴσα γινόμενα ἀπέναντι πλευρῶν. 

"Ορϑοδιαγώνιον τετράπλευρον: Τὸ μὲ καθέτους ἐπ᾽ ἀλλή- 
λας διαγωνίους. 

Γομβοειδές: ᾿Ορθοδιαγώνιον τετράπλευρον ἔχον ἄξονα 
συμμετρίας μίαν τῶν διαγωνίων του. 

Πεντάγραμμον τοῦ Δ (οὶ. 

“Εξάγωνον τοῦ [ἐγϊαπομοη: Ἑξάγωνον περιγεγραμμένον 
εἰς κων. τομὴν καὶ τοῦ ὁποίου ἑπομένως αἱ διαγώνιοι διερ- 
χονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 248 καὶ 

᾿Εξάγραμμον μυστικὸν ἢ τοῦ βανοαί - ᾿Εξάγωνον ἐγγεγραμ- 
μένον εἰς κωνικὴν τομὴν καὶ τοῦ ὁποίου ἑπομένως αἱ ἀπέ- 
ναντι «πλευραὶ τέμνονται ἀνὰ δύο κατὰ τρία σημεῖα ἐπ᾽ 


εὐθείας γραμμῆς κείμενα. 248, 1117 γγ, 1251 γ, καὶ 
δἰχήματα συμπληρωματικὰ καὶ ὁμολογικὰ κατὰ τὸν Ῥοποεῖεῖ. 
75, 85β καὶ 


ΣΦ ἰχήματα ἀντίστροφα. 

Σχῆμα τοῦ Ἰ'ροίοη: Τὸ σχῆμα τὸ ἀποτελούμενον ἐξ ἑνὸς 
τριγώνου καὶ τῶν ἐπὶ τῶν πλευρῶν του κατασκευαζομένων 
τετραγώνων. Τὰ τετράγωνα ταῦτα εὑρίσκονται καὶ τὰ τρία 
ἐκτὸς τοῦ τριγώνου ἢ καὶ τὰ τρία πρὸς ὃ μέρος τοῦ ἐπι- 
πέδου εὑρίσκεται καὶ τὸ τρίγωνον. 

Σχήματα ὁμοιύϑετα. 206 α καὶ 


᾿Ισυεδρικὸν τετράεδρον: Τὸ ἔχον ἴσας ἕδρας καὶ ἑπομέ-. 


νως ἀντικειμένας ἀκμὰς ἴσας ἀνὰ δύο. 
"Ορϑογώνιον [ἢ ὀρϑοκεντοικὸν) τετράεδουν: Τὸ μὲ καθέτους 
ἐπ᾿ ἀλλήλας ἀπέναντι ἀκμάς. 72 καὶ 
Αωνοειδῆ, Δομοειδὴ, ᾿ἰσυδομοειμῆ. 
Νυλινδρικὸς ὄνυξ, Μοναστηριακὺς ϑόλος κλ:πι 


Διάφοροι τύστοι --- ᾿Αντιστροφεῦξ' 


Τύπος τοῦ (ὐποὶ : Τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων τοῦ 
ὀρθοκέντρου ἀπὸ τῶν πλευρῶν τριγώνου εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων τῆς περιγεγραμμένης καὶ ἐγγε- 
γραμμένης εἰς τὸ τρίγωνον περιφερείας : 

δ΄ Ἢ δ΄ Ἔ δ΄ -Ξ κε Ἔρ. 


1204 ἕ 


Πωρώστυ. 
Τύπος τοῦ Ξμιηρβοη, διὰ τὸν ὑπολογισμὸν ἐπιπέδων ἐπι- 
φανειῶν καὶ ὄγκων. 1864, 3) 
Ὑἵπος τοῦ ἀτεσονυ, πρὸς εὕρεσιν τῆς τιμῆς τοῦ π διὰ τῶν 
ἐμβαδῶν ἐνγεγραμμένων καὶ περιγεγραμμβένων κανονικῶν 
πολυγώνων. 1748, καὶ 1773 γ. 
1ύπος τοῦ [σομάγε, πρὸς εὕρεσιν τῆς τιμῆς τοῦ π διὰ 
τῶν ἀκτίνων καὶ ἀποστημάτων κανονικῶν πολυγώνων οτα- 
θεροῦ ἐμβαδοῦ ἀλλὰ τῶν ὁποίων τὸ πλῆθος τῶν πλευρῶν 
συνεχῶς διπλασιάζεται. 1750 καὶ 1773 δ. 
Τύπος τοῦ δαμν γἵπ, πρὸς εὕρεσιν τῆς τιμῆς τοῦ π, κατὰ 
τὸν ᾿Αρχιμήδη, τῇ βοηθείᾳ τῶν περιμέτρων ἐγγεγραμμένων 
καὶ περιγεγραμμένων. κανονικῶν πολυγώνων. ι 
Ἅ}ήύποι τοῦ δεδιθαὺ ἢ τοῦ ἐῶν 1773 α. 


1 ύπος τοῦ ϑαγγιεὶ ἐ- Ξ τ δ Β- 4 Μ-Β. 1862. 


Σχέσις τοῦ Κίον, διὰ τὸ τρίγωνον: δ5 Ξ- Ε" -- Α2Πὲρ 1182, 1183. 
“Σ) έσις τοῦ ϑιινγαπάο, διὰ τὸ τετράεδρον : 


δ: ΞΞ- (Ἀ -- ρ): τς 4ρ". 1929 α 


ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΤΟΡΙΚΑ 


Προβλήματα. 


Προύβλημα τοῦ ἐπι τέσσαρας εὐθεία: τύπου (αα ἡταίμον [ἰῖθα5)}, 
τοῦ [Ιάππου. : 290, καὶ 
Πρόβλημα τοῦ Αἰματοη ἢ τοῦ κυκλικοῦ σφαιριστηρίου. 

Προύβλημα τοῦ "Απολλωνίου, κατασκευῆς κύκλου ἐφαπτομέ- 
νου τριῶν ἄλλων. 

Ποόβλημα τοῦ οὶ ἴον: διὰ διαιρεθῇ τρίγωνον εἰς τρία 
δισορθογώνια καὶ ἰσοδύναμα τετράπλευρα. 

Ποόβλημα τοῦ Βνοσαγὰ (1875): Νὰ ὁρισθῇ σημεῖον Ο εἰς τὸ 


΄ΝςΝ “΄““ ΄Ν 
ἐπίπεδον τριγώνου ΑΒΓ τοιοῦτον, ὥστε ΟΑΒ Ξ5ΕΟΒΓ-ΞΟΓΑ. 

Πρόβλημα τοῦ (ἰαϑδἰϊϊϊοη : Νὰ ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν δο- 
θεῖσαν τρίγωνον τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ νὰ διέρχωνται διὰ 
τριῶν δοθέντων σημείων. 51, 52 καὶ 

ἡ τῶν Πϑοιυυμϊ καὶ {ωπεα8: δ᾽᾿ὰ εὑρεθῇ ὁ τόπος τῶν 
σημείων Ῥ διὰ τὰ ὁποῖα αἱ συνδέουσαι εὐθεῖαι ἕκαστον 
αὐτῶν μετὰ τῶν κορυφῶν τριγώνου ΑΒΓ τέμνουν τὰς ἀπέ- 
ναντι πλευρὰς κατὰ σημεῖα, ἄτινα εἶναι προβολαὶ ἐπὶ τὰς 
ἰδίας πλευρὰς ἑνὸς σημείου Κ. Καὶ ἀντιστρόφως, νὰ ὁρι- 
οθῇ ὁ τόπος τῶν σημείων Κὶ, ἅτινα προβάλλονται ἐπὶ τὰς 
πλευρὰς τοῦ τριγώνου κατὰ τὰ ἴχνη ἐπ᾽ αὐτῶν τριῶν εὐ- 
θειῶν διὰ τῶν Α, Β, Γ ἀντιστοίχως καὶ διερχομένων διὰ 
τοῦ αὐτοῦ σημείου (Ρ). 

Πρόβλημα τοῦ Εγαποοεμν: Διὰ τοῦ μέσου κυκλ. τόξου νὰ 
ἀχθῇ εὐθεῖα τῆς ὁποίας τὸ μεταξὺ τῆς χορδῆς τοῦ τόξου 
καὶ τοῦ ἑτέρου τόξου τῆς περιφερείας τμῆμα νὰ ἔχῃ μῆ- 
κος δοθὲν λ. 320 καὶ 

Προόβλημα τοῦ σενῦενί, ἐπὶ σχέσεως μεταξὺ τῶν στοιχείων 
ὀρθογωνίου τριγώνου. 

Πρόβλημὰ τοῦ σονσοπηο: ᾿ιίὰ διαιρεθῇ κύκλος εἰς μέρη 
ἰσοδύναμα διὰ τῆς χρήσεως μόνον ἡμιπεριφερειῶν. 

Πρύβλημα τοῦ σγεσονῃ : Ὑ πολογισμὸς τοῦ π διὰ τῆς με- 
θόδου τῶν ἐμβαδῶν. 

Πρόβλημα τοῦ Πωενσοης : Δοθείσης εὐθείας ΔΕ διαιρούσης 
τρίγωνον (ἢ τετράπλευρον) εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα, νὰ 
ἀχθῇ ἄλλη εὐθεῖα ΜΝΡ, τέμνουσα δύο πλευρὰς τοῦ τρι- 
γώνου καὶ τὴν ΔΕ καὶ τοιαύτη ὥστε τὸ τρίγωνον νὰ εὑρεθῇ 
διηρημένον ὑπὸ τῶν δύο εὐθειῶν εἰς τέσσαρα ἰσοδύ- 
ναμα μέρη. 

Πρόβλημα τοῦ ῬΡοίπεηοί: Ν᾽᾿ὰ ὀρισθῇ σημεῖον ἐκ τριῶν ἄλ- 
λων δοθέντων κλπ. 

Προόβλημα τοῦ ᾿Απολλωνίου «περὶ λόγου ἀποτομῆς». 

]]ρόβλημα τοῦ ᾿Απολλωνίου «πεοὶ χωρίου ἀποτομῆς». 

Πρόβλημα τοῦ "Απολλωνίου «τῆς διωρισμένης ἀποτομῆς». 


2105. 
1545. 


1463. 


1624 α. 


906. 


1511. 


1246 α 


1206 


Παράγρο-. 
Πρόβλημα τῆς τριχοτομήσεως γωνίας. 910. 
Πρύβλημα τοῦ [,αἰδηὶ:: Νὰ διαιρεθῇ τρίγωνον εἰς τέσσαρα 
ἰσοδύναμα μέρη διὰ δύο ὀρθογώνίων εὐθειῶν. 164 α, 1674 δ. 


Προόβλημα τοῦ ]ἰεννιδαϊαῖνα ἐε8 ΔΙαιμένπαἰεἰοη8.: ᾿᾽᾿ὰ προσ- 
διορισθῇ διὰ στοιχειωδῶν μεθόδων καὶ ἄνευ τῆς χρήσεως 
τῶν παραγώγων, τὸ μεγίστης ἐπιφανείας ὀρθογώνιον πα- 
ραλληλεπίπεδον ἐκ τῶν ἐχόντων μίαν διαγώνιον δοθέντος 
μήκους. 1886 α. 
Προόβλημα τοῦ πίον: ὰ κατασκευασθῇ τρίγωνον ἐκ τῶν 
σημείων 1 (κέντρου ἐγγεγραμμένης περιφερείας), Θ (κέν- 
τρου βάρους καὶ Η (ὀρθοκέντρου) αὐτοῦ 1520 β. 
Προύβλημα τοῦ Εἰιτεὶ :- Νὰ διαιρεθῇ τυχὸν πολύγωνον εἰς 
ἰσοδύναμα μέρη δι᾽ εὐθειῶν ἀγομένων ἐκ σημείου ἐντὸς 
τοῦ πολυγώνου κειμένου. 1673. 
. ΠΠρόβλημα τῶν "Ηρακλείτου καὶ ᾿Απολλωνίου : Διὰ δοθέντος 
σημείου, νὰ ἀχθῇ τέμνουσα δύο εὐθειῶν εἰς τρόπον, ὥστε 
τὸ μεταξὺ τῶν εὐθειῶν τμῆμα αὐτῆς νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆκος. 
Βλέπε τὴν σπουδὴν τοῦ ζητήματος τούτου εἰς ῥγουύδεαϊπρϑ 
οΓ {πὸ Εαϊπδουνοσι Μαιβοηιαίςαὶ δοοὶοῖν, νοὶ ΧΧΥΤΙΣ (1909 - 
1910) ὑπὸ Ατγομ θα. Καὶ τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀποδίδεται 
συνήθως εἰς τὸν Πάππον. 321α καὶ 1538. 
Προόβλημα τοῦ Μαϊ αὶ: Νὰ ἐγγραφοῦν εἰς τρίγωνον τρεῖς 
περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων καὶ τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου. 1546 θ. 
Πρόβλημα τοῦ Νεύτωνος: Εἰς τμῆμα καμπύλης τυχούσης 
νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον. ε'. 362, 
Πρόβλημα τοῦ Πάππου: Διὰ σοημείου ἐπὶ τῆς διχοτόμου 
δοθείσης γωνίας, νὰ ἀχθῇ τέμνουσα τῆς γωνίας τοιαύτη, 
ὥστε τὸ ὑπὸ τῶν πλευρῶν ἀποτεμνόμενον ἐπ᾽ αὐτῆς τμῆμα 
νὰ εἶναι δοθέντος μήκους Δ. - 309α, 321 α καὶ 1537. 
Προόβλημα τοῦ 1.86 (1622 - 1685): Διὰ: σημείου εἰς τὸ 
ἐσωτερικὸν γωνίας ΒΑΓ, θὰ ἀχθῇ τέμνουσα ΒΓ τῶν πλευ- 


ρῶν αὐτῆς ὁρίζουσα τὸ ἐλάχιστον τρίγωνον ΒΑΓ. 1618. 
Πρόβλημα τοῦ δέιπνα: Νὰ κατασκευασθῇ ἐγγράψιμον τε- 
τράπλευρον ἐκ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ. 151 καὶ 1526. 


Προόβλημα τοῦ Τὶ ιγποντιαπδ.: δὰ ἀχθῇ εὐϑεῖα εἰς τὸ ἀπί- 
πεδον δοθέντος τριγώνου τοιαύτη, ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν 
ἀποστάσεων τῶν σημείων αὐτῆς ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου νὰ εἶναι δοθὲν μῆκος. 1626 α. 
Προύβλημα τοῦ Ῥεγηιαὶ : 1) Νῥαὰ εὑρεθῇ σημεῖον διὰ τὸ ᾿ 
ὁποῖον τὸ. ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τριῶν δο- " 


θέντων σημείων νὰ εἶναι ἐλάχιστον. ͵ οἱ 1079. 
2) Νὰ ἐγγραφῇ εἰς σφαῖραν ὁ μεγίστης ὁλικῆς ἐπιφα- 
νείας κύλινδρος. . 2061͵ α. 


, Πρφόβλημα τοῦ κινητοῦ σημείου ἐπὶ περιφερείας: Δίδονται πε- 

τριφέρεια, δύο σημεῖα Α, Β ἐπ’ αὐτῆς καὶ εὐθεῖα (ε). Ἂν Ο 

εἶναι ἡ προβολὴ τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας ἐπὶ τῆς (ε), 

,νὰ εὑρεθῇ σημεῖον Γ ἐπὶ τῆς. περιφερείας τοιοβιόν,; ὥστε 
αἱ ν ρδαὶ ΓΑ, ΓΒ νὰ ὀρίζουν ἐπὶ τῆς (ε) τμήματα ΟΜ," 

ο χοντα ἄθροισμα ἢ διαφοράν, γινόμενον ἢ λόγον, 

ἄθροισμα ἢ διαφορὰν τετραγώνων δοθέίσας πόσότητας. 

ἢ ΟἸΘΙ, 102, 108, 274, 275; 276, .326,. 330, 331, 886 καὶ 896. 


Θεωρήματα 


"Εξάγραμμον τοῦ Ραξεαϊ: Αἱ ἀπέναντι πλευραὶ ἑξαγώνου 
ἐγγεγραμμένου εἰς κωνικὴν τομὴν τέμνονται κατὰ τρία ση- 
μεῖα κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. 

Θεωρήματα τοῦ "“Απολλωνίοι', διὰ κωνικὰς τομάς: 

α΄ Ἐ β-- α᾽ -βΣ, α΄ ημν εαβ. 2072 καὶ 

Θεωρήματα τοῦ ᾿“ρχιμήδους: 1) Πᾶσα σφαιρικὴ ἐπιφάνεια 
προβάλλεται κατὰ τὸ ἀληθές της μέγεθος ἐπὶ τοῦ περιγε- 
γραμμένου εἰς τὴν σφαῖραν κυλίνδρου, ὅταν αἱ προβάλ- 
ἔνῦσαι συναντοῦν ὀρθογωνίως τὸν ἄξονα τοῦ κυλίν- 

ρου. 

2) ᾿Αναφερόμενον εἰς τὸν ὄγκον τοῦ κυλινδρικοῦ ὄνυχος 
καὶ εἰς τὸ κοινὸν στερεὸν δύο ἴσων ἐκ περιστροφῆς κυλίν- 
ὅρων καὶ μὲ ἄξονας τεμνομένους ὀρθογωνίως. 

Θεώρημα τοῦ Αμύονι : Τὰ ὀρθόκεντρα τῶν τεσσάρων τρι- 
γώνων, τῶν σχηματιζομένων διὰ τῶν ἀλληλοτομῶν τεσσά- 
ρὼν εὐθειῶν, κεῖνται ἐπὶ τῆς “αὐτῆς εὐθείας. 711 καὶ 

Θεώρημα τοῦ )». Αιονὶ (ἀντίστροφον τοῦ θεωρήματος 
τοῦ Μ'’ Κρη 10). 

Θεώρημα τοῦ Πομίϊη (1890): Ἐὰν ἐπὶ τῶν μεσοκαθέτων 
ΟΑ’, ΟΒ’, ΟΓ’ τριγώνου ληφθοῦν τμήματα ΟΑ,;ΟΒ, ΟΓ,, 
ἀνάλογα τῶν μηκῶν ΟΑ΄, ΟΒ΄, ΟΓ΄, αἱ εὐθεῖαι ΑΑ,, ΒΒ,, 
ΓΓ,, τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ῥ κείμενον ἐπὶ τῆς εὖ 
θείας τοῦ μ᾽ 6᾽"-τοῦ τριγώνου. 

Θεώρημα τοῦ βγίαπεμοι: Αἱ διαγώνιοι τῶν ἀπέναντι κο- 
ρυφῶν ἑνὸς ἑξαγώνου ἐγγεγραμμένου εἰς κων. τομὴν διέρ- 
χονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 2939θ καὶ 

Θεώρηιμια τῶν να ποιοη καὶ βοποοίοί. Τὸ ὀρθόκεντρον 
τριγώνου ἐγγεγραμμένου εἰς ἰσοσκελῆ ὑπερβολὴν κεῖται 
ἐπὶ τῆς καμπύλης. 

Θεώρημα τοῦ 1 γ"κπ : ᾽Εὰν διὰ τῶν μέσων τῶν διαγωνίων 
τετραπλεύρου φέρωμεν παραλλήλους πρὸς αὐτὰ καὶ συν- 
δέσωμεν τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν παραλλήλων τούτων μετὰ 
τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ τετραπλεύρου, τὸ τετράπλευ- 
ρον εὑρίσκεται διῃρημένον εἰς τέσσαρα ἄλλα ἰσοδύναμα. 

Θεωφήματα τοῦ (ἱανποὶ: 1) ᾿Επὶ τῶν τομῶν πολυγώνου 
καὶ εὐθείας. 181 καὶ 

2) ᾿Εὰν διὰ σημείου τῆς περιγεγραμμένης εἰς τρίγωνον 
περιφερείας φέρωμεν τρεῖς εὐθείας ἰσοκλινεῖς πρὸς τὰς 
πλευρὰς τοῦ τριγώνου, οἱ πόδες τῶν εὐθειῶν τούτων κεῖν- 
ται ἐπ᾽ εὐθείας. 

3) ᾽᾿Επὶ τῶν τμημάτων τῶν ὀριζομένων ἐπὶ τῶν πλευρῶν 
τριγώνου ὑπὸ τυχούσης περιφερείας. 1250 καὶ 

4) ᾿Επέκτασις τοῦ προηγουμένου θεωρήματος. 

Θεώρημα τοῦ ὕξεαγο: Εἰς τρίγωνον ΑΒΓ περιγράφομεν 
'δύο τρίγωνα ὅμοια πρὸς δοθὲν αβγ καὶ ἔχοντα τὰς ὁμο- 
λόνους πλευράς τῶν καθέτους ἐπ᾽ ἀλλήλας" δείξατε ὅτι 
τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν δύο τούτων τριγώνων εἶναι 
σταθερόν 

Θεώρημα τοῦ (ἰευα ᾿ 167 καὶ 

Θεωρήματα τοῦ (᾿παϑίο8 : 1) ᾿Επὶ τοῦ κέντρου τῆς στερεο- 
γραφικῆς προβολῆς περιφερείας. Ξ 245 καὶ 

2) ᾿Επὶ τῆς μεταθέσεως ἐπιπέδου σχήματος ἐν τῷ ἐπι- 


1207 


Παράγρ. 


2120. 
2075. 


1228 γ. 


1979 γ. 


767. 
1251 θ. 


1242 ο. 


"2121. 


2183 β. 


1574. 
1229. 


293γ, 1) 


210]. 
2102. 


1612 α. 
1240. 


245 α΄ 


1208 


πέδῳ του καὶ προσδιορισμοῦ τοῦ κέντρου στροφῆς. 245 καὶ 

3) Τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων δύο ἀπέναντι κορυ- 
φῶν τετραπλεύρου ἐγγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν ἀπὸ τυ- 
χούσης ἐφαπτομένης αὐτῆς ἔχει λόγον πρὸς τὸ γινόμενον 
τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῆς ἰδίας εὐθείας τῶν δύο ἄλλων 
κορυφῶν ἀριθμὸν σταθερόν. 

4) '᾽Ο τόπος τῶν κορυφῶν τῶν ὀρθῶν γωνιῶν, τῶν 
ὁποίων ἑκάστη πλευρὰ ἐφάπτεται τῆς μιᾶς ἢ τῆς ἄλλης 
ἐκ δύο ὁμοεστίων ἐλλείψεων, εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος 
τῶν ἑστιῶν. 

Θεώρημα τοῦ Αἰαϊγαμὶ : ᾿Επέκτασις τοῦ Πυθαγορείου. 

Θεώρημα τοῦ (ογιγπαπαϊηπο: Αἱ εὐθεῖαι, αἱ συνδέουσαι 
τὰς κορυφὰς τετραέδρου μετὰ τῶν κέντρων βάρους τῶν 
ἀπέναντι ἑδρῶν, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

Θεώρημα τοῦ [)᾽ Αἰογαδενί:: Τὰ κέντρα ὁμοιότητος τριῶν 
περιφερειῶν κεῖνται, ἀνὰ τρία, ἐπ᾽ εὐθειῶν γραμμῶν. 

176, 212 καὶ 

Θεώρημα τοῦ Ῥανύοι : Πᾶν τετράεδρον εἶναι ἄθροισμα 
ἕξ ἄλλων συμμετρικῶν ἀνὰ δύο. 

Θεωρήματα τὸῦ Πεϑανφμεδ: 1) ᾿Επὶ τῶν ἕξ ἐν ἐνελίξει ση- 
μείων, τομῶν περιφερείας καὶ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὴν τε- 
τραπλεύρου ὑπὸ τυχούσης εὐθείας. 

2) ᾿Επέκτασις τοῦ προηγουμένου εἰς κωνικὴν τομὴν κλπ. 

3) ᾽Επὶ τῶν ὁμολογικῶν τριγώνων. 177 α, 177 γΥ καὶ 

Θεώρημα τοῖ' δ ἕανε, ἐπὶ τῆς διαφορᾶς τῶν ἐμβαδῶν 
δύο ὁμοίων πολυγώνων, ἐξ ὧν τὸ ἕν εἶναι ἐγγεγραμμένον 
καὶ τὸ ἄλλον περιγεγραμμένον εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. 

Θεώρημα τοῦ ωρωΐδ: 'ὋὋ τόπος τῶν σημείων ἐπαφῆς 
σφαίρας ἐφαπτομένης τριῶν ἄλλων εἶναι, ἐφ᾽ ἑκάστης σφαί- 
ρας, περιφέρεια. 

Θεώρημα τοῦ Ὠμνγαπάε: Ἢ ἀπόστασις δ δύο σφαιρῶν, 
ἐξ ὧν ἡ μία εἶναι ἐγγεγραμμένη (Ρ) καὶ ἡ ἄλλη περιγε- 
γραμμένη (Ε) εἰς τετράεδρον δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου 

δ᾽ τ- (ἃ --ρ)" -- 4ρ' 


Θεώρημα τοῦ βαινε: Τὸ ἄθροισμα τῶν δυνάμεων πρὸς 
δύο ὀρθογωνίους περιφερείας παντὸς σημείου τῆς περιφε- 
ρείας, ἥτις διέρχεται διὰ τῶν κέντρων καὶ τῶν κοινῶν ση- 
μείων τῶν δύο περιφερειῶν εἶναι μηδέν. 

Θεώρημα τοῦ Ῥεγτπαί, ἐπὶ ὀρθογωνίου μὲ πλευρὰς α καὶ 
αΥᾶ. 

Θεώρημα τοῦ ειενῦαεμ : Ἢ περιφέρέια τῶν ἐννέα ση- 
μείων ἐφάπτεται τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ ἑκάστης τῶν πα- 
ρεγγεγραμμένων εἰς τὸ τρίγωνον περιφερειῶν. (1822). 238, 

292λ. καὶ 

Θεώρημα τοῦ ἔταπκε (1904) :- Αἱ εὐθεῖαι αἱ συνδέουσαι 
τὰς κορυφὰς τριγώνου ΑΒΓ μετὰ τῶν σημείων Δ΄, Ε΄ Ζ΄, 
τῶν διαιρούντων κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον τὰς μεσοκαθέτους 
ΟΔ, ΘΕ, ΟΖ, τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖο. 

Θιδρημα τοῦ Ετέσιεν : Αἱ ὑποτείνουσαι τῶν ὀρθογωνίων 
τριγώνων, τῶν ἐγγεγραμμένων. εἰς κωνικὴν τομὴν καὶ ἐχόν"- 
τῶν σταθερὰν τὴν κορυφὴν Α τῆς ὀρθῆς γωνίσς, διέρχον- 
ται διὰ σταθε σημείου. κειμένου ἐπὶ τῆς καθέτου ἐπὶ 
τὴν καμπόλην εἰς τὸ σημεῖον ᾿Α. ᾿ 
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Θεώφημα τοῦ ΕμαΣ Ὃ τόπος τῶν κορυφῶν τῶν σφαιρι- 
κῶν τριγώνων, μὲ σταθερὰν βάσιν καὶ ἄθροισμα τῶν δύο 
ἄλλων πλευρῶν ἴσον πρὸς ἡμιπεριφέρειαν μεγίστου κύκλου, 
εἶναι περιφέρεια μεγ. κύκλου. Ἶ 149 καὶ 

Θιεώρημα τοῦ (ον ονιπὸ: "Ἕν σφαιρικὸν τετράπλευρον εἶναι 
περιγράψιμον ὅταν τὰ ἀθροίσματα τῶν ἀπέναντι πλευρῶν 
του εἶναι ἴσα. 

Θεώρημα τοῦ (ἑκα ἀὲ λιΙαίνος : ἘΠξ τρισορθογώνιον τετρά- 
εὗρον, τὸ τετράγωνον τῆς ἀπέναντι τῆς τρισορθογωνίου 
στερεᾶς γωνίας ἕδρας εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν τριῶν ἄλλων ἑδρῶν. ᾿ 

(ϑεώοημα τοῦ (ἱμόπραιι α' Αι ο  Ἐῤς πᾶν ἐγγράψιμον 
σφαιρικὸν τετράπλευρον, τὰ ἀθροίσματα τῶν ἀπέναντι γω- 


νιῶν εἶναι ἴσα. 1.Ὁ, 248 καὶ 
Θεωρήμαια τοῦ (ἐμἰάϊη, ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας καὶ τοῦ ὄγκου 
σχήματος ἐκ περιστροφῆς. 51 α, 400α καὶ 


- θεώρημα τοῦ Πανὶ οη.: Δοθὲν τρίγωνον ΑΒΓ μὲ ὀρθό- 
κενῖτρον Η καὶ τὰ τρίγωνα ΑΗΒ, ΒΗΓ, ΓΗΑ ἔχουν τὴν 
᾿αὐτὴν περιφέρειαν τῶν ἐννέα σημείων. 292λ, 2922ν καὶ 


Θεώρημα τοῦ Κανίμα (1904): Αἱ συνδέουσαι τὰς κορυφὰς͵ 


τριγώνου ΑΒΓ μετὰ τῶν σημείων Δ΄, Ε΄, Ζ΄; ἐπὶ τῶν ἀκτί- 
νῶν ἐπαφῆς ματα τῶν πλευρῶν τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὸ 
τρίγωνον κύκλου καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τοῦ κέν- 
τρου τούτου κειμένων διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 

θεώρημα τοῦ ἰ,α[ἰ{16: ᾽Εὰν ἕν τρίγωνον μένῃ περιγεγραμ- 
μένον εἰς ἄλλο καὶ ὅμοιον ἑαυτῷ, τὰ ὁμόλογα ᾿σημεῖα 
(κατὰ τὰς διαφόρους θέσεις τοῦ τριγώνου) γράφουν τὴν 
αὐτὴν περ!φέρειαν. - 

Θεώρημα τοῦ [| Πίνρε: Τυχὸν σημεῖον περιφερείας (π) 
κυλιομένης ἄνευ ὀλισθήσεως ἐπὶ περιφερείας (Π) διπλα- 
σίας ἀκτῖνος καὶ εἰς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτῆς, γράφει διάμε- 
τρον τῆς (Π). ᾿ 

Θεώρημα τοῦ 1,ανὐεν : Ἢ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἰς 
τὸ τρίγωνον τριῶν ἐφαπτομένων παραβολῆς διέρχεται διὰ 
τῆς ἑστίας. 2141 καὶ 

Θεωρήματα τοῦ ἰᾳρηιαῖνοὸ ἐπὶ τῶν μηνίσκων τοῦ ἱἹππο- 
κράτους κλπ. 

θεώρημα τοῦ 1,ου εἰ: Ὃ τόπος τῶν κορυφῶν τῶν σφαιρι- 
κῶν τριγώνων μὲ βάσιν καὶ ἐμβαδὸν σταθερὰ εἶναι περι- 
φέρεια. ᾿ 

ἐβεώδημα τοὺ Γμμὶ ον: Τὸ πολύγωνον τῶν προβολῶν ση- 
μείου Ρὶ ἐπὶ τῶν πλευρῶν κανονικοῦ πολυγώνου ἔχει ἐμ- 
βαδὸν οταθερὸν ὅταν τὸ σημεῖον Ρ' κινῆται ἐπὶ περιφε- 
ρείας ὁμοκέντρου τοῦ κανονικοῦ πολυγώνου. 

Θεωρήματα τοῦ ἡαοίαμνῖίη: 1) Διὰ τὸν ὄγκον σφαιρικοῦ 
τμήματος συναρτήσει τοῦ ὕψους καὶ τῆς μέσης τομῆς τοῦ 
τμήματος. 

ὃ ᾿Επὶ τῶν ὁμοιοθέτων καὶ ὁμοκέντρων ἐλλείψεων. 

Θεωρήματα τοῦ ᾿'Μανεοῖηι: 1) Δίδονται γωνία ΧΟΥ͂ καὶ 
ἐγγεγραμμένη εἰς αὐτὴν περιφέρεια (]). ᾿᾽Εἀν ΑΒ εἶναι ἐπ 
πτομένη τῆς ([), ἡ περιγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ἈΟΒ 
περιφέρεια ἐφάπτεται σταθερᾶς περιφερείας. 

2) Διὰ τὴν γραφὴν ἐλλείψεως. 
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Θεώρημα τοῦ Ἀϊαβομεγοπὶ, ἐπὶ τοῦ ὄγκου τοῦ παραλλη- 
λοειδοῦς. 

Θεώρημα τοῦ δ]ενελάου, ἐπὶ διατεμνούσης τρίγωνον κλπ. 

166, 180 καὶ 

θεώρημα τοῦ λίρηϊίδοη: Τὰ μέσα τῶν ἕξ εὐθειῶν, τῶν 

ἑνουσῶν ἀνὰ δύο τὰ κέντρα τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ τῶν 

παρεγεγραμμένων εἰς τρίγωνον περιφερειῶν, κεῖνται ἐπὶ 
τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας. 

Θεωρήματα τοῦ λἤϊφιεὶ: 1) Αἱ περιγεγραμμέναι περιφέ- 
ρειαι εἰς τὰ τέσσαρα τρίγωνα, ἅτινα σχηματίζονται διὰ 
τῶν ἀλληλοτομῶν τεσσάρων εὐθειῶν, διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 

2) Τὸ ἄθροισμα τῶν γωνιῶν τοῦ καμπυλογράμμου τρι- 
γώνου, μὲ κορυφὰς τὰ δεύτερα κοινὰ σημεῖα Δ, Β, Γ 
τριῶν πέριφερειῶν διερχομένων διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ρ, 
εἶναι δύο ὀρθαὶ γωνίαι. 

3) Τὰ δεύτερα κοινὰ σημεῖα τῶν περιγεγραμμένων πε- 
ριφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα, τὰ σχηματιζόμενα ὑπὸ ἑκάστης 
πλευρᾶς ἑνὸς τετραγώνου καὶ τῶν προεκτάσεων τῶν δύο 
προσκειμένων εἰς αὐτὴν πλευρῶν, κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς 
περιφερείας. 

Θεώρημα τοῦ Μόνιμε: Ἢ ἐπίπεδος τομὴ ἑνὸς ἐλλειψοει- 
δοῦς ἐκ περιστροφῆς εἶναι ἔλλειψις. 


. θεώρημα τοῦ Μοπρσο: Οἱ ριζικοὶ ἄξονες τριῶν περιφε-- 


ρειῶν τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον. 

θεώρημα τοῦ Ναροὶ: Αἱ ἀκτῖνες τῆς περιγεγραμμένης πε- 
ριφερείας εἰς δοθὲν τρίγωνον εἰς τὰς κορυφὰς αὐτοῦ εἶναι 
κάθετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ ὀρθικοῦ τριγώνου τοῦ δοθέντος. 

᾿ 2920, 663 καὶ 
θεωρήματα τοῦ Νεύτωνος : 1) ᾿Επὶ τῆς βραχυτέρας εὐθείας 
μεταξὺ δύο καμπύλων καὶ διερχομένης διὰ δοθέντος σημείου. 

2) Αἱ διαγώνιοι ἑνὸς τετραπλεύρου ἐγγεγραμυένου εἰς 
κωνικὴν τομὴν καὶ αἱ διαγώνιοι τοῦ περιγεγραμμένου εἰς 
αὐτὴν εἰς τὰς κορυφὰς τοῦ πρώτου διέρχονται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 

3) Ἢ εὐθεῖα ἥτις ἐνώνει τὰ μέσα τῶν διαγωνίων ἑνὸς 
περιγεγραμμένου εἰς κύκλον τετραπλεύρου διέρχεται διὰ 
τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου. 

4) ᾿Επὶ σχέσεων μεταξὺ τμημάτων χορδῶν κωνικῆς 
τομῆς κλπ, 

ΤΗΘΗΣ τοῦ αἀ᾽ σασηε καὶ ἡ ἐφαρμογή του εἰς τὴν στα- 
τικήν. 

Θεώρημα τοῦ 1᾿9έ8: Διὰ τὴν τυχοῦσαν κωνικὴν τομήν, ἡ 
προβολὴ ἐπὶ τῆς ἑστιακῆς ἀκτῖνος ΟΜ τοῦ τμήματος τῆς 
καθέτου εἰς σημεῖον Μ τῆς καμπύλης ἀπὸ τοῦ Μ μέχρι 
τοῦ σημείου τομῆς μετὰ τοῦ ἑστιακοῦ ἄξονος εἶναι στα- 
θερὰ καὶ ἴση πρὸς τὴν παράμετρον τῆς καμπύλης. 

θεωρήματα τοῦ Πάππου: ᾿Επὶ τριγώνων ἐχόντων τὸ αὐτὸ 
κέντρον βάρους. 

2) Τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων σημείου τῆς περιγε- 
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γραμμένης εἰς τετράπλευρον περιφερείας. ἀπὸ δύο ἀπέναντι᾽ 


πλευρῶν αὐτοῦ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποοτά- 
σεῶν τοῦ αὐτοῦ σημείου ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν. Εἰ- 
δικὴ περίπτωσις τοῦ θεωρήματος δ ηπδίμοτ ᾿ἰηε65. 290 α, 


1214. 


θεώρημα τοῦ " ραποεί εν, διὰ ρόμβον κλπ. 
Θεώρημα τοῦ Π)1οἱ: Τὰ ἀθροίσματα τῶν ἀπέναντι πλευ- 
ρῶν περιγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν τετραπλεύρου εἶναι 


ἴσα. 
θεώρημα τοῦ Ῥοϊϊοοικ. 668, καὶ 
Θεωφήματα τοῦ Ποποοίοί : 1) ᾿Επὶ ἐγγεγραμμένων πολυ- 
γώνων 2ν πλευρῶν, ἐκ τῶν ὁποίων 2ν --- ἰ μένουν παράλ- 


ληλοι. Αἱ δύο τελευταῖαι διατηροῦνται ἐπίσης παράλληλοι. 

2) ᾿Επὶ ἐγγεγραμμένων, ὁμοίως, πολυγώνων 2ν -ἰ 1 πλευ- 
ρῶν, ἐκ τῶν ὁποίων ὃν μένουν παράλληλοι. Αἱ δύο τελευ- 
ταῖαι μένουν ἴσαι καὶ σταθεροῦ μήκους. 

3) Αἱ ὀρθογώνιοι περιφέρειαι πρὸς δύο ἄλλας δοθεί- 
σας διέρχονται διὰ δύο σταθερῶν σημείων. (Ὁ »νακῶν ση- 
“εέων τοῦ ᾿οποοίο!). 

4) Θεωρήματα ἐπὶ τῶν κωνικῶν τομῶν. 2110, καὶ 

θεώρημα τοῦ .,. ᾿γοκίοι. Πολύγωνον περιττοῦ πλήθους 
πλευρῶν ὁρίζεται διὰ τῶν. μέσων τῶν πλευρῶν του. 

Θεώφημα τοῦ ΚΕ. Τγομίιοῖ . ᾿Ἐπὶ τῆς ἰσοδυναμίας δύο πο- 
λυγώνων ἐκ 2ῶν πλευρῶν καὶ ἐχόντων τὰ αὐτὰ μέσα πλευ- 


ρῶν. 1575 καὶ 
Θεώρημα τοῦ Πτολεμαίου, διὰ τὸ ἐγγεγραμμένον τετρά- 
πλευρον. 226, 1209 καὶ 
Θεώφημα τοῦ Πυϑαγύρου, 681 καὶ 


θεώρημα τοῦ ἰϊοομαί, διὰ τετράπλευρον. 

Θεωρήματα τοῦ Μαίηιον : 1) ΑἹ περιφέρειαι μὲ διαμέτρους 
τρεῖς χορδὰς περιφερείας διερχομένας διὰ τοῦ αὐτοῦ ση- 
μείου, τέμνονται ἀνὰ δύο κατὰ τρία σημεῖα κείμενα ἐπ᾽ 
εὐθείας. 

2) ᾿Εἀν ΔΛ, Μ, Ν, εἶναι τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν πλευ- 
ρῶν τριγώνου ΑΒΓ μετὰ τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς αὐτὸ πε- 
ριφερείας, ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεων τοῦ κέντρου Ο ἀπὸ 
δύο ἀπέναντι κορυφῶν τῶν τριγώνων ΑΒΓ καὶ ΛΜΝ εἴναι 
ἴσος πρὸς τὸν λόγον τῶν ἀποστάσεων τῶν ἰδίων κορυφῶν 
ἀπὸ τῶν ἀπέναντι αὐτῶν πλευρῶν. 

Θεώρφημα τῶν ι[κ. ἃ. (ἑεγσονν»»ο: Ἢ περιβάλλουσα τῆς 
ὑποτεινούσης ὀρθογωνίου τριγώνου, τοῦ ὁποίου κορυφὴ εἷ- 
ναι᾿ τὸ κέντρον κωνικῆς τομῆς καὶ ἄλλαι κορυφαὶ εὑρίσκον-' 
ται ἐπὶ τῆς καμπύλης, εἶναι περιφέρεια ὁμόκεντρος τῆς 
κων. τομῆς. ᾽Ας εἶναι Α, Β οἱ ἡμιάξονες ἐλλείψεως, α, β 
αἱ πλευραὶ τῆς ὀρθῆς γωνίας τοῦ τριγώνου, ι τὸ ἐπὶ τὴν 
ὑποτείνουσαν ὕψος, μ, ν τὰ τμήματα εἰς ἃ χωρίζει τὴν 
ὑποτείνουσαν ὁ ποὺς τοῦ ὕψους" θὰ εἶναι 

1 ΞὃΞξἴᾷΞὃἘὈἔΡ 1 
32. μν α 

Θεώρημα τοῦ Νοπεηκον: ᾿Ἐὰν διὰ τῆς κορυφῆς Δ τετραέ- 
ὅρου ᾿ΑΒΓΔ φέρωμεν ἐπίπεδα α, β, γ, κάθετα ἐπὶ τὰς ἀκ- 
μὰς ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ ἀντιστοίχως, τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἐπὶ- 
πέδων τούτων μετὰ τῶν ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ ἀντιστοίχως κεῖν- 
ται ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς. . 

Θεώρημα τοῦ ϑοβλοοίεη : ᾿᾽Εἀν τὰ ἄκρα εὐθυγράμμου. τμή- 
ματος σταθεροῦ μήκους ὀλισθαίνουν ἐπὶ δύο τεμνομένων 
εὐθειῶν, πᾶν σημεῖον τοῦ τμήματος γράφει ἔλλειψιν. 

Θεώρημα τοῦ Ρ. ϑεγγοί: Ἢ περιβάλλουσα τῶν πλευρῶν 
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τῶν ἐγγεγραμμένων εἰς περιφέρειαν τριγώνων τοῦ αὐτοῦ 
ὀρθοκέντρου, εἶναι ἔλλειψις μὲ ἑστίας τὸ ὀρθόκεντρον 
τοῦτο καὶ τὸ κέντρον τῆς περιφερείας. . 130α καὶ 

Θεώρημα τοῦ δίπιϑοη : Αἱ προβολαὶ ἐπὶ τὰς πλευρὰς τρι- 
«γώνου. σημείου τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας 
κεῖνται ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. 22, 293͵,.762 καὶ 

Θεώρημα τοῦ Ἠοδονίε, ἐπὶ τοῦ ἀντιπαραλληλογράμμου. 

Θεωρήματα τοῦ διεῖπεν: 1) ᾿Επὶ τοῦ σταθεροῦ ὄγκου τῶν 
τετραέδρων τῶν ὁποίων δύο ἀπέναντι ἀκμαὶ εἶναι σταθε- 
ροῦ μήκους καὶ γράφουν δοθείσας εὐθείας. 158 καὶ 
᾿ς 2) Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐλλείψεως τῆς γραφομένης ὑπὸ ση- 
μείου τμήματος σταθεροῦ μήκους, τοῦ ὁποίου ᾿τὰ ἄκρα 
γράφουν δύο τεμνομένας εὐθείας, εἶναι ἀνεξάρτητον τῆς 
γωνίας τῶν εὐθειῶν τούτων. 

3) Ὃ τόπος τῶν σημείων, ἐξ᾽ ὧν εἷς κύκλος (Κ) προ- 
βάλλεται ἐπίσης κατὰ κύκλον ἐπὶ ἐπιπέδου καθέτου ἐπὶ 
τὸ ἐπίπεδὸν τοῦ (Κ), εἶναι ὑπερβολοειδὲς ἐκ περιστροφῆς 
μὲ λαιμὸν τὸν κύκλον ([). 

Θεώρημα τοῦ Νἰειυανί, διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ μήκους 
μιᾶς εὐθείας. ἀπὸ τῆς κορυφῆς τριγώνου μέχρι τῆς ἀπέ- 
ναντι πλευρᾶς. 

Θεώοημα τοῦ διινοδίον : Διὰ πᾶν τρίγωνον, εἶναι 


---ν -ττο --τ-ῶ 
δη--σαςοδηού. 
(Η ὀρθόκεντρον, Ο κέντρον περιγεγραμμένης περιφερείας). 
Θεώρημα τοῦ Ἰτγνημότι (πράγματι τοῦ διείηεν): Ἂν ΑΑ', 
ΒΒ΄, ΓΓ’ εἶναι τρεῖς ςἐνίεπηεβ τριγώνου διὰ τοῦ αὐτοῦ 
σημείου Ρ΄, ἡ περιφέρεια (Α΄ ΒΓ) τέμνει τὰς πλευρὰς τοῦ 
τριγώνου εἰς τρία ἄλλα σημεῖα Α΄, Β΄΄, Γ΄’ ἅτινα εἶναι 
πόδες τριῶν ἄλλων ςένίεπεθ. ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄΄ διεῤχομέ- 
νὼν διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ρ΄΄. 
Θεώρημα τοῦ Θαλοῦ, ἔῃ τῆς ὁμοιότητος δύο τριγώνων. 
Θεώρημα τοῦ 1ϊπϑεαιι: Τὸ τετράγωνον τοῦ ἐμβαδοῦ ἐπι- 
πέδου σχήματος εἶναι ἄρθοισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἐμ- 
βαδῶν τῶν προβολῶν αὐτοῦ ἐπὶ τρία κάθετα ἀνά δύο 
ἐπίπεδα. 
Θεωροήματα τοῦ Κιιί6)": 1) ᾿Επὶ τοῦ ἀθροίσματος τῶν τε- 
τραγώνων τῶν πλευρῶν τετραπλεύρου. 
2) Εἰς πᾶν τρίγωνον, εἶναι 
δ᾽ Ξ-- Ηὶ (Ε -- 2ρ). 293, 327, 327 α καὶ 
Θεώρημα τοῦ Τν Δπὺεί. ἐπὶ σχέσεως μεταξὺ τῶν τμημά- 
τῶν τῤῥιῶν εὐνϊέππονκ διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 
θΘείοημα τοῦ Ἰ'δείπ: Ἐὰν κατασκευάσωμεν τἔτράγωνα 
ἐπὶ τῶν πλευρῶν τριγώνου καὶ ἑνώσωμεν ἀνὰ δύο τἀς γει- 
τονικὰς κορυφὰς τῶν τετραγώνων, τὰ σχηματιζόμενα τρί- 
γωνα εἶναι ἰσοδύναμα πρὸς ἄλληλα κλπ. 


Τεαράγο. 
2174. 


1251 β. 
1202. 
1856. 


2161]. 


2242, 


1173. 


1546 ῃ. 


Θεώρηκα τοῦ [ἰαγόοι: Τὸ δισεφαπτόμενον ἐπίπεδον᾽ 


σπείρας τέμνει ταύτην κατὰ δύο περιφερείας. 

Θεώρημα τοῦ γι βδενονε: Τὸ ἄθροισμα τῶν μηκῶν τῶν εὐ- 
θειῶν τῶν ἑνουσῶν σημεῖον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν εὑρισκόμε- 
νον τριγώνου μετὰ τῶν κορυφῶν αὐτοῦ, εἶναι μικρότερον 
τοῦ ἀθροίσματος τῶν δύο μεγαλυτέρων πλευρῶν τοῦ τρι- 
γώνου. 


460 α. 


Θεώφημα τοῦ {ἰείαπὶ: Τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων 
ἑνὸς σημείου εἰς τὸ ἐσωτερικὸν κανονικοῦ ν - γώνου κειμέ- 
νου ἀπὸ τῶν πλευρῶν αὐτοῦ εἶναι ν - πλάσιον τοῦ ἀπο- 
στήματος τοῦ πολυγώνου. 

θεώρημα τοῦ Ῥ αἰίαεο. Βλέπε ϑεώοημα τοῦ ϑι)ησοη, 
ες θεώρημα ᾿ἰΙαπωνικόν: Εἰς ἐγγράψιμον τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ, τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων τῶν ἐγγεγραμμένων πε- 
ριφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΑΔΓ εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων τῶν ἐγγεγραμμένων περιφερειῶν 
εἰς τὰ τρίγωνα ΑΒΔ καὶ ΔΒΓ. - 710β καὶ 

Θεώρημᾳ (διατυπωϑὲν ὑπὸ τοῦ Βνουαν"α) τοῦ "βου ον»: “Εστω 
ΑΒΓ τρίγωνον καὶ Ο τυχὸν σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου του. ΑἹ 
κάθετοι ἐπὶ τὰς ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ εἷς τὸ σημεῖον Ο συναν- 
τοῦν τὰς ἀπέναντι πλευρὰς ΒΓ,ΓΑ,. ΑΒ κατὰ τρία σημεῖα 
κείμενα ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς. - 
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1592. 


750 α. 


1342 ξ. 


Προοβλήματα ὁδηγοῦντα εἰς κατασκευᾶε 
μὴ γεωμετρικάς. 


Ἢ λῦσις τῶν. ἑπομένων προβλημάτων ἀϊταιτεῖ κατα- 
σκευὰς τὰς ὁποίας ὰν δυνάμεθα νὰ ἐκτελέσωμεν διὰ τῆς 
χρήσεως τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου μόνον' ἐπειδή, ὡς 
γνωστόν, δὲν δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν μήκη ἄλλα 
ἀπὸ ἐκεῖνα τὰ ὁποῖα δύνανται νὰ ὀεωρηθοῦν ὡς ρίζαι μιᾶς 
ἐξισώσεως δευτέρου βαθμοῦ ἢ μιᾶς διτετραγώνου. ᾿Εν τού- 
τοις, ἐν πρόβλημα, ἡ λύσις τοῦ ὁποίου ἐκ πρώτης ὄψεως 
φαίνεται ὅτι ὁδηγαϊ εἰς κατασκευάς ριζῶν ἐξισώσεως βαθ- 
μοῦ μεγαλυτέρου τῶν ἀνωτέρω, δύναται νὰ λυθῇ γεωμε- 
τρικῶς, ἐὰν καθίσταται δυνατὴ ἡ ἀνάλυσις τῆς ἐξισώσεως 
ταύτης εἰς ἄλλας βαθμοῦ δευτέρου πρὸς τὸ ἄγνωστον μῆ- 
κος΄ τοῦτο λιχ. συμβαΐνει διὰ τὸ πρόβλημα τοῦ ᾿"πολλωνίου : 
Νὰ γραψῇ περιφέρδια ἐφαπτομένη τριῶν ἄλλων δοϑεισῶν καὶ τὸ 
ὁποῖον ἐπιδέχεται ὀκτὼ λύσεις. 

"Τὸ πρόβλημα τοῦ Ημνυοη5 (δ 1674 γ) ἄγει εἰς ἐξίσωσιν τε- 
τάρτου βαθμοῦ' εἶναι ὅμως δυνατὸν νὰ ἀχθῶμεν εἰς ἐξί- 
σώσιν δευτέρου βαθμοῦ, παρατηροῦντες ὅτι τὸ πρόβλημα 
ἀνάγεται εἰς τὴν ἀγωγὴν κοινῆς ἐφαπτομένης πρὸς δύο 
ὑπερβολὰς ἐχούσας κοινὴν ἀσύμπτωτον. 

Τὸ μᾶλλον ἀξιοσημείωτον παράδειγμα ὑποβιβασμοῦ τοῦ 
βαϑμοῦ τῆς ἐπιλυούσης πρόβλημα ἐξισώσεως ἐδόθη ὑπὸ 
τοῦ Οαυ95. ᾿Επειδὴ ἠδυνήθη, διὰ συνεχοῦς ὑποβιβασμοῦ 
τοῦ βαθμοῦ τῶν ἐπιλυουσῶν ἐξισώσεων, νὰ ἐγγράψῃ εἰς 
περιφέρειαν κανονικὸν δεκαεπτάγωνον. 

Ἑϊς τὰ ἑπόμενα παραθέτομεν μερικὰ προβλήματα τῆς 
παρούσης Συλλογῆς ᾿Ασκήσεων καὶ τὰ ὁποῖα δὲν δυνά- 
μεθα νὰ λύσωμεν χρησιμοποιοῦντες τὸν κανόνα μόνον καὶ 
διαβήτην. 

Ἔκ σημείου εἰς το ἐσωτερικὸν δοθείσης γωνίας κειμένου 
νὰ ἀχθῆ τὸ μικρότερον εὐθύγραμμον τμῆμα ἐκ τῶν περα- 


ΤΘΌμΕνΟΥ εἰς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας, ᾿ 168 καὶ 1615. 

ὰ διαιρεθῇ γωνία εἰς τρία ἴσα μέρη. 501, Σημ. 
Διὰ δοθέντος σημείου, νὰ ἀχθῇ κοινὴ τέμνουσα δύο πε- 

ριφερειῶν τοιαύτη, ὥστε ἡ διαφορὰ τῶν ὁριζομένων χορ- 

δῶν νὰ εἶναι δοθὲν μῆκος (πρόβλημα τοῦ 1,..:). Τετάρτου 

βαθμοῦ. : 880 α. 
Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἀποτέμνουσα ἐπὶ τριῶν δοθεισῶν 

περιφερειῶν χορδὰς δοθέντων μηκῶν λ, μ, ν. 881 α. 
Νὰ κατασκευασθῇ τρίγωνον ἐκ τοῦ τριγώνου τῶν πο- 

δῶν τῶν διχοτόμων ἢ συμμετροδιαμέσων αὐτοῦ. 1242ι καὶ 1523 γ. 
Νὰ εὑρεθῇ σημεῖον Δ, κοινὸν τριῶν εὐνίεππεα ΑΑ΄, 

ΒΒ’, ΓΓ’ δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ καὶ τοιοῦτον, ὥστε τὰ 

μήκη ΔΑ’, ΔΒ’, ΔΓ’ νὰ εἶναι ἴσα. 1242 μ. 

ἁ κατασκευασθῇ τρίγωνον τοῦ ὁποίου δίδονται : 

α) Τὰ σημεῖα !Ι, Η καὶ Ο (Βπ16τ). 1520 γ. 

- β) Τὰ συμμετρικὰ σημεῖα τῶν κορυφῶν πρὸς τὰς ἀπέ- 

ναντι πλευράς. (Ἑβδόμου βαθμοῦ). 1523 γ. 
Ὑ) ΟΙ πόδες τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων. (Τετάρτου 

βαθμοῦ). : 1523 γ. 


Παράτο. 
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δ) Οἱ πόδες τῶν συμμετροδιαμέσων αὐτοῦ. (Δωδεκά- 
τοῦ βαθμοῦ). 1523 γ. 
ε) Τρεῖς διχοτόμοι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. (Δεκάτου 
τετάρτου βαθμοῦ). 1523 ε. 
στ) Αἱ ἀποστάσεις τοῦ κέντρου Ο τῆς περιγεγραμμένης 
περιφερείας ἀπὸ τῶν πλευρῶν. 1523 ε. 
ζ) Αἱ ἀποστάσεις τοῦ ὀρθοκέντρου ΗἩ ἀπὸ τῶν τριῶν κο- 
ρυφῶν. (Τρίτου βαθμοῦ). - 1523 ε. 
η) Μία διάμεσος, ἕν ὕψος καὶ μία διχοτόμος ἐκ διαφό- 
ρῶν κορυφῶν ἀγόμενα. (ἽἝκτου βαθμοῦ). 1523 ζ. 


Διὰ σημείου ἐντὸς δοθείσης γωνίας κειμένου νὰ ἀχθῇ 
εὐθύγραμμον τμῆμα περατούμενον εἰς τὰς πλευρὰς ᾿τῆς 
γωνίας καὶ δοθέντος μήκους. (Πάππος, τετάρτου βαθμοῦ). 1538. 

Τὸ πρόβλημα τοῦ ἐλλειπτικοῦ σφαιριστηρίου ( μρονο4). 1546, Σημ. 

Πρόβλημα τοῦ Ποὺ ον: Νὰ διαιρεθῇ τρίγωνον εἰς τρία 
ἰσοδύναμα δισορθογώνια τετράπλευρα. Λύεται γεωμετρι- 
κῶς μόνον διὰ ἰσοσκελὲς τρίγωνον. 1624 α. 

Προόβλημα τοῦ 1,6: : Νὰ διαιρεθῇ τρίγωνον εἰς τρία δισορ- 
ϑογώνια τετράπλευρα, ἀνάλογα δοθέντων ἀριθμῶν λ, μ, ν. 

Λύεται διὰ τῶν τομῶν δύο ἰσοσκελῶν ὑπερβολῶν. (Τετάρ- 
του βαθμοῦ) 1624 .«. καὶ 1674. 

Προόβλημα τοῦ ἱ,οἰυπὶΣ: Νὰ διαιρεθῇ τρίγωνον εἰς τέσ- 
σαρα ἰσοδύναμα μέρη διὰ δύο ὀρθογωνίων εὐθειῶν. (Ὁγ- - 
δόου βαθμοῦ). 1624. καὶ 1674 ὃ. 

Πρόβλημα τοῦ Νεύτωνος: Νὰ εὑρεθῇ ἡ διάμετρος περιφε- 
ρείας ἐκ τῶν χορδῶν τριῶν διαδοχικῶν τόξων αὐτῆς ἐχόν- 
ντῶν ἄθροισμα τὸ ἥμισυ τῆς περιφερείας ἢ νὰ κατα- 
σκευασθῇ τὸ μέγιστον τετράπλευρον, ἐκ τῶν ἐχόντων τρεῖς 


πλευρὰς δεδομένας. 1712 β. 
Νὰ γραφῇ τὸ μέγιστον τραπέζιον εἰς δοθέντα κυκλικὸν 
τομέα. ᾿ς 719,3). 


Νὰ τμηθῇ ὑπὸ ἐπιπέδου δοθεῖσα ἡ τρυμος στερεὰ γωνία 
κατὰ δοθὲν τρίγωνον. (Τετάρτου βαθμοῦ, κατὰ τὸν μαξταπβεὶ. 1901 γ. 
Προόβλημα τοῦ (ἰεγσοπηο. Δοθέντων τριῶν σημείων Α,Β, 
ἐκτὸς ἐπιπέδου (Π) κειμένων, νὰ εὑρεθῇ σημεῖον Μ τοῦ 
{Π) ὥστε τὸ ἄθροισμα ΜΑ - ΜΒ - ΜΓ νὰ εἶναι. τὸ ἐλά- 
λαχιστον. - 
ἤΑνευ λύσεως μέχρι τοῦδε (1910 - 1911). 190] γ. 


